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Die  Bestimmimg  einer  Funetion  auf  einer  Kreisfläche 
aus  gegebenen  Randbedingungen. 

Von 

W.  Veltmann. 


Hierzu  Taf.  I  Fig.  1-3. 


I.    Die  Integration  der  Gleichung 

oder  der  beiden  Gleichnngen 

ft.  du^dv      du dv 

^  dx~^Wy'     dy^'^dx 

auf  einer  Kreisfläche  bei  gegebenen  Randwerthen  Ton  u  ist  von  Herrn 
Prym  in  Bd.  73  und  Herrn  Schwarz  in  Bd.  74  von  Borcbardt's 
Journal  fdr  Mathematik  für  diejenigen  Fälle,  in  welchen  eine  bestimmte 
Lösung  existirt,  ausgeführt  worden.  In  einer  Abhandlung:  „Einige 
Zweifel  an  der  allgemeinen  Darstellbarkeit  einer  willkürlichen  periodischen 
Fanetion  einer  reellen  Variabeln  durch  eine  trigonometrische  Reihe^'  im 
Programm  der  ünirersität  zu  Bern  vom  Jahre  1874  hat  Herr  Schlaf li 
das  die  beiden  vorigen  mit  umfassende  Problem  der  Bestimmung  einer 
Function  u  +  <*^  &uf  einer  Kreisfläche  aus  dem  Randwerthe  von  u  eben- 
fills  vollständig  gelöst  Ausserdem  sind  noch  an  den  weiter  unten  zu 
erwähnenden  Stellen  die  Fälle  bearbeitet  worden,  wo  der  Radius  des 
Kreises  unendlich  oder  die  Kreisfläche  eine  mehrfach  zusammenhängende 
^it  Windungspunkt  ist. 

Hiemach  könnten  obige  Probleme,  was  die  Resultate  der  Unter- 
BUchungen  über  dieselben  betrifft,  als  erledigt  betrachtet  werden.  Hin- 
sichtlich der  Einfachheit  und  Naturgemässheit  des  Verfahrens  aber  glaube 
ich  einen  nicht  unwesentlichen  Beitrag  zu  den  Grundlagen  der  Fnnctionen- 
theorie  zu  liefern,  wenn  ich  hier  zur  Behandlung  obiger  Probleme,  sowie 
ftbeihaupt  zur  Nachweisung  der  allgemeinen  Eigenschaften  der  Functionen 
oinen  Weg  zeige,  den  ich  wohl  als  den  einfachsten  und  natürlichsten  ^ 
Weichnen  kann.  .^,y,u.ov.^y  ^.^OOgiC 
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2  Die  Beatimmung  einer  Function  auf  einer  Kreisfläche  etc. 

Als  das  zQ  behandelnde  Problem  betrachte  ich  die  Bestimmnng  einer 
Function  u  +  if>  auf  der  Kreisfläche  bei  gegebenem  Randwerthe  von  o. 
Demgemäss  wird  zur  Lösung  desselben  von  den  Ornndeigenschaften  der 
Functionen  (Monogenität,  Conformität  der  geometrischen  Bilder)  aus- 
gegangen, statt  von  secundären  Folgerungen  aus  denselben,  als  welche 
z.  B.  obige  Differential gleichnngen  erscheinen.  Die  allgemeinen  Sätze  von 
Cauchy  und  Riemann  benutze  ich  nicht,  sondern  statt  derselben  einen 
besondern  Fall  eines  Satzes  von  Cauchj,  den  ich  unmittelbar  aus  der 
Eigenschaft  von  u  +  iv  ableite,  eine  Function  von  oc  +  iy^  also  nicht  von 
x^  +  y^  d.  h.  vom  Radius  vector  zu  sein.  Femer  benutze  ich ,  um  von 
den  inneren  Werthen  des  am  Rande  gegebenen  Theils  der  Function  zu 
den  Randwerthen  überzugehen,  nicht  den  analytischen  Ausdruck  des- 
selben, sondern  die,  wie  es  scheint,  bisher  nicht  erkannte  höchst  ein- 
fache geometrische  Bedeutung  dieses  Ausdrucks.  Dass  ich  statt  des  Rand- 
werthes  von  ti,  wie  gewöhnlich  geschieht,  den  von  o  als  gegeben  annehme, 
ist  an  sich  unerheblich;  es  ist  aus  dem  Grunde  geschehen,  weil  dann 
gleichsam  als  Elementarbestandtheii  aller  Functionen  der  Logarithmus, 
sonst  aber  der  mit  t  multiplicirte  Logarithmus  erscheint.  Irgendwelche 
mehr  oder  weniger  fremdartige  Sachen,  wie  Doppelintegrale,  Variation 
von  Integralen  u.  s.  w.  werden  gar  nicht  mit  zu  Hilfe  genommen. 

In  Bezug  auf  die  im  Folgenden  benutzten  rechtwinkligen  Coordi- 
natensysteme  sei  bemerkt,  dass,  wie  gewöhnlich,  die  positiven  y  oder  ri 
als  links  von  den  positiven  x  oder  ^  liegend  angenommen  werden. 

Wir  nennen  eine  Function  u  +  it>  in  irgend  einem  Punkte  der  Ebene 
monogen  oder  polygen,  je  nachdem  in  diesem  Punkte  (äu  +  idv): 
{dx  +  idy)  nach  allen  oder  nicht  nach  allen  Richtungen  denselben  Werth 
hat«  Da  eine  Function  nicht  in  einer  stetigen  Punktreihe  (es  sei  denn, 
dass  in  dieser  noch  andere  Besonderheiten  stattfänden)  überall  polygen 
sein  kann  und  da  stetige  Reihen  von  besonderen  Punkten  anderer  Art 
ebenfalls  auszuschliessen  sind,  so  können  wir  die  auf  die  aligemeine 
Beschafifenheit  der  zu  bestimmenden  Function  bezüglichen  Bedingungen 
unseres  Problems  in  folgender  Weise  feststellen. 

Auf  einer  Kreisfläche  soll  eine  Function  u  +  i9  bestimmt  werden, 
welche  im  Innern  der  Fläche  mit  etwaiger  Ausnahme  einzelner  Punkte 
überall  bestimmt,  endlich,  eindeutig,  stetig  und  monogen  ist  und  deren 
Werthe  in  den  etwaigen  Cnendlichkeitspunkten  die  erste  Ordnung  des 
Unendlichen  nicht  erreichen. 

Hiermit  sind  also  viererlei  Singularitäten  in  einzelnen  Punkten  zu» 
gelassen,  von  welchen  auch  in  einem  und  demselben  Punkte  mehrere 
vorkommen  können,  nämlich  verschiedene  endliche  Werthe  der  Function 
oder  ihres  Dififerentialquotienten  aus  verschiedenen  Richtungen,  unend- 
liche Werthe  von  geringerer  als  der  ersten  Ordnung  und  gänzliche  Un- 
bestimmtheit.    Letztere  würde  z.  B.  bei  einer  Function ,  welche  aus  einer 
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überall  endlichen ,  doppeltperiodiscben  Function  (die  Unmöglichkeit  einer 
solchen  kann  hier  noch  nicht  behauptet  werden)  durch  Projeotion  mittels 
reciproker  Badien  erhalten  wäre,  im  CoordinateDanfang  stattfinden. 

Das  Verhalten  der  Function  in  einem  Punkte,  der  vom  Innern  aus 
auf  irgend  einem  Wege  nach  einem  Punkte  des  Bandes  gelaugt,  bleibt 
einstweilen  dahingestellt. 

Der  gegebene  Kreis  G  (Fig.  1)  soll  der  Grundkreis,  irgend  ein  Kreis 
im  Innern  desselben  ein  Binnenkreis  genannt  werden. 

Wir  betrachten  die  Function  zunächst  innerhalb  eines  Binnenkreises 
AT  (Fig.  1),  dessen  sonst  willkürliche  Wahl  durch  die  Bedingung  ein- 
geschränkt ist,  dass  der  Mittelpunkt  desselben  keiner  der  etwaigen  singu- 
lären  Punkte  sei.  Wenn  in  Bezug  auf  Polarcoordinaten  mit  dem  Mittel- 
punkte dieses  Kreises  als  Pol ,  den  Leitstrahlen  q  und  nach  links  wach- 
senden Winkein  y 

u  =  (p(Q,y),    «  =  if'(^,y) 

ist  und   die   mit   der  Function   u  +  iv   bedeckte  Kreisfläche  A^  um  einen 

Winkel  =a  nach  rechts  gedreht  wird,   so  verwandelt  sich  die  Function 

da 
in   9>(^i  i'+'x) +  <^(^>7  +  <^)*     Multiplicirt  man   mit  der   Constanten  ^— 

und  integrirt  zwischen  0  und  29r,  so  erhält  man  eine  neue  Function 

Die  Function  u^  +  iv^  entsteht  hier  in  der  Weise,  dass  die  Function 
{u  -|-  iv)  da  gleichsam  um  den  Mittelpunkt  von  A"  gedreht  wird  und  zwar 
successive  um  einen  Winkel  =(/a,  2da  u.  s.  w.  und  dass  die  so  ent- 
standenen Functionen  sich  über  einander  lagern.  Eine  etwaige  Unstetig- 
keit  oder  Unbestimmtheit  von  u  +  iv  in  einem  einzelnen  Punkte  würde 
sich  also  auf  den  ganzen  Kreis  vertheilen,  den  ein  solcher  Punkt  beschreibt. 
Aber  der  letztere  erzeugt  hierdurch  nicht  etwa  eine  stetige  Folge  solcher 
Ansnahmepunkte ,  sondern  wegen  der  Multiplication  mit  dem  unendlich 
kleinen  da  verschwindet  die  Unstetigkeit  oder  Unbestimmtheit  gänzlich« 
Die  Function  Vi  +  iv^  ist  überall  bestimmt,  endlich,  eindeutig  und  stetig 
und  wenigstens  zwischen  den  von  den  etwaigen  singulären  Punkten  be- 
schriebenen Kreisen  überall  monogen.  Nun  sind  aber  die  reellen  Func- 
tionen <p  und  fff  in  y^a  periodisch  nach  dem  Intervall  2n,  Setzt  man 
also  y+as=t^  (ia  =  (/{;,  so  können  die  Integrationsgrenzen  unverändert 
bleiben;  die  Integrale  sind  daher  von  y  unabhängig  und  die  Function 
u^  +  iv^  würde  demnach  nur  von  p  abhängig  sein.  Hieraus  folgt  aber, 
da  diese  Eigenschaft  keiner  wirklichen,  von  einem  Punkte  zum  andern 
veränderlichen  Function  zukommt,  dass  w, +  i»i  zwischen  je  zwei  der  von 
den  etwaigen  Ausnahmepunkten  beschriebenen  Kreisen  constant  ist.  Da 
ferner  auch  auf  diesen  Kreisen  keine  Unstetigkeit  stattfindet,  so  ist 
ti,  +  fCj   innerhalb   des   ganzen  Kreises  A*   eine  Constante.     Das  TntegfaK 
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den  Punkten  dieselben  bleiben,  so  ist  v  am  Bande  noch  =0  und  in  dem 
Punkte  P,  der  blos  eine  andere  Lage  erhalten  hat,  verhält  sich  die 
Function  noch  wesentlich  so ,  wie  früher.  Die  Function  v  ist  daher  auch 
in  dem  Punkte  P  der  Null  gleich.  Den  gestellten  Bandbedingungen 
gentigt  also  nur  eine  Function  u  +  iiy,  deren  imaginärer  Theil  überall  =0 
ist,  woraus  dann  weiter  folgt,  dass  der  reelle  Theil  u  nur  irgend  eine 
Constante  sein  kann. 

Offenbar  gilt  dies  auch  dann,  wenn  für  mehrere  Punkte  eine  Aus- 
nahme, wie  oben  für  Q  gemacht  wird,  ja  sogar  wenn  die  Zahl  derselben 
unendlich  gross  ist;  jedoch  muss  in  letzterem  Falle  die  Einschränkung 
gemacht  werden,  dass  durch  die  Ausnahmepunkte  kein  noch  so  kleiner 
Bogen  in  lauter  unendlich  kleine  Theile  zerlegt  sein  darf.  Ueberdies  möge 
sich  eine  endliche  oder  unendliche  Zahl  Bögen  angeben  lassen,  welche 
jene  Punkte  einschliessen  und  so  klein  genommen  werden  können,  dass 
ihre   Summe    beliebig   klein    ist.*      Ausserhalb    dieser  Bögen    ist    dann 

/pd^tziO.     Da  aber  innerhalb  derselben  v  stets  endlich  bleibt,  so  kann 

auch  hier    Ivd^   beliebig    klein    gemacht  werden.     Das   ganze  Integral 

wird  also  am  Bande  =0  und  kann  daher  auch  im  Innern  nur  =0  ge- 
wesen sein. 

2.  Fall.  Auf  dem  Bande  sei  eine  reelle  Fjinction  gegeben ,  die  überall 
bestimmt,  eindeutig,  endlich  und  stetig  ist,  mit  Ausnahme  etwa  einzelner 
Punkte,  in  welchen  ein  üebergang  von  einem  endlichen  zu  einem  andern 
endlichen  Werthe  oder  Unbestimmtheit  stattfindet.  Die  Zahl  dieser 
Punkte  kann  auch  in  der  Weise,  wie  die  der  Ausnahmepunkte  des  ersten 
Falles  unendlich  gross  sein.  Die  Function  v  soll  in  jedem  Punkte  des 
Bandes  und  aus  jeder  Richtung  den  dort  gegebenen  Werth  annehmen. 
Nur  in  den  singulären  Funkten  ist  das  Verhalten  der  Function  nur  soweit 
vorgeschrieben,  dass  sie  dort  aus  keiner  Bichtung  bestimmte  endliche 
Grenzen  überschreiten  darf. 

Durch  diese  Bedingungen  ist  die  Function  v  vollständig  und  u  bis 
auf  eine  Constante  bestimmt;  denn  die  Differenz  von  zwei  solchen  Func- 
tionen V  genügt  den  Bedingungen  des  ersten  Falles  und  ist  daher  =  0.  Der 

3.  Fall  ist  eine  Erweiterung  des  zweiten  in  der  Weise,  dass  der 
gegebene  Bandwerth  an  einer  oder  mehreren  Stellen  (deren  Zahl  auch 
unendlich  gross  sein  kann)  unendlich  wird  oder  dass  der  Function  v 
gestattet  wird,  an  einzelnen  Stellen  aus  anderen  Richtungen,  als  den 
tangentialen  unendlich  zu  werden. 


•  Vergl.  die  Abhandlung  des  Herrn  Cantor  in  den  Leipziger  Matheni.  Ann.  V 
S.  122. 

**  Es  sei  ausdrücklich  bemerkt,  dass  Functionen  von  der  Art  der  Weier- 
strass'sohen  ohne  Differentialquotient  nicht  ausgeschlossen  sind.  ^-^  j 
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So  lange  über  das  Verhalten  der  Function  v  in  den  Unendlichkeits- 
atellen nichts  Näheres  festgestellt  ist,  ist  dieselbe  jetzt  nicht  vollständig 
bestimmt,  da  sie  nicht  aufhört,  den  Bedingungen  zu  genügen,  wenn  man 
irgend  ein  Vielfaches  einer  Function  fv  hinzu  addirt  von  der  Eigenschaft, 
dass  n>  in  allen  Randpunkten  und  aus  allen  Richtungen  =0  wird,  mit 
Ausnahme  einer  Unendlichkeitsstelle  des  Randwerthes,  wo  bei  Annähe- 
rung auf  dem  Rande  zwar  auch  n;  =  0 ,  aus  einer  oder  mehreren  anderen 
Richtungen  aber  =00  wird.  Für  die  Existenz  solcher  Functionen  führt 
Herr  Schwarz  S.  236  seiner  Abhandlung  in  Bd.  74  von  Borchardt's 
Journal  ein  Beispiel  an. 

IV.  Wir  wollen  die  Functionen  u  und  v,  deren  Existenz  den  gestell- 
ten Bedingungen  gemäss  bisher  nur  Torausgesetzt  wurde,  aus  den  letz- 
teren jetzt  wirklich  bestimmen. 

Bezeichnen  wir  die  von  zwei  festen  Centren  aus  genommenen  Leit- 
strahlen eines  beweglichen  Punktes  P  in  der  Ebene  mit  /'und  f  und  die 
durch  Drehung  um  die  Centren  nach  links  entstehenden  Winkel  der  letz- 
teren mit  einer  gemeinschaftlichen  festen  Anfangsrichtung  mit  (p'  und  q>*\ 
so  ist  bekanntlich  u  -|- 1>  eine  mit  Ausnahme  der  festen  Centren  überall 
eindeutige,  stetige  und  monogene  Function,  wenn  man  setzt 

oder 

und  daher  auch  y  ,  /       # 

u  =  logt—  iogt\     r  ==  y  —  9> ' 

oder,  wenn  man  den  Winkel  der  beiden  Leitstrahlen  g>  nennt, 
5)  u^log^^     esstp. 

Der  Winkel  q>  ist  hier  derjenige,  um  welchen,  vom  Punkte  P  aus  gesehen, 
f  links  von  t'  liegt. 

Der  Rand  sei  nun  in  beliebige  Bögen  b^y  b^^  .••!  ^n  getheilt  (Fig.  2). 
u  und  V  sollen  so  bestimmt  werden,  dass  v  in  den  einzelnen  Bögen  die 
beliebig  gegebenen  constanten  Werthe  t?, ,  v,*  •••}  ^n  erhält.     Wir  setzen 

w  =  -  (n^log^  +  ti^  %  f  +  . . .  +Wi.-  I  iog--^  +  «„  log  ^  )  +  c, 

_  li^ A|  +  t/gAg  +  ...  +  U„Xn       ^1  «1  +  >^2»2  +-  +  tJnOn 
'^'^  7t  27C  ' 

wo  u  und  V  die  Werthe  der  Functionen  in  einem  Punkte  0,  /^^  /,  etc. 
dessen  Leitstrahlen  von  den  Endpunkten  der  Bögen  sind,  während  a^, 
«2,  ...  die  Centriwinkel  der  Bögen  und  A,,  A^  etc.  die  excentrischen 
Winkel  am  Punkte  0  bedeuten.  Die  Function  v  erhält  hier  die  vor- 
geschriebenen Randwerthe;  denn  wenn  0  z.  B.  auf  dem  Bogen  b^  liegt, 

%o  wird  Ai=»+'^,   Aj=s^,  ...,  A»  = -r^ ,   mithin  ©  =  0^.     Beide  Func- 
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tionen  sind  sowohl  innerhalb,  als  ausserhalb  des  Kreises  und  längs  der 
Kreislinie  stetig;  nur  an  den  Endpunkten  der  Bögen  finden  Unstetig- 
keiten  statt,  indem  hier  v  aus  rerschiedenen  Richtungen  verschiedene 
Werthe  erhftlt  und  u  theils  +<^»  theils  —  oo  wird. 

Nehmen  wir  die  Bögen  b  unendlich  klein  und  lassen  wir  den  Rand- 
werth  eine  gan^  beliebige,  jedoch  denselben  Einschränkungen  wie  8«  6 
unterworfene  Function  V  des  Orts  auf  der  Kreislinie  sein,  so  werden 
für  einen  Punkt  0  innerhalb  des  Kreises  auch  sämmtliche  excentrische 
Winkel  unendlich  klein  ^dk]  ebenso  wird  der  Logarithmus  des  Quotien- 
ten von  irgend  zwei  auf  einander  folgenden  Leitstrahlen  log  -^y^  =sd  logl 
und  die  Gleichungen  6)  verwandeln  sich  in 

7)  u^c+^Jvdlogl,     v^^fvidl-^^da)*, 

wo  die  Integrationen  sich  über  die  ganze  Kreislinie  von  rechts  nach  links 
herum  erstrecken.  Nennen  wir  x  und  y  die  Coordinaten  eines  beliebigen 
Punktes  innerhalb  des  Kreises,  ^  und  i}  diejenigen  eines  Punktes  der 
Kreislinie  in  Bezug  auf  ein  rechtwinkliges  Coordinatensytem  mit  dem 
Mittelpunkte  des  Kreises  als  Ursprung,  so  verwandeln  sich  die  Gleich- 
ungen .7)  in 

oder,  wenn  man,  Polarcoordinaten  einführend, 
setzt,  in 


n  =  c+^lv.'"t!^[-±    :.rfy. 


9) 


^»-J.  r*  —  2  ^  r  cos  (/  —  y) 
Ö 

_    L     Cv ?'  +  !:! d 


*  In  der  8.  1  angeführten  Abhandlung  gelangt  Herr  Schläfli,  ursprünglich 
von  einem  8atze  von  Cauchy  ausgehend,  auf  S.  9  zu  der  Formel 

welche  dort  fOr  den  Punkt  G  den  reellen  Theil  des  Functionswerthes  in  derselben 
Weise  darstellt,  wie  hier  die  zweite  der  Gleichungen  7)  fObr  den  Punkt  0  in  Fig.  2 
den  imaginären  Denn  es  ist  das  di  des  Herrn  Schlaf  li  dieselbe  Grösse,  wie  hier 
2  dl  =  da.  Die  Zerlegung  lon  %  m  X  und  «  bietet  den  Vörtheil  des  leichteren 
Uebergangs  vom  Innern  nach  dem  Rande.  ^  ^ 
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Um  M  +  iv  als  Function  von  x  +  iy  darznstellen ,  gehen  wir  von  den 
Gleichungen  8)  ans.     Indem  wir  zunächst  aus  dem  Ausdrucke  für  v  das 

•Ä-  fortlassen,  erhalten  wir 

^«/       S  +  «'?-(a?+«y)       TT^      Q(co8y  +  isiny)-'-(x  +  iy)' 

0 

also,  wenn  man   ir^='K-  wieder  hinzufügt, 

2n 
*^\  *     A.  r  P  (<?ö5  y  +  f  sin  y)  .  1   . 

«^       Lp(co^y +  1  5iwy)  —  (ar  +  iy)       ^J     ' 


Z7( 

"Inj      pO 


23r 

p  (cQgy  + 1  siny)  +  (a?  + 1  y)  ^ 

C05  y  +  f  «tn  y)  —  (a:  +  iy)    ^' 


0 

Diese  Functionen  sind  nach  III  die  einzigen,  welche  den  gestellten  Be- 
dingungen genügen,  falls  der  gegebene  Randwerth  nirgends  unendlich 
ist  und  gefordert  wird,  dass  auch  die  Function  v  an  keiner  Stelle  und 
aus  keiner  Richtung  unendlich  werden  soll. 

um  das  Verhalten  von  e  an  den  Un stetigkeitssteilen  des  Randwerthes 
näher -kennen  zu  lernen,  so  sei  z.B.  D  (Fig.  3)  ein  solcher  Punkt,  in 
welchem  V  von  dem  Werthe  F«  plötzlich  zu  F*  übergeht.  Der  Punkt 
0  nähere  sich  diesem  Punkte  aus  der  Richtung  £/>,  die  Sehne  AB  möge 

da 
sich  hierbei  parallel  verschieben.     Längs  dem  Bogen  ACB  wird  dX  —  -^ 

bei  unbegrenzter  Annäherung  von  0  ku  D  eine  Grösse  zweiter  Ordnung, 
mithin 

Ferner  wird 

auf  ADB      I  Fda  =  Oy 

„        AD  Jvdk^f^Va, 

„        BD  j  VdX^vVi,, 

also  die  mit  —  multiplicirte  Summe  dieser  drei  Theilintegrale  oder  der 


Werth  von  v  im  Punkte  D: 
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Wenn  der  gegebene  Bandwerth  in  einem  oder  mehreren  Punkten 
unendlich  wird,  so  zerlege  man  das  den  Werth  von  V  im  Mittelpunkte 
liefernde  Integral 


^/ 


2» 
Vda 


2 

0 

in   mehrere  Integrale,   deren  Differentialfunctionen  nur  an  einer  Grenze 

unendlich   werden.     Sind  diese  Integrale  alle  endlich,   so  ist   auch  das 

ganze  endlich  und  es  stellt 

2» 


-^/K-t') 


eine  von  den  Functionen  dar,  die  den  gegebenen  Bandwerth  haben.  Für 
das  Verhalten  der  Function  in  einem  Unendlichkeitspunkte  giebt  dann 
die  Gleichung  11) 

^^  l^Va  +  vVh 
n 

Ist  nur  einer  der  Werthe  im  Unstetigkeitspunkte,  etwa  F«,  unend- 
lich gross,  so  wird  v  stets  unendlich  gross,  von  welcher  Bichtung  auch 
der  Punkt  0  sich  nähern  mag.  Nur  wenn  ft=:0  ist,  der  Punkt  sich  also 
auf  dem  Bande  von  der  Seite  des  F«  her  nähert,  wird  v^^Vj,,  Jedoch 
kann  man  sich  auf  einer  krummen  Linie  so  nähern,  dass  v  einen  belie- 
bigen WQrth  zwischen  V^  und  dem  unendlichen  Va  erhält.  Wenn  man 
nämlich  zwei  dem  Punkte  D  zu  beiden  Seiten  sehr  nahe  Punkte  durch 
einen  Bogen  innerhalb  des  Kreises  verbindet,  so  sind  die  Werthe  von  v 
an  den  Enden  dieses  Bogens  sehr  nahe  =  Fj  und  F«  (=  +  oo).  Wegen 
der  Stetigkeit  von  v  innerhalb  des  Kreises  hat  aber  v  auf  dem  Bogen 
alle  Werthe  zwischen  jenen  beiden  und  man  kann  daher  in  der  Nähe 
des  Punktes  D  nach  diesem  eine  krumme  Linie  ziehen,  so  dass  auf  der- 
selben überall,  also  auch  in  D  der  Werth  von  t;  eine  beliebig  gegebene 
Grösse  zwischen  F^  und  dem  unendlichen  F«  ist.  Alle  diese  krummen 
Linien  schliessen  sich  aber  im  Punkte  D  dem  Bandbogen  ßZ>  an ,  da  aus 
jeder  andern  Bichtung  v  unendlich  gross  wird.  Sind  beide  Werthe  F« 
und  F(  unendlich  gross  und  von  gleichen  Zeichen,  so  hat  v  im  Unstetig- 
keitspunkte nur  unendlich  grosse  Werthe.  Wenn  endlich  der  eine  Werth, 
etwa  F<,==  +  oo,  der  andere  V^z=z^qc  ist,  so  kann  man  wieder  zwei 
benachbarte  Punkte  durch  einen  Bogen  verbinden,  an  dessen  Enden.  V 
die  Werthe  +qo  und  —od  hat.  Auf  dem  Bogen  finden  deshalb  auch 
alle  zwischenliegenden  Werthe  statt  und  man  kann  also  in^er  Nähe  des 
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Punktes  D  nach   diesem  eine  Linie  ziehen,   auf  welcher  üherall  t;  einen 
beliebig  gegebenen  endlichen  Werth  hat. 

Kommen  unter  den  Einzelintegralen  unendlich  grosse  Ter,  so  ist  das 
ganze  Integral  unendlich  gross  oder  unbestimmt,  je  nachdem  die  einzel- 
nen von  gleichen  Zeichen  sind  oder  nicht.  In  ersterem  Falle  ist  keine 
Function  möglich,   die   den   gegebenen  Rand  werth  hat,   da,    wenn   eine 

solche  existirte,  das  Integral 

2« 


fvda 


2  31 


0 

längs  einem  stetig  wachsenden  Binnenkreise  genommen,  nothwendig  un- 
endlich werden,  und  daher  auch,  da  es  constant  ist,  überall  unendlich 
sein  müsste. 

In  dem  zweiten  Falle,  sowie  auch  wenn  irgend  eines  der  Einzel- 
integrale  keinen  bestimmten  Werth  haben  sollte ,  ist  das  Integral 

0 

unbestimmt  und  kann  daher  mehrere  Functionen  v  mit  dem  vorgeschrie- 
benen Randwerthe  darstellen.  Uebrigens  ist,  wie  schon  früher  bemerkt, 
in  keinem  dieser  Fälle  die  Function  durch  den  Randwerth  eindeutig 
bestimmt 

Sollte  die  gegebene  Randfunction  an  irgend  einer  Stelle  einen  un- 
bestimmten Werth  haben,  so  hängt  das  Verhalten  der  Innern  Function 
bei  der  Annäherung  an  den  Rand  von  der  besondern  Art  der  Unbestimmt- 
heit ab;  der  Grenzwerth  kann  je  nach  den  besonderen  Umständen  ein 
bestimmter  oder  auch  ebenfalls  unbestimmt  sein. 

V.  Berühren  wir  noch  kurz  die  von  der  vorigen  nicht  wesentlich  ver- 
schiedene Aufgabe,  eine  Function  u-^-iv  zu  bestimmen,  welche  ausser- 
halb des  Kreises  in  der  ganzen  Ebene  den  Bedingungen  S.  8  genügt 
und  auf  dem  Grundkreise  gegebene  Werthe  von  v  liefert.  Die  Formeln 
sind  dieselben,  wie  früher,  nur  mit  entgegengesetzten  Zeichen,  weil  die 
unendlich  kleinen  excentrischen  Winkel  dX  an  einem  äussern  Punkte  auf 
der  diesem  Punkte  zugewendeten  convexen  Seite  des  Kreises  negativ 
sind.     Es  wird  also 

1    /V^,  1      f\r        9rsin{i--y)dy 
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,+,>  =  c-^  /^^(^^^y+'^'^y)  +  (^+>y)rfy. 


Q {cosy  + 1  sin y)  —  (x  +  iy) 
0 

Dass  V  hier  die  vorgeschriebenen  Randwerthe  hat  und  sich  auch  in  den 
Unstetigkeitspunkten  so  verhält,  wie  eine  innere  Function,  ergiebt  sich 
auf  dieselbe  Weise,  wie  für  letztere,  indem  man  einen  Punkt  Q  (Fig.  3) 
sich  dem  Randpunkte  G  nähern  l&sst.  Auch  hier  kann  nur  eine  Func- 
tion mit  vorgeschriebenen  endlichen  Randwerthen  von  v  existiren,  weil 
man  den  äussern  Theil  der  Ebene  auf  den  Kreis  projiciren  kann,  wo 
man  dann  im  entgegengesetzten  Falle  auch  im  Innern  verschiedene  Func- 
tionen mit  demselben  Randwerthe  haben  würde. 

VI.  Der  Radius  des  Grundkreises  sei  unendlich  gross,  die  Function 
u  +  f  p  also  in  der  einen  Hälfte  der  durch  eine  unendliche  Gerade  getheil- 
ten  Ebene  zu  bestimmen,  wenn  v  auf  dieser  Geraden  überall  gegeben  ist. 
Um  u  und  v  in  einem  beliebigen  Punkte  P  zu  bestimmen,  bezeichnen 
wir  den  Leitstrahl  von  P  nach  einem  Punkte  Q  der  Geraden  mit  /,  den 
Drehungs Winkel  dieses  Leitstrahls  um  P  nach  links  mit  A,  den  gegebenen 
Werth  von  t;  in  iß  mit  V  und  setzen 


u:=-JVdlogl,     ^=^J^^^' 


Dass  V  auf  der  Geraden  überall  den  vorgeschriebenen  Werth  und  in  den 
Unstetigkeitspunkten  aus  jeder  Richtung  einen  Zwischenwerth  erhält, 
ergiebt  sich  ebenso  einfach,  wie  früher,  wenn  man  einen  Punkt  sich  der 
Linie  nähern  lässt. 

Nehmen  wir  die  Gerade  senkrecht  zur  Axe  der  x  und  |,  mit  der 
positiven  Abscisse  ^  und  den  Ordinaten  17,  bezeichnen  wir  ferner  die 
Coordinaten  des  Punktes  P,  welcher  mit  dem  Coordinatenursprung  auf 
derselben  Seite  der  Geraden  liegen  mag,  mit  x  und  ^,  so  wird 


1     Ar^ 
7t  J      dti 

—  OB 

7C  J      dri 


^logy{^^a:)^+i^tj^y)^ 


arcig^ — ^* 


oder 


M  = 


i  A"      'i-y     -rf„ 


•  Vergl.  Christof  fei,   „üeber   die  Integration  u.  8.  w."  in  den  Göttinger 
Nachrichten  1871,  S.  440.  ^  , 
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'^-ßi^-i^+lv-yy'"- 


VII.  Vorstehendes  lässt  sich  leicht  auf  mehrdeutige  Functionen  mit 
einem  Windungspunkte  ausdehnen.*  Wir  legen  um  den  Kreis  eine  zur 
£hene  senkrechte  Cylinderfiäche  und  lassen  auf  dieser  einen  Punkt  n-mal 
sich  rings  herum  bewegen.  Die  Bewegung  kann  eine  ganz  beliebige  sein, 
auch  eine  solche,  dass  die  einzelnen  Umläufe  auf  irgendwelchen  Strecken 
zusammenfallen;  nur  darf  sie  nie  rückläufig  werden  und  muss  zum 
Ausgangspunkte  zurückfuhren.  Die  Ordinate  des  von  dem  Punkte  durch- 
laufenen Weges  sei  der  gegebene,  im  Allgemeinen  ^i- deutige  Randwerth 
V  des  Theiles  f  der  so  zu  bestimmenden  Function  u  +  iv,  dass  der 
Mittelpunkt  des  Kreises  ein  Windungspunkt  wird.  Es  erscheint  hier  V 
immer  als  stetige  Function,  welche  an  den  Stellen,  wo  sie  etwa  in  ge- 
wöhnlicher Weise  betrachtet,  plötzlich  von  einem  endlichen  oder  unend- 
lichen grossen  Werthe  zu  einem  andern  tibergeht,  auch  alle  Zwischen- 
werthe  hat.  Der  Randwerth  V  sei  als  Function  des  früher  mit  y  bezeich- 
neten Winkels  gegeben,  also  =  F(y). 

Wir  betrachten  die  Bodenfiäche  des  Cylinders  als  eine  n  •  fach  gewun- 
dene Fläche  und  projiciren  sie  conform  auf  eine  einfache  Kreisfläche  mit 

dem  Radius  q'=/q.  Wenn  nun  (r,  f)  in  der  ursprünglichen  und  (r\f) 
in  der  neuen  Kreisfläche  zwei  entsprechende  Punkte  sind,  so  ist  in  dem 
einfachen  Kreise  der  Randwerth  y\y)  eindeutig  und  es  bestimmen  sich 
durch  denselben  die  eindeutigen  Functionen 

2n 

0 

''  =    +  s—  /  ^'(/)  •   ^2  ■    'i — ö-7~? — r? — ^  ^/> 

—  Inj         '       r2  +  ^*— 2r^  cos(/— jr) 
0 

~^  n  J  Q{cosy  +  tstny)'-{x  +  ty) 

0 
wo   die   oberen   oder   die  unteren  Zeichen  zu  nehmen  sind,  je  nachdem 
die  Function  innerhalb  oder  ausserhalb  des  Kreises  bestimmt  werden  soll. 
In  letzterem  Falle  tritt  an  die  Stelle  des  Mittelpunktes  des  Kreises  überall 
dor  unendlich  ferne  Punkt  der  Ebene. 


*  Vergl.  Schwarz,  „üeber  die  Differentialgleichung  T~i+ T~t  =  ^"  ^*^  ^^^ 
Berliner  Monatsberichten  von  1870,  S.  778.  .^y.u..^  .y  GoOglc 
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Um  obige  Functionswerthe  nach  den  entsprechenden  Punkten  des 
ursprünglichen  Kreises  zurückzuversetzen ,  muss  r  durch  yr^  q'  durch  j/q 
und  ^  durch  ~  ersetzt  werden.     Zugleich  kann  man  aber  auch  die  Inte- 

grationsvariable  y    durch  —  ersetzen,  wodurch  auch  V(y)  oder  V  an  die 
Stelle  von   V'iy)  tritt,  und  man  erhält  dann 

*/ —    .  ' — y 
yrg  stn '- 

dy, 


2n« 


n 


y» 


2n« 


j/V^  +]/q^  —  2 yVq  cos 
in 

V'q  y'os  ^  + 1  sin  ^j  -  }/x  +  iy 


dy. 


0 
Soll  nicht  der  Mittelpunkt,  sondern  irgend  ein  anderer  Punkt  Win- 
dungspunkt werden,  so  projicire  man  nur  den  Kreis  auf  sich  selbst,  so 
dass  dieser  Punkt  Mittelpunkt  wird,  bestimme  die  Function  mit  letzterem 
als  Windungspunkt  und  projicire  rückwärts. 
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II. 

Die  Krümmang  windschiefer  Flächen  in  den  Funkten 
einer  geradlinigen  Erzeagenden. 

Von 

Dr.  F.  BuKA, 

PriTatdooent  an  der  kOnigl.  teohn.  Hochschule  in  Berlin. 


Hierzu  Taf  I  Fig.  4— 9. 


Der  Znsammenhang,  welcher  zwischen  den  Krümmungsradien  belie- 
biger Schnitte  einer  windschiefen  Fläche  in  den  Punkten  einer  gerad- 
linigen Erzeugenden  besteht,  die  zu  einer  solchen  gehörige  Hauptkrttm- 
mungsmittelpunkts-Gurve,  ihre  Construction  und  Discussion,  Construction 
und  Discussion  der  osculirenden  Regelfläche  zweiter  Ordnung ,  die  wind- 
schiefe Fläche,  welche  von  den  Tangenten  der  Krtimmnngslinien  in  ihren 
Schnittpunkten  mit  einer  geraden  Erzeugenden  bedeckt  wird,  und  ihres 
Asymptotenkegels  etc.  bilden  den  Gegenstand  der  folgenden  Untersuchung. 
Dieselbe  ist  wesentlich  geometrisch  geftihrt  und  geht  von  der  gleichzeitigen 
Betrachtung  zweier  benachbarten  windschiefen  Elemente  aus.  Die  gefun- 
denen Resultate,  deren  Brauchbarkeit  einige  Anwendungen  beweisen 
mögen,  dürften  ein  besonderes  Interesse  für  die  kinematische  Geometrie 
haben,  weil  sich  die  allgemeinste  Bewegung  eines  starren  Systems  auf 
das  Rollen  und  Gleiten  einer  windschiefen  Fläche  auf  einer  ebensolchen 
zweiten  zurückführen  lässt.  —  Der  systematischen  Entwickelung  wegen 
sind  die  Sätze  über  die  Tangentialebenen  einer  windschiefen  Fläche  in 
den  Punkten  einer  geradlinigen  Erzeugenden  in  gedrängter  Kürze  her- 
geleitet. —  Man  vergleiche  hierzu  Chasles'  Aufsatz  in  der  Correspon- 
dance  malhematique  ei  physique,  tome  XL  Im  Uebrigen  ist  bei  bereits 
bekannten  Resultaten  die  bezügliche  Literatur  angegeben. 


Fig.  4.  Qy  g  seien  zwei  benachbarte  Erzeugende  einer  windschiefen 
Fläche,  O^Cf^^^d  ihre  kürzeste  Distanz,  tu  ihr  Contingenzwin- 
kel.  Im  I, Centralpunkt"  0\  errichten  wir  senkrecht  zu  g  die 
Grund  ebene.  Je  nachdem  wir  in  0\  auf  ihr  stehend  den  über  der 
Ebene  liegenden  Theil  von  g  gegen  die  durch  Oq  zu  /  parallele  ^q  recht. 
oder  links  gedreht  sehen ,  wird  das  von  g  und  g'  eingeschlossene     — '  -  "^ 


^0  Techto^ 
„win^- 


\ 
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schiefe  Element"  rechts  oder  links  geschränkt  genannt  und  w 
mit  positivem  oder  negativem  Zeichen  versehen.  —  Zwei  windschiefe 
Elemente  sind  congment,  wenn  sie  bei  gleicher  kürzester  Distanz  gleiche 
und  mit  demselben  Vorzeichen  versehene  Contingenzwinkel  besitzen.  Da 
wir  nun  bei  allen  von  einander  unabhängigen  Elementen,  sobald  wir 
singulare  Elemente  ausschliessen ,  gleiche  kürzeste  Distanzen  voraussetzen 

dürfen ,  wird  die  Grösse  S  =  — ,  in  welche  tv  mit  dem  gebührenden  Zei- 
chen eingehen  mag,  vollständig  zur  Charakterisirung  eines  windschiefen 
Elements  ausreichen.  Ihr  absoluter  Werth  —  Parameter  genannt  —  ist 
umgekehrt  proportional  der  Grösse  der  Schränkung,  ihr  Vorzeichen  giebt 
über  die  Art  derselben  Aufschlnss.  Den  reciproken  Werth  des  Para- 
meters nennen  wir  „Schränknng". 

Jede  Gerade  /,  welche  zwei  unendlich  nahe  Punkte  P  und  P^  von 
g  und  g   verbindet,  ist  Tangente  der  windschiefen  Fläche.     Es  folgt: 

Haben  zwei  windschiefe  Flächen  Elemente  gleicher 
und  gleichartiger  Schränkung,  so  können  sie  längs  dersel- 
ben (auf  vierfache  Art)  zur  Berührung  gebracht  werden. 
Die  Flächen  lassen  sich  nämlich  auf  zweierlei  Weise  so  legen,  dass 
sich  die  kürzesten  Distanzen  decken  und  um  diese  wieder  auf  zwei  ver- 
schiedene Arten  so  drehen ,  dass  die  Erzeugenden  coincidiren.  Jede 
Tangente  der  einen  Fläche  ist  dann  auch  eine  solche  fUr  die  andere, 
d.  h.  die  Flächen  berühren  sich  längs  des  Elements.  —  Den  Winkel  2il, 
welchen  eine  Tangente  y*  ™^^  der  Erzeugenden  g'  bildet,  zählen  wir  auf 
derjenigen  Seite  der  Ebene  g'y\  welche  uns,  wenn  wir  in  ff^  auf  der 
Grundebene  stehen  und  nach  P  visiren,  zut  Bechten  liegt,  und  rechnen 
ihn  dort  von  g  aus  im  Bewegungssinne  des  Uhrzeigers.  Den  Winkel  ^, 
welchen  die  Ebene  g'y  mit  der  kürzesten  Distanz  (y^O^  einschliesst, 
zählen  wir  analog  von  0\  0^  aus.  —  Die  Projection  eines  Gebildes  F  auf 
die  Grundebene  wird  durch  Fq  bezeichnet.  P^  werden  wir  als  Berührungs- 
punkt der  Tangente  mit  der  windschiefen  Fläche  auffassen  und  seine  Ent- 
fernung vom  Centralpunkte  (/q  r  nennen.  Bestimmen  wir  PPq  ans  dem 
Dreieck  POqPq  und  dem  Trapez  PPqP^O'qj  so  ergiebt  sich 

PP^c=^=.i.igg>=.8.tgip 

"         w        w 
=  P^O',  +  P,0',clg2k^r  +  ^.cig2k, 

!♦)  s.tgq>=::r-\ .ctg2k. 

cosq) 

Aus  der  leicht  zu  verificirenden  Relation  PP',8w2l  = folgt  für 

€osq>       ° 

endliche  Werthe  von  r,   dass,   so   lange  die  Gerade  PP^  Tangente  sein 

soll,    also   PP^  unendlich   klein    ist,   sin2X   und    costp    endliche  Werthe 
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haben  müssen,  dass  also  .ctg2k  eine  unendlich  kleine  Grösse  erster 

costp 

Ordnung  ist.  Sobald  wir  solche  vernachlässigen  dürfen,  verschwindet 
ans  I"^)  Winkel  2A,  die  Beziehung  zwischen  r  und  gp  geht  über  in 

I)  s.(gq>=r 

und  wird  daher  unabhängig  von  der  speciellen  Lage  der  gewählten  Tan- 
gente P^P  des  Punktes  P'.  Da  (p  der  Winkel  ist,  welchen  die  durch  FF 
und  g'  gehende  Ebene  mit  der  kürzesten  Distanz  bildet,  besagt  dies: 

Bei  Vernachlässigung  unendlich  kleiner  Grössen  erster 
Ordnung  sind  alle  Geraden,  welche  ein  windschiefes  Ele> 
ment  in  einem  Punkte  F  berühren,  als  in  einer  Ebene 
liegend  anzunehmen;  diese  Ebene  wird  Tangentialebene 
genannt;  ihr  Neigungswinkel  q)  gegen  die  kürzeste  Distanz 
hängt  eindeutig  ab  von  der  Entfernung  ihres  Berührungs- 
punktes vom  Centralpunkte. 
Wir  folgern  aus  I): 

Bei  rechtsgeschränkten  Elementen  liegen  die  Berüh- 
rungspunkte der  durch  den  ersten  Quadranten  führenden 
Tangentialebenen  oberhalb  der  Grundebene,  bei  links- 
geschränkten unterhalb. 

Die  Tangentialebene  im  Centralpunkte  führt  durch  die 
kürzeste  Distanz,  sie  wird  Centralebene  genannt;  recht- 
winklig zu  ihr  steht  die  „Asymptotenebene**  des  Elements, 
welche  es  im  Unendlichen  berührt. 

Je  zwei  Tangentialebenen,  deren  Berührungspunkte  vom 
Centralpunkte  gleiche  Entfernung  haben,  haben  gleiche 
Neigung  gegen  die  Centralebene. 

Die  Berührungspunkte  der  gegen  die  Centralebene  um 
45^  geneigten  Ebenen  sind  vom  Centr alpunkt  um  s  entfernt. 
Sobald  sie  bekannt  sind,  ist  Schränkung  und  Centrajpunkt 
gegeben;  daher  dienen  sie  häufig  zur  Construction  dieser 
Grössen. 

Sind  r  und  /  die  Entfernungen  der  Berührungspunkte  zweier  zu  ein- 
ander rechtwinkligen  Ebenen,  so  folgt  aus  dem  Product  der  Gleichungen 
r  =  s.igip^   r^^s.ctgtp 

d.  h.: 

Die  Berührungspunkte  der  zu  einander  rechtwinkligen 
Tangentialebenen  bilden  auf  der  Erzeugenden  eine  hyper- 
bolische Involution. 

Diejenigen  Tangenten  eines  windschiefen  Elements, 
welche  parallel  einer  beliebigen  Ebene  E  sind,  bilden  die 
eine  Schaar  Gerader  eines  Paraboloids,  zu  d€{j^jf,gjj^5H3J^r^ö[c 

Zeitschrift  f.  Mathematik  n.  Physik  XXVI,  1.  2 
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Schaar  g  nnd  g  gehören  und  dessen  Richtehenen  E  und  die 
Asjmptotenehene  des  Elements  sind.  Insbesondere  liegen 
die  zur  Grundebene  parallelen  Tangenten  auf  einem  gleich- 
seitigen Paraboloid,  dessen  Scheitelgeraden  ^'und  die  kür- 
zeste Distanz  sind.  Lässt  man  dasselbe  um  ^' eine  Drehung 
von  90^  ausführen  und  geht  hierbei  die  Tangente  /  in  die 
Lage  y'o  über,  so  steht  y\  normal  auf  der  Tangentialebene 
g'y  und  ist  demnach  eine  Normale  der  Fläche;  d.  h.:  die 
Normalen  in  den  Punkten  von  g'  bilden  ein  gleichseitiges 
Paraboloid. 

Tragen  wir  auf  einer  beliebigen,  in  0\  auf  g  senkrechten  Geraden 
s  =  O'q  Q  ab  und  verbinden   Q  mit  /^,  so  ist 

PO'q  =  r  =  $,ig  fO  0\  und  nach  I)  r=i  sJgq>, 

Ist  P\  Berülirungspunkt  einer  zweiten  Tangentialebene  des  Elements, 
gi,   ihr  Neigungswinkel  gogen  die  Centralebene,  so  ist 

d.  h.:  ^''iÖ^'i  =  T-Vi, 

Errichtet  man  im  Centralpunkt  ein  Loth  gleich  dem 
reciproken  Werthe  der  Schränkung,  so  erblickt  man  von 
dessen  Endpunkte  eine  beliebige  Strecke  der  Erzeugenden 
unter  demjenigen  Winkel,  welchen  die  Berührungsebenen 
des  Elements  in  den  Endpunkten  der  Strecke  mit  einander 
bilden. 

Sind  also  die  Berührungspunkte  F^^  P\y  P^  dreier  Tangentialebenen 
7,,  7^,  Tg  gegeben,  so  werden  in  einer  beliebigen  durch  g  gehenden 
Ebene  etwa  über  P\p2  ^^^  ^i^a  Kreisabschnitte  construirt,  welche  die 
von  T^  mit  T^  und  T^  gebildeten  Winkel  q)^^  und  «p^j  fassen.  g>^^  und 
qp^g  sind  von  T^  aus  in  demselben  Sinne  zu  zählen.  Der  zweite  Schnitt- 
punkt der  Kreise  liefert  f),  das  Loth  aus  Q  auf  g'  liefert  die  Schränkung, 
sein  Fusspunkt  den  Centralpunkt  O'q,  der  von  ihm  mit  0P\  ...  gebildete 
Winkel  die  Centralebene.  Mit  Hilfe  der  Grundebene  endlich  wird  unter- 
sucht, ob  das  Element  rechts  oder  links  geschränkt  sei.* 

Es  ist  ersichtlich,  wie  hiernach,  sobald  eine  windschiefe  Fläche  durch 
drei  Leitcurven  gegeben  ist,  für  jede  Lage  der  Erzeugenden  mit  grosser 
Leichtigkeit  Centralpunkt,  Centralebene,  sowie  Grösse  und  Sinn  der 
Schränkung  gefunden  werden  können. 

Die  gegebene  Definition  von  Tangentialebene  reicht  nicht  mehr  aus, 
sobald  es  sich  um  Krümmungsverhältnisse  handelt,  also  unendlich  kleine 
Grössen    eine    wichtige  Rolle   spielen.    ^Zum   Zwecke   genauerer   Bestim- 


*  De  la  Oourneric,  Traue  de  geonietrie  descripUve,  troisihne  partie,  ort, 
845,  846.    Der  Satz  rührt  von  Mannheim  her. 
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mungen  ziehen  wir  (Fig.  5)  anch  noch  die  zweite  Nachbargerade  von  g\ 
g"  in  den  Kreis  unserer  Betrachtangen.  Die  kürzeste  Distanz  von  g'g" 
sei  (/(y=^  dy  ihr  Contingenzwinkel  w\  Oq  O'q  und  O'O"  mögen  einen 
beliebigen  unendlich  kleinen  Winkel  co  bilden.  Erscheint  die  über  O'q 
hinaus  verlängerte  0\0"q  dem  wie  früher  stehenden  Beobachter  gegen 
^0^0  i'^cht  gedreht,  so  wird  (o  positiv  gerechnet,  sonst  negativ.  Die 
Gerade  CfO^  möge  mit  g'  den  nach  der  früheren  Methode  zu  zählenden 
Winkel  ip  bilden.  Ist  t^^90,  so  liegt  ^'unterhalb,  resp*  oberhalb  der 
Grundebene  und  ist  demnach  ö  =  d.cig'il;  positiv,  respi;  negativ  zu  rech- 
nen. Die  Schränkung  des  von  den  kürzesten  Distanzen  OqO'q,  (fO" 
gebildeten  „conjugirten  Elementes^'  ist 

Die  Vereinbarungen  über  Zählung  von  o  und  6  sind  derartig  ge- 
troffen, dass  das  Zeichen  von  a  die  Art  der  Schränkung  des  conjugirten 
Elements  richtig  angiebt. 

Die  stetige  Folge  der  Centralpunkte  wird  „Strictionslinie"  ge- 
nannt; 1^  ist  der  Winkel,  welchen  ihre  Tangente  O'O^  mit  der  zugehö- 
rigen Erzeugenden  bildet. 

Die  stetige  Folge  der  conjugirten  Elemente  bildet  im 
Allgemeinen  eine  windschiefe  Fläche,  deren  kürzeste  Dis- 
tanzen auf  der  Urfläche  liegen  und  welche  diese  längs  der 
Strictionslinie  berührt. 

Ist  P  ein  beliebiger  Punkt  von  g\  so  bestimmen  die  Ebenen  gP 
und  Pg"  in  ihrer  Schnittlinie  /  eine  Gerade,  welche  die  drei  Erzeugen- 
den ^,  g\  g"  etwa  in  P,  Py  P'  trifft.     Man  schliesst  hieraus: 

In  unendlicher  Nähe  des  Punktes  P' ist  die  windschiefe 
Fläche  mit  den  beiden  Ebenen  gy   und  yg"  identisch. 

Winkel  /'o^'o^o  ^®^  gleich  <p,  also  Winkel  0"^0\f^\  gleich  qp  — co. 
Bei  Vernachlässigung  unendlich  kleiner  Grössen  zweiter  Ordnung  ist 
P^O'^=0'^^F"o,  folglich  auch  PP^FP"'.  Winkel  gy  sei  gleich  2A. 
Dann  ist  ^,   ^  , 

II)  />/>'=  ^oZo-.. 


sin2k      cosg>  ,sm2k' 
Schneidet   eine  Kugel   vom  Radius  1    und  Centrum  P  die  drei  Ge 
raden  PPqj  p,  /  in  den  Punkten  11 GF,  so  ergiebt  sich  aus  diesem  sphä- 
rischen Dreieck,    dessen  Winkel  Grn=v   den    unendlich  kleinen  Neig- 
ungswinkel der  Ebene  gy   gegen  die  Ebene  g'y    darstellt,  da  arcGF  nur 
unendlich    wenig    von   arcnr=  arc2X    differirt   und    Winkel    OqPqO'q  = 

Winkel  (rJ7/'=90°-<p  ist,    .  ^^^       .    „,, 

stnGF     stn  TIG 

cos  (p  sin  V 

_w.cosq> 

^  ^""a/;/2A'  Digitizedby  Google 
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Der  Neigungswinkel  der  Ebene  yg"  gegen  die  Ebene  gy  wird  erhal- 
ten, wenn  man  in  III)  statt  g)  gp  — gi,  statt  lo  das  nm  eine  unendlich  kleine 
Grösse  zweiter  Ordnung  verschiedene  w  einführt.  Er  ist  also  bei  Vernach- 
lässigung unendlich  kleiner  Grössen  zweiter  Ordnung  ebenfalls  gleich  v. 
Wir  sehen  also: 

(Fig.  6.)  Die  beiden  Ebenen  gy  und  y  g\  welche  die 
windschiefe  Fläche  in  unendlicher  Nähe  des  Punktes  P' 
ersetzen,  bilden  mit  der  Ebene  gy  gleiche  unendlich 
kleine  Neigungswinkel;  der  Punkt  f  liegt  in  der  Mitte  von 
PP"\  die  Geraden  g  und  g*'  begrenzen  die  Bogenolemente, 
welche  eine  beliebige  Ebene  des  Bündels  /^' aus  der  Fläche 
schneidet,  und  schliessen  mit  PP'^  gleiche  Winkel  2il  ein. 
Daher  hat  die  in  P'  auf  der  Ebene  gy  senkrechte  Gerade 
die  charakteristische  Eigenschaft  einer  Flächennormale; 
sie  istNormale  eines  jeden  durch  sie  geführten  Schnittes. 
Die  zu  ihr  senkrechte  Ebene  gy  ist  daher  als  Tangential- 
ebene des  Punktes  P'  aufzufassen. 

Sei  RFB!'  der  zu  y  senkrechte  Normalschnitt,  also  Z-ÄP'ä"=180  — 2v, 
und  QP'Q"  ^\xi  beliebiger  Normalschnitt  und  Z- Ä ()/*'=  2  A' gleich  dem  von 
P' Q  und  /  gebildeten  Winkel,  so  ist 

QP'  _   PP' 
5fw2A~"sm2X" 
d 


IV)  £)/>'= 


cos  fp  .  51  w  2  k'  * 

Zur  Bestimmung  des  Winkels  QP' 0"=  ISO^ —  2v  verlängern  wir 
P^O  und  /^O'»  bis  sie  die  durch  R  und  fi"  zu  /  parallelen  Geraden  in 
q;  q'  treffen,  und  finden,  da  Dreieck  RP'K'  die  Protection  des  Dreiecks 

qP'q    ist,  ^//2 

Äf'^  5i;i2 V  =  — T^r-TT- .  *t>i2  v'. cosR  P'q 
cos^  R  P  q 

und,  da  RP'q='90 -{Ik'-^k)  ist, 

V)  2v  =2v.siw(2X  — 2X)= T-S-; . 

Aus  IV)  und  V)  folgt,  dass  der  Krümmungsradius  des  Schnittes  QP'Q" 

d 
_  QP'  costp.  sin  2  A' 


2w.cosq>,  sin  (2  A'— •  2  A) 
VI)  2Rn'  = 


sin2k 
5m  2  A 


C05«  <p  •  sin  2  A' .  sin  (2  A'—  2  A) 
ist.      Je   nachdem   der  Normalschnitt  QPQ"  den  Winkel   2A  selbst  oder 
den  Nebenwinkel   theilt,    haben   die  Winkel   2v'  und   damit   die  Radien 
R^x  entgegengesetzte  Vorzeichen,  die  zugehörigen  Krümmungsmittelpunkte 
sind  durch  P'  getrennt.     Ein  Blick  auf  Fig.  6  lehrt  dasselbe.        ^^^^ 
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B2X'  erreicht  sein  Maximum  oo,  wenn  2k=0  oder  =2A  wird,  d.  h. 
für  die  dnrch  g'  und  y'  gehenden  Schnitte.  Er  erreicht  sein  Minimum,  wefin 
sin  2 X'.  sin  (2 X'—  2 il)  Maximum  wird.  Dies  geschieht  für  sin  (4 i'—  2  A)  =  0, 
also  2X'=k  und  2il  =  90^  +  A,  d.  h.  für  diejenigen  Schnitte,  „Hanpt- 
schnitte**  genannt,  welche  den  Winkel  2k  halhiren. 

Von  allen  Normalschnitten  desselben  Winkelraums  hat 
der  denselben  halbirende  Hauptschnitt  den  kleinsten 
Krümmungsradius. 

Seien  Ra  und  Rb  die  zum  Winkelraum  2k,  resp.  dem  Nebenwinkel - 
räum  gehörigen  Hauptkrümmungsradien,  Ma,  M^  die  entsprechenden 
Hauptkrümmungsmittelpunkte. 

Durch  Substitution  von  2A'=A,  resp.  2X'==90  +  A  in  VI)  folgt 

VII)  /?a= V--^'^^» 

VIII)  Ä6==    -4-  .  ig^ 

cos^q) 
und   für  das  Product  von  /?a  und  i?^,  das  Krümmungsmass  des  Punktes  P\ 

Das  Krümmungsmass  einer  windschiefen  Fläche  in  den 
Punkten  einer  Erzeugenden  hängt  nur  ab  von  der  im  be- 
treffenden Elemente  herrschenden  Schränkung  und  der 
Entfernung  der  Punkte  vom  Cen tralpunkte;  in  diesem  Punkte 
hat  es  seinen  grössten  Werth  gleich  dem  Quadrate  der  Schränkung, 
im  unendlich  fernen  Punkte  der  Erzeugenden  seinen  kleinsten  Werth 
gleich  0. 

Wird  eine  windschiefe  Fläche  so  deformirt,  dass  die 
Schränkung  der  einzelnen  Elemente  ungeändert  bleibt, 
so  bleibt  auch  das  Krümmungsmass  der  einzelnen  Punkte 
ungeändert**. 

Eine  solche  Deformation  haben  wir  immer  dann,  wenn  wir  die 
windschiefe  Fläche   ohne  Dehnung  deformiren,   weil  mit  Aenderung  der 


♦  Diese  Formel  ist  bereits  bekannt;  vergl.  De  la  Gournerie,  Tratte  de 
geometrie  descriptive,  trois,  partie,  p,  32. 

**  Eine  solche,  mit  Dehnung  verbundene  Deformation,  wie  diejenige  des  all- 
gemeinen hyperbolischen  Paraboloids  in  das  gleichseitige,  ist  S.  45  besprochen. 
—  Üeberhaapt  können  wir  ohne  Aenderung  der  Schränkung,  also  auch  des  Erüm- 
mungsmasses  der  einzelnen  Punkte,  jede  windschiefe  Fläche  in  ein  gerades  Konoid 
verwandeln.  —  Die  windschiefen  Flächen,  welche  bei  der  Bewegung  eines  unver- 
änderlichen Systems  im  Räume  auf  einander  rollen  und  gleiten,  haben  in  solchen 
Elementen,  welche  während  der  Bewegung  auf  einander  fallen,  gleiche  Schräukung 
(Schell,  Theorie  der  Bewegung  und  der  Kräfte,  2.  Aufl.,  Bd.  I  S.  291),  also  haben 
sie  auch  in  solchen  Punkten,  welche  auf  einander  fiülen,  gleiches  Krümmungsma^BS^ 
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Schränknng  eines  Elements  gg'  nothwendig  die  Aendernng  der  Entfer- 
nung zweier  Punkte  P P'  der  Geraden  g'g"  verknüpft  wäre.  Also  liegt 
in  Gleichung  IX)  der  Beweis  des  Gauss' sehen  Satzes  üher  die  Defor- 
mation undehnbarer  Flächen  für  windschiefe  Flächen. 

Wir  legen  durch  QP'  einen  schiefen  Schnitt,  welcher  mit  der  Nor- 
malen den  Winkel  e  bildet;  er  treflFe  g"  in  Q'\,  Um  P  beschreiben  wir 
eine  Kugel  vom  Radius  1.  Dieselbe  wird  von  P'ö",  P'Q'\  und  der  über 
P  hinaus  verlängerten  QP  m  einem  unendlich  kleinen  sphärischen 
Dreieck  geschnitten,  dessen  Hypotenuse  den  Contingeuzwinkel  2/^  von 
QP  und  PQ'\^  dessen  eine  Kathete  den  Contingeuzwinkel  2v'  von  QP 
und  P Q"  darstellt,  während  diese  Kathete  mit  der  Hypotenuse  den 
Winkel  £  bildet.     Folglich  ist 

2  v\  .  C05  «  =  2  v\ 
Da   auch    die   zweite  Kathete   unendlich  klein  ist,   kann  die  Grösse 
(>"ö'o   ßur   unendlich  klein   der   zweiten  Ordnung  sein  und  es  ist  PQ'\ 
mit  PQ"  zusammenfallend  zu  denken.     Wird  demnach  der  Krümmungs- 
radius des  schiefen  Schnittes  Riv'^  genannt,  so  ist 

QP  QP 
•  2vt  2v 
Die  Krümmungsradien  aller  durch  eine  Tangente 
führenden  schiefen  Schnitte  liegen  in  der  zur  Tangente 
senkrechten  Ebene  auf  der  Peripherie  des  über  dem  zu- 
gehörigen Normalschnitt-Radius  als  Durchmesser  beschrie- 
benen Kreises.     (Meusnier'scher  Satz.) 

Führen  wir  in  Formel  VI)  den  Winkel  v  ein,  welchen  das  Element 
QP'  mit  der  Richtung  des  Hauptschnittes  Ra  bildet,  setzen  also  t;  =  2il'— A, 
so  gewinnt  VI)  die  Gestalt 

2  B'iX*  =  2  Rwf  =  5 —  •  — : — 7 TT — : — ; rr- 

cos* q)    stn  [v  +  k)  sm  {v  —  A) 
oder 

1  __^cos^fp  sin^pcos^k  —  cos^osin^k      cos^q>    /sin^v       cos^v\ 
Rp'^     s      '  sinkcosk  ""      s       \  Igk         ctgkJ ' 

also  unter  Zuhilfenahme  von  VII)  und  VIII) 

^xv  1  cos^v  .  sin^v     ,„    ,      ,     ,        «      x 

XI)  —    =——  +  -—.     (Ku  1er 'scher  Satz). 

^v  "a  -"6 

Wird 

1      sin^v      cos^v 

hierzu  addirt,  so  folgt 

Rv        ^»  +  90       Ra       Rb 

Die  Summe  der  reciproken  Krümmungsradien  jezweier 
auf  einander  senkrechten  Norm  als  chnitt^,y|,gJt.i5QAfiLtwi..^ 
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Denken  wir  in  P'  die  Krümmungskreise  aller  Normalschnitte  con* 
struirt  und  die  so  entstandene  Fläche  von  zwei  auf  der  Normale  von  P* 
senkrechten  Ebenen  geschnitten,  deren  Entfernung  von  P'  P'Nj^  =  P'N^=  c 
sei.  Die  eine  dieser  Ebenen  schneidet  alle  positiven,  die  andere  alle 
negativen  Krtlmmungskreise. 

Sind  5a,  S^^  S„  die  Schnittpunkte  der  Ebenen  mit  den  Hauptschnit- 
ten, resp.  einem  beliebigen  Normalschnitt,  so  ist 

^+=  +  0.2/?^,     SäA'i  =  -c.2Äa=  +  a»,     S^|  =  +  c.2/?a  =  ft*, 
und   diese  Werthe   in  XI)  eingeführt,   geben  als  Gleichung  der  Schnitt- 
earve beider  Ebenen  mit  der  oseulirenden  Fläche 

Äiii;  1  —  + ^ 1 p         , 

also  zwei  conjugirte  Hyperbeln,  deren  Asymptoten  parallel,  den  Geraden 
g\  /  sind.  Es  ist  leicht  zu  sehen ,  wie  man  sie  zur  Construction  der  ein* 
sselnen  Krümmungsradien  verwerthen  kann. 

Lässt  man  c  zu  einer  unendlich  kleinen  Grösse  zweiter  Ordnung 
werden,  so  kann  jeder  Punkt  Sp  auch  als  Punkt  der  windschiefen  Fläche 
betrachtet  werden  und  wir  dürfen  mithin  den  Satz  aussprechen: 

Die  windschiefe  Fläche  wird  durch  zwei  von  derTan- 
gentialebene  des  Punktes  P'  um  unendlich  kleine  Grössen 
zweiter  Ordnung  entfernte  Ebenen  in  zwei  conjugirten 
Hyperbeln  —  Indicatrices  genannt  —  geschnitten,  deren 
Asymptoten  g'  und  /  und  deren  Radii  vectores  proportio- 
nal den  Quadratwurzeln  ans  den  Krümmungsradien  der 
durch  sie  führenden  Normalschnitte  sind. 

Die  windschiefe  Fläche  in  unendlicher  Nähe  des  Punk- 
tes/^können  wir  identificiren  mit  den  Kegeln,  welche  die 
conjugirten  Hyperbeln  aus  P'  projiciren. 

Denkt  man  in  5t;  die  Tangente  des  zugehörigen  Krümmungskreises 
und  nennt  ihren  Schnittpunkt  mit  der  Normale  in  P'  K^  ferner  die  un- 
endlich kleine  Grösse  zweiter  Ordnung  KN^  —  wir  nehmen  S^  a\}f  einem 
positiven  Normalschnitte  an  —  c^,  so  ist 

^0(^0-0  =  2c. /?„ 
aUo  bei  Vernachlässigung  unendlich  kleiner  Grössen  vierter  Ordnung 

Co  =  2c, 
d.  b.  K  fällt  mit  iV_  zusammen  und  ist  allen  Tangenten  in  den  Punkten 
der  positiven  Indicatrix  gemein.     Analoges  gilt  für  die  Punkte  der  nega- 
tiren  Indicatrix  und  wir  haben  den  Satz: 

Legt  man  aus  zwei  auf  der  Normale  des  Punktes  P'  ge- 
legenen, von  ihm  um  die  unendlich  kleine  Grösse  zweiter 
Ordnung  r  entfernten  Punkten  A'^.,  A^^  Berührungskegel 
an    die  Fläche,    so   sind   dieselben   Kegel   zweiten   Gradei[C 
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zwei  ihrer  Hanptebenen  fallen  mit  den  Hanptschnitten 
zusammen,  die  dritte  ist  parallel  der  Tangentialebene  in 
P\  Die  Bertihrungscurven  sind  identisch  mit  den  Indica- 
trixhyperbeln. 

Die  Berührungsebene  des  Kegels  N^  in  der  Kante  N^S„  ist  Be- 
rührungsebene der  Fläche  im  Punkte  5„,  die '  Kegelnormale  also  auch 
Flächen  normale.     Darnach  folgt: 

Die  Flächennormalen  in  den  Punkten  der  Indicatrix 
sind  im  Allgemeinen  windschief  gegen  die  Normale  in  P'; 
nur  diejenigen  in  den  Scheiteln  der  Indicatrixhyperbeln 
treffen  sie  in  den  Krümmungsmittelpunkten  der  Haupt- 
schnitte. 

Wir  haben  vorhin  gesehen,  dass  die  Ebene  n',  welche  g  und  g''  in 
P  und  P"  trifft,  als  Berührungsebene  der  windschiefen  Fläche  im  Schnitt- 
punkte P*  von  PP"  mit  g'  aufzufassen  ist.  Jedoch  folgt  daraus  nicht, 
dass  die  Schnittcurve  von  n  mit  der  windschiefen  Fläche  n^^  Ordnung 
in  F  einen  Wendepunkt  hat.  Vielmehr  wird  diese  aus  g'  und  einer 
Curve  C  {n  —  1)*"  Ordnung  bestehende  Linie,  welche  nach  Construction 
P  und  F"  enthält,  g'  im  Allgemeinen  in  einem  von  F  um  eine  unendlich 
kleine  Grösse  zweiter  Ordnung  entfernten  Punkte  F«  schneiden,  so  dass 
PF'  nur  als  gewöhnliche  Tangente  aufgefasst  werden  darf.  Ausser  die- 
sem Punkte  Fg  mnss  C  mit  g'  noch  (n  —  2)  Punkte  11'  gemein  haben. 
Die  Nachbarn  eines  jeden  solchen  Punktes  27'  können  offenbar  weder 
auf  p,  noch  g"  liegen,  weil  diese  windschief  zu  g'  sind  und  mit  n  nur  die 
Punkte  P  und  F'  gemein  haben;  sie  liegen  mithin  auf  Schnittpunkten 
der  g'  mit  nicht  benachbarten  Erzeugenden.  Daraus  ergeben  sich  die 
Sätze:* 

Auf  jeder  Erzeugenden,  einer  windschiefen  Fläche 
liegen  im  Allgemeinen  (n  —  2)  Doppelpunkte. 

Alle  durch  das  Ebenenbüschel  g'  bestimmten  Curven  C 
hahen  («  —  2)  Punkte  11'  gemein. 

Jede  dieser  Curven  schneidet  g'  in  einem  weiteren 
Punkte  P'c,  welcher  als  Berührungspunkt  der  betreffenden 
Ebene  mit  der  Fläche  aufzufassen  ist.  Ihre  Tangenten  / 
in  den  Punkten  P's  bilden  die  zweite  Schaar  Gerader  der- 
jenigen Begelfläche  zweiter  Ordnung,  zu  deren  erster 
Schaar  g^  g\  g"  gehören.  Die  Geraden  /  bilden  mit  g'  zu- 
sammen ausserdem  die  Asymptoten  der  zu  den  Punkten 
von  g   gehörigen  Indicatrices. 


•  Vergl.  Salmon-Fiedler,  Analyt.  Geometrie  der  Curven  im  Banme  etc., 
Leipzig  1865,  Art.  207.  ^.g,.^^,  .^  GoOgk 
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Da  nämlich  durch  das  Ebenenbüschel  g  die  Punktreihen  g  und  g" 
hinsichtlich  der  Punkte  P  and  f^'  projectivisch  auf  einander  bezogen 
werden,  gehören  die  Verbindungslinien  /  entsprechender  Punkte  zur 
zweiten  Schaar  eines  hyperbolischen  Paraboloids  oder  einmanteligen  Hyper- 
boloids, zu  dessen  erster  Schaar  pf,  g\  ^''gehören,  je  nachdem  diese  drei 
Geraden  eine  Richtebene  haben  oder  nicht.  Die  definirte  ßegelfläcbe 
zweiter  Ordnung  wird,  weil  sie  sich  von  allen  solchen  Flächen  der  wind- 
schiefen Fläche  längs  g  auf's  Innigste  anschmiegt,  osculirende  Fläche 
genannt. 

Da  jeder  Berührungsebene  n  ein  einziger  Berührungspunkt  P'  auf 
g  entspricht  und  bei  stetiger  Bewegung  von  n  auch  P*  stetig  fortschreitet, 
ist  das  Büschel  n  zur  Punktreihe  P'  projectivisch.  Die  Normale  der 
windschiefen  Fläche  in  P'  kann  nun  als  Schnittlinie  der  durch  g  gehen- 
den, zur  Ebene  n  normalen  Ebene  n^  und  der  in  P'  zu  g'  normalen 
Ebene  E  aufgefasst  werden.  Geschieht  dies  für  jeden  Punkt  P\  so  erhal- 
ten wir  die  Normalen  der  Fläche  in  den  Punkten  der  Erzeugenden  g' 
als  Schnittlinien  der  beiden  zum  Büschel  n  projecti vischen  Büschel  n^ 
und  E,  Die  Normalen  liegen  also,  da  das  eine  Büschel  eine  unendlich 
ferne  Axe  hat,  auf  einem  hyperbolischen  Paraboloid,  und  zwar  ist  das- 
selbe, da  sie  sämmtlich  auf  g   senkrecht  stehen,  gleichseitig. 

Die  Normalen  einer  windschiefen  Fläche  in  den  Punk- 
ten einer  Erzeugenden  g  liegen  auf  einem  gleichseitigen 
Paraboloid. 

Halten  wir  diesen  Satz*  mit  dem  auf  S.  24  gewonnenen  zusammen, 
aus  welchem  folgt,  dass,  wenn  die  Hauptschnitte  des  Punktes  P'  g  in 
den  Punkten  A  und  B  treffen,  die  Normalen  der  windschiefen  Fläche  in 
A  und  B  diejenige  in  P  in  den  Hauptkrümmungsmittelpunkten  Ma  und 
Mi  treffen,  so  können  wir  den  Satz  aussprechen: 

Die  zu  einer  Erzeugenden  g'  gehörigen  Hauptkrüm- 
mungsmittelpunkte liegen  auf  der  Schnittcurve  zweier 
gleichseitiger  Paraboloide,  also  im  Allgemeinen  in  einer 
Raumcurve  viertel:  Ordnung,  welche  wir  Gentracurve  nen- 
nen wollen. 

Zur  genaueren  Discussion  dieser  Curve  ist  zunächst  der  Zusammen- 
hang zwischen  dem  Asymptotenwinkel  2X  und  den  Bestimmungsstücken 
der  Elemente  gg'  und  g'g"  zu  ermitteln. 

Es  ist  (Fig.  6) 

PP,^P'P\^P,P\.c(g2k, 

PPq  =  PqOq  .  ctyw  =  —  .lg<p  =  s.igtp, 


*  Der  auf  8.  18  gegebene  Beweis  erscheint  für  die  folgenden  Schlüsse  nicht 
streng  genug.  u^yu^ov. ^y  ^^OOg IC 
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ff'f^  =  -,.tg  v'-  0-0\  =  /.  tg  (,p  -  «)  -  «, 


»      w 


also 
ferner 


P/>o  =  PT"^  =  ttgq,  +  ä-  stg{<p-  «), 


cosg}      cos[g) —  co)' 
Mithin  ist 

8ig(p  +  ö-'sUg{q)  —  to)  =  ( 1 .)clg2k 

\cosqp      co5(g?  — «)/ 

oder 

i  •  sin  <p .  cos  (qp  —  »)  +  ^ .  cos  q> .  cos  {tp  —  co)  —  (5  +  rfs)  cos  q) .  5t«  (9  —  w) 

und  bei  Vernachlässigung  unendlich  kleiner  Orössen  zweiter  Ordnung 

XIV*)         s,a  +  d.cos^g>--  ds.sinq>.cosg}=^2d.cosq),cig2l 
oder 

XIV)  clgi,.i±^^^^-'^.smv  =  2ctg2X. 

a,cosq>  d 

Vor  Allem  ist  jetzt  zu  untersuchen ,  welche  Seite  einer  Normale  auf 
Grund  der  von  uns  getroffenen  Vereinbarung  als  positive,  welche  als 
negative  zu  betrachten  ist. 

Aus  den  Formeln  VII)  und  VIII)  geht  hervor,  dass  die  Hauptkrtim- 
mungsradien  nie  den  Werth  0  haben  und  nur  für  9  =  90®  unendlich 
gross  werden.  Die  Gentracurve  besteht  mithin  aus  zwei  durch  die  Gen- 
tralebene  getrennten,  ins  Unendliche  verlaufenden  Aesten.  Also  sind 
überhaupt  positive  und  negative  Seiten  der  Normalen  durch  diese  Ebene 
getrennt,  und  wenn  wir  bei  einer  einzigen  die  Bichtungen  zu  unterschei- 
den wissen,  sind  wir  bei  allen  orientirt  Nun  ist  die  Lage  des  auf  der 
Gentralnormalen  befindlichen  Mittelpunktes  Mq  des  durch  die  Punkte 
^0^0 ^'0  gehegten  „Grundkreises"  sehr  leicht  festgestellt,  [st  näm- 
lich 09  positiv,  so  liegt  Mq  auf  derjenigen  Seite  der  Gentralnormalen, 
welche  durch  eine  Drehung  von  90®  im  Bewegungssinne  des  Uhrzeigers 
auf  O'q  0  fällt.     Es  ist  aber  der  Radius  dieses  Kreises 

09 

also  positiv,  wenn  00  positiv  ist,  und  mithin  muss  die  genannte  Bichtung 
der  Gentralnormalen  positiv  sein.  —  Weiter  folgt: 

Der  in  O'q  auf  der  Grundebene  stehende,  nach^sehende 
Beobachter  hat  alle  positiven  Richtungen  der  Normalen 
zur  Linken,  alle  negativen  zur  Rechten. 

Wir  führen  ein  Goordinatensystem  ein,  dessen  positive  a?-,  y-  und 
Z'Ane  mit  den  Richtungen  von  O^qOq  und  den  positiven  Richtungen  der 
Gentraloormalen  und  der  Erzeugenden  g'  coincidirt.  In  diesem  System 
lauten  die  Gleichungen  der  durch  P'  gehenden  Flächennormalen     .^ 
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mithin  ist  diejenige  des  Normalenparaboloids 

XV)  z.y  =  5.a:. 

Setzen  wir  in  Gleichung  XIV) 

2.ctg2X  =  cig]L  —  tgk, 
femer  nach  VIII) 

so  erhalten  wir  die  in  B  quadratische  Gleichung 

XVI*)      cigilf. T'Sfn<p  =  - » ^, 

a.cosg)  d  R.cos^q)  s 

welche   uns   durch  ihre  Wurzeln  Ra  und  B^  zu  jedem  Winkel  9,    d.  h. 
zu  jedem   Punkte  von   g'  die  beiden  Hauptkrtimmnngsradien   liefert,  — 
Wir  können  XVI  •)  auch  als  Gleichung  der  Projection  der  Centracnrve  auf 
die  Grundebene  auffassen  und  dieselbe  durch  Substitution  von 
in  die  Form  Iicosg>^y,     Rsing>  =  x 

XVI)    ^{x^+y^)['-yMg^  +  a]^öylsMgif.y+y^+s/'^.x] 

bringen. 

Eliminiren  wir  aus  XV)  und  XVI)  aj,  so  erhalten  wir  die  Projection 
der  Centracurve  auf  die  Asjmptotenebene  des  Elements  in  der  Form 

XVII)  {s^+z^)[ö^y.ctg^]  =  o.y^s.cig^  +  ^.z+y\ 

Die  Projection  der  Centracurve  auf  die  Grundebene 
ist  eine  Curve  vierten  Grades,  diejenige  auf  die  Asympto* 
tenebene  eine  solche  dritten  Grades. 

Man  constatirt  leicht,  dass  letztere,  so  lange  a  endlich  ist,  die  Gen- 
tralnormale  im  Unendlichen  trifft,  ein  Resultat,  welches  uns  bei  Bestim- 
mung der  Asymptoten  der  Centracurve  Dienste  leisten  wird. 

Um  zunächst  die  Richtung  festzustellen,  in  welcher  wir  nach  den 
nnendlicb  fernen  Punkten  der  Centracurve  gelangen ,  setzen  wir  in  XVI*) 

R:=s.igg>Jg^, 
indem  wir  uns  Ma  und  JH^  mit  O'q  verbunden  denken  und  den  wie  die 
Asjmptotenwinkel  gezählten,  von  il/O'^  und  g'  eingeschlossenen  Winkel 
^  nennen.  Lassen  wir  gleichzeitig,  um  zu  den  Krümmungsradien  der 
anendlich  fernen  Punkte  von  /  zu  gelangen,  tp  nur  um  eine  unendlich 
kleine  Grösse  J  von  90^  abweichen,  so  erhalten  wir 

Im  Allgemeinen  bestehen  zwischen  da  und  d»  die  Relationen 

folglich  üa^'.lgV.'gK,      ^i  =  '-'ff<P-'S»i^omae6,yGoOg\Q 
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si/r  qp .  cos^  (p 
also  hier 

und  mithin,  da  igdf  endlich  gefunden  wurde, 

/gf^?  =  (x>,     ^?  =  900. 

Somit  führen  von  0\  aus  zwei  in  der  Centralebene  gelegene  Strahlen 
nach  den  unendlich  fernen  Punkten  und  man  findet  leicht  auf  dem  Nor- 
malenparaboloid  zwei  zu  ihnen  parallele  Erzeugende.  Wie  nämlich  die- 
jenige Erzeugende  der  Schaar  der  Normalen,  welche  mit  der  Central- 
normalen  den  Winkel  (p  bildet,  den  Abstand  s,tgg>  vom  Scheitel  O'q  hat, 
wird  diejenige  Erzeugende  der  andern  Schaar,  welche  mit  g'  den  Winkel 
Of  bildet,  die  Centralnormale  im  Abstände  s Jg ^f  =  s , (g ^^i;  schneiden, 
d.  h.  durch  den  Mittelpunkt  des  Grundkreises  gehen ,  während  die  andere, 
da  sJgO? s=zQo  ist,  mit  der  unendlich  fernen  Geraden  der  Grnndebene 
coincidirt. 

Da  weiter  die  Tangenten  der  Centracurve,  weil  dieselbe  auf  dem 
Normalenparaboloid  liegt,  auch  diese  Fläche  berühren  müssen,  letztere 
aber  im  unendlich  fernen  Punkte  einer  im  Endlichen  liegenden  Erzeu- 
genden nur  von  dieser  berührt  wird,  folgt,  dass  die  durch  den  Grund- 
kreismittelpunkt führende  Erzeugende  eine  im  Endlichen  liegende  Asym- 
ptote der  Curve  ist.  Von  der  andern  Asymptote  wissen  wir  vorerst  nur, 
dass  sie  in  der  unendlich  fernen  Berührungsebene  des  Paraboloids  liegt 
und  der  unendlich  fernen  Erzeugenden,  also  der  Grundebene  parallel  ist. 
Da  aber  die  Projection  der  Centracurve  auf  die  Asymptotenebene  die 
Centralnormale  im  unendlich  fernen  Punkte  schneidet,  muss  die  zweite 
Asymptote  nothwendig  in  der  Grundebene  selbst  liegen;  also  fällt  sie 
mit  der  unendlich  fernen  Erzeugenden  des  Paraboloids  zusammen.  Die 
gefundenen  Resultate  gelten  jedoch  nur,  wenn  a  endlich  ist,  und  wir 
können  somit  nur  sagen: 

So  lange  a  einen  endlichen  Werth  hat,  besitzt  die 
Centracurve  zwei  Asymptoten,  deren  eine  die  durch  den 
Grundkreismittelpunkt  führende  und  deren  andere  die  in 
der  Grundebene  gelegene  unendlich  ferne  Erzeugende  des 
Normalenparaboloids  ist. 

Da  bei  der  Orthogonalprojection  Asymptote  in  Asymptote  übergeht, 
ausser  wenn  die  Projectionsebene  senkrecht  zu  ihr  steht,  folgt,  gleichfalls 
unter  der  Beschränkung,   dass  a  endlich  ist: 

Die   Projection    der   Centracurve  auf  die   Grundebene 
hat   die  durch  den  Grundkreismittelpunkt  gehende  Paral 
lele  zur  kürzesten  Distanz  und  die  unendlich  ferne  Gerade 
zu  Asymptoten.  DigitizedbyGoOgle 


Von  Dr.  F.  Buka.  29 

Die  Projection   der  Centracurve  auf  die  Ceatralebene 

wird  von  der  durch  0\  führenden,  gegen  g  nm  %\=arc,ig-^ 

geneigten    Geraden    und    von    der  verlängerten   kürzesten 
Distanz  im  Unendlichen  berührt. 

Die  Projection  der  Centracurve  auf  die  Asymptoten« 
ebene  besitzt  die  durch  den  Grundkreismittelpunkt  parallel 
zu  g'  gelegte  und  die  unendlich  ferne  Gerade  als  Asym- 
ptoten. 

Aus  der  Lage  des  Grundkreismittelpunktes  ergiebt 
sich,  zu  welchem  Aste  der  Centracurve  die  einzelnen 
Asymptoten  gehören. 

Windschiefe  Flächen ,  deren  Erzeugende  einer  ,, Richtebene"  parallel 
sind,  nennt  man  Cylindroide.  Die  kürzesten  Distanzen  sind  beständig 
normal  zur  Richtebene  und  liegen  mithin  auf  einem  Cy linder.  Winkel  co 
hat  den  Werth  0,  also  ist  <s  unendlich  gross.  Die  Gleichung  14)  geht 
für  9  =  90  — i^  und  R^sJgq>Jg9  in 

d       JJg^  ^ 

über,  welche  für  ^  die  Werthe 

^f=90S  O?=900 
liefert.  Beide  Asymptoten  liegen  also  in  der  unendlich  fernen  Be- 
TÜhningsebene  des  Paraboloids  und  sind  jedenfalls  der  unendlich  fernen 
Erzengenden  derselben  parallel.  Eine  weitere  Ebene,  in  der  sie  ent- 
halten sind,  finden  wir  durch  die  Asymptoten  der  Projection  der  Centra- 
curve auf  die  Asymptotenebene. 

Aus  XVII)  geht  für  (y  =  cx)  als  Gleichung  dieser  Curve 

XVIII)  {s^  +  z')=^sjg^.y  +  ^.y.z+y^ 

hervor.     Setzen  wir  in  ihr 

z^=Q,cosVy    y=:Q,sinv  und  k^  =  ctg2vy 
so  wird  für  die  unendlich  fernen  Punkte 

cos^v  =:  —  ,stnv.  cosv  +  stn^v 

oder 

ctg2v  ^  ctg2v. 

Bei  Cylindroidflächen  ist^die  Projection  der  Centra- 
curve auf  die  Asymptotenebene  eine  gleichseitige  Hyper- 
bel. Die  Asymptotet)  der  Centracurve  selbst  führen  durch 
die  unendlich  fernen  Punkte  dieser  Hyperbel  und  sind 
parallel  der  unendlich  fernen  Geraden  des  Pay,ah.ojoldj.^  ilc 
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Die  Projectionen  der  Centracnrve  einer  Cylindroid* 
fläche  anfdie  6  rnndebenennd  die  Asymptoten  ebene  werden 
von  den  unendlich  fernen  Geraden  dieser  Ebenen  doppelt 
berührt. 

Wir  heben  noch  den  Satz  hervor: 

Die  Centracnrve  einer  Cjlindroidfläche  ist  die  Schnitt- 
curve  des  gleichseitigen  Normalenparaboloids  mit  einem 
gleichseitig  hyperbolischen  Cjlinder,  dessen  Kanten  auf 
der  Scheiteltangentialebene  des  Paraboloids  senkrecht 
stehen. 

Stehen  sämmtliehe  Erzeugende  der  windschiefen  Fläche  auf  einer 
Geraden  senkrecht,  so  nennt  man  dieselbe  gerades  Konoid.  Bei 
diesem  ist  tf;s=90^  also  cig^  =  0.  Die  eben  gefundene  gleichseitige 
Hyperbel  hat  ihren  Mittelpunkt  im  Scheitel  O'q, 

Die  OBCulirende  Regelfl&ohe.  Nennen  wir  die  laufenden  Coordinaten 
einer  Asymptote  /  in  unserem  Coordinatensystem  x,  y,  z,  so  bestehen 
zwischen  ihnen  und  den  Grössen  s,  9,  2  k  die  Beziehungen 

also 

^  y  ,  «,        z.x  +  s.y 

V^  +  y^  V''  +  y  ^  •  V^^  +  y 

und  wir  erhalten  aus  XIV)  durch  Substitution  dieser  Werthe  als  Gleich- 
ung der  osculirenden  Regelfläche  zweiter  Ordnung 

ds 

XIX)  ar*(«  +  (j)  +  y*.5  +  ö.^^.-— .a:y—  26,ig'^.xz--2.s,aJg^.y^  0. 

Diese  Gleichung  wird  durch 

aj  =  0,     y  =  2oJg^>,     z  =  z 
befriedigt,  d.  h.: 

Die  zu  g'  parallele  Gerade  der  Schaar  /  führt  durch 
den  zweiten  Schnittpunkt  S^^  der  Cent ralnormalen  mit  dem 
Grundkreise. 

Dieser  Satz  ist  geometrisch  sofort  ersichtlich,  wenn  man  erwägt,  dass 
diejenige  Ebene  des  Büschels  g\  welche  durch  Sl\  geht,  g  und  g'  im 
Unendlichen  trifft.     Aus  ihm  folgt: 

Der  Mittelpunkt  der  osculirenden  Regelfläche  liegt 
auf  der  durch  den  Grundkreismittelpunkt  gehenden  Paral- 
lelen zu  g\ 

Der  Mittelpunkt  ist  demnach  durch  ein  zweites  Paar  paralleler  Ge- 
raden des  Hyperboloids  bestimmt.  Sei  P'^  der  von  0'^  um  8  entfernte 
Punkt,  y^  seine  Asymptote,  21^  sein  Asymptoten winkel;  y\^  2Ao  seien 
die  entsprechenden  Grössen  des  Centralpunktes.  Wir  legen  durch  i^^'^^ 
eine  zur  Asymptoten  ebene  parallele  Ebene  und  nennen  ihren  Schnittpunkt 
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• 

™»t  g'^  ^4i*  I^iö  durch  r\f^  zu  y\  parallele  Gerade  g\  liegt  auf  dem 
Hyperboloid.  Trifft  sie  die  in  SI'q  auf  der  Gmndebene  errichtete  Nor- 
male Im  Funkte  S^  so  schneidet  SO'q  die  durch  den  Grundkreismittel- 
punkt parallel  zu  g'  gehende  Gerade  im  Mittelpunkte  des  osculirenden 
Hyperboloids. 

Für  den  Fall,  dass  </s  =  0  ist,  ist  O'q  ein  Scheitel  des  osculirenden 
Hyperboloids  und  der  Mittelpunkt  desselben  fällt  mit  dem  Grundkreis- 
mittelpunkte zusammen. 

Bei  Cylindroid flächen  rückt,  da  6  unendlich  gross  ist,  die  zu 
g'  parallele  Erzeugende  /  ins  Unendliche,  das  osculirende  Hyperboloid 
geht  in  ein  hyperbolisches  Paraboloid  über,  dessen  Gleichung  aus 
XIX)  gefunden  wird: 

XX)  x^  +  tg'^\-^x.y^2.xz^2s.y\^{S. 

Wir  bestimmen  den  Scheitel  desselben ,  indem  wir  zunächst  mit  Hilfe 
zweier  Geraden  y',  etwa  der  leicht  zu  construirenden  y\  und  y^y  die 
Richtebene  der  Schaar  /  construiren.  Die  durch  den  Scheitel  eines 
hyperbolischen  Paraboloids  führenden  Erzeugenden  stehen  auf  der  Schnitt- 
linie der  Bichtebenen  senkrecht;  ihre  Bichtung  ist  also,  da  letztere  bekannt 
sind,  ebenfalls  bekannt.  Legen  wir  daher  durch  eine  beliebige  Gerade 
/  der  Schaar  /  eine  Ebene  parallel  zu  (/«,  so  wird  sie  g,  enthalten 
müssen,  weil  g^  jede  Erzeugende  der  Schaar  /  trifft;  sie  schneide  etwa 
g\  in  0%  so  ist  Q  ein  Punkt  von  ^«.  Auf  dieselbe  Weise  bestimmt  man 
die  wahre  Lage  von  y,  und  hat  dann  im  Schnittpunkte  S  von  g»  und  y» 
den  Scheitel  des  osculirenden  Paraboloids. 

Bei  allen  geraden  Konoiden  ist  das  osculirende  Paraboloid 
gleichseitig;  die  eine  seiner  Strictionslinien  fällt  mit  derjenigen  der  Ko- 
noidfläche zusammen,  die  andere  finden  wir  als  kürzesten  Abstand  einer 
beliebigen  Geraden  /  von  der  ersten  Strictionslinie.  Der  Schnittpunkt 
beider  ist  der  Scheitel  des  Paraboloids.  Beim  Zeichnen  der  Centracurve 
geht  man  von  der  Construction  der  Asymptotenwinkel  2A  aus  und  ver- 
wendet hierzu  zweckmässig  die  Schnittcurve  der  osculirenden  Fläche  mit 
einer  zur  Asymptotenebene  parallelen  und  von  derselben  um  s  entfernten 
Ebene;  diese  Curve  muss,  weil  ihre  Ebene  parallel  zweien  Erzeugenden 
der  osculirenden  Fläche  ist,  im  allgemeinen  Falle  eine  Parabel,  bei 
Cylindroiden  eine  Gerade  sein.  Ihre  Gleichung  wird  für  x^=s  aus  XIX) 
gefunden;  sie  lautet: 


so  geht  sie  in  die  Form  DigitizedbyGoOgle 
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über;  daraus  schliesBen  wir: 

'Die  Oestalt  der  Parabel,  in  welcher  die  osculirende 
Fläche  von  einer  zur  Asymptotenebene  parallelen  und  von 
ihr  um  s  entfernten  Ebene  geschnitten  wird,  hängt  nur 
vom  Radius  des  Grundkreises  ab;  ihre  Lage  variirt  mit  den 
Schränkungen  des  Elements  und  des  conjugirten  Ele- 
ments, jedoch  ist  die  Aze  stets  der  Erzeugenden  ^' parallel. 
Durch  denjenigen  Parabelpunkt,  dessen  Abscisse  —y  ist, 
führt  die  Asymptote,  welche  g'  in  der  Entfernung  z  =  y  vom 
Centralpunkte  O'q  trifft.  —  Bei  Cylindroidflächen  geht  die 
Curve  in  eine  Gerade  Über,  welche  im  Specialfall  der  ge- 
raden Konoide  die  verlängerte  kürzeste  Distanz  schneidet. 

Sobald  man  die  Asymptotenwinkel  constrnirt  hat,  wird  man  mit  Hilfe 
der  Formeln  VI),, VII),  VIII)  für  die  einzelnen  Punkte  von  g'  Radien 
beliebiger  Normalschnitte  und  Hauptkrümmungsradien  darstellen. 

Gleichung  XIV)  lässt  noch  eine  interessante  Deutung  zu.  Zieht  man 
nämlich  durch  O'q  Parallelen  zu  den  Asymptoten  /,  so  stellt  XIV)  die 
Gleichung  der  Schnittcurve  des  entstehenden  Kegels  zweiter  Ordnung 
mit  einer  zu  g'  normalen,  von  O'q  um  die  Einheit  entfernten  Ebene  dar. 
Im  rechtwinkligen  Coordinatensystem  lautet  dieselbe,  wenn 

(g2l  =  r^     r,  eo$  9  =  0:,     r.sinq>  =  —  y 
gesetzt  wird, 

a:*(*  +  a)  +  y*.5  +  <y.^^.  — ar.y  —  2ö./^^.a?  =  0. 
Ist  a  unendlich  gross,  so  zerfällt  die  Curve  in  die  Geraden 
XXP)  a5=.0,     x  +  tg^,^.y^2.igtf,=^0,     2  =  1. 

Die  durch  die  erstere  und  den  Punkt  0'^  bestimmte  Ebene  ist  Richt- 
ebene für  die  Schaar  g'  der  osculirenden  Fläche;  letztere  bestimmt  mit 
C/q  die  Richtebene  für  die  Schaar  /• 

Die  Halbiruugslinien  der  Asymptotenwinkel  sind  Tangenten  der 
Krümmungslinien.     Setzen  wir  also  in  XIV) 


2cig2X=::ctgl^igX,     ;^(p  =  -lL,     z  =  sJg(p  +  }/x^  +  y\  cigk^ 
also 

CfgXz=    ^'^  +  ^-y 

so  erhalten  wir  die  Gleichung  derjenigen  Regelfläche,  welche  von  den 
Tangenten  der  Krümmungslinien  in  den  Punkten  einer  Erzeugenden  ge- 
bildet wird:  i<-^  t 

Digitized  by  VjOOQIC 
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XXII)  [/•(^*+y*)  +  <y.iP*+tf.%'t^y.a:.yJ[ra:  +  Äy] 

Diese  Fläche  ist  also  vom  vierten  Orade*. 

Um  den  Asymptotenkegel  derselben  zu  finden ,  sieben  wir  durch  (/^ 
Parallelen  zu  den  einzelnen  Halbirangslinien  der  Asymptoten  wink  el  und 
erbalten  die  Gleichung  der  Schnittearve  des  Kegels  mit  der  zu  g'  senk- 
rechten, von  O'q  um   die  Einheit  entfernten  Ebene,   wenn  wir  in  XIV) 

2cig2X  =  cigl-'tgl^     tgl.CüS(p=^Xf     tgX.sinq>  =  —  y 
setzen : 

XXIII)  s(x^+y^)  +  ö.x^+o.tg^l;.^,x.y=^a.ig^.x[l-^(x*+y^)]. 
Bei  Cylindroiden  zerftllt  diese  Cnrve  in  die  Gerade 

und  den  Kreis 

XXIII*)  ctg^.x  +  ^.y  +  x^+y^  =  l, 

also  der  Asjmptotenkegel  in  die  Asymptotenebene  des  Elements  und  einen 

Kegel  zweiter  Ordnung. 

Die   Asymptotenebene    enthält    die   Halltirungslinien    aller  Winkel, 

welche  die  Erzeugenden  der  Schaar  g'  mit  g'  bilden,  sie  bleibt  also  hier 

ausser  Betracht;  wir  können  somit  den  Satz  aussprechen: 

Die  Tangenten  der  Krümmungslinien  in  den  Punkten 
einer  Erzeugenden  liegen  stets  auf  einer  Fläche  vierter 
Ordnung.  Der  Asymptotenkegel  derselben  ist  im  Allge- 
meinen dritter  Ordnung;  nur  bei  den  Cylindroiden  ist  es 
ein  Kegel  zweiter  Ordnung,  dessen  eines  System  Kreis- 
schnitte der  Grundebene  parallel  ist. 

Singulare  Elemente.**  Wir  untersuchen  nur  solche,  deren  Schrän- 
knng  unendlich  gross  oder  unendlich  klein  ist.  Im  ersten  Falle  ist  d 
und  wegen  der  Beziehung  d  =  dJgriß  auch  8  unendlich  klein  zweiter 
Ordnung. 

Aus  Formel  I) 

folgt,  dass  die  Berührungspunkte  der  durch  g  gehenden  Berührungsebenen 
mit  der  windschiefen  Fläche  nur  dann  eine  endliche  Entfernung  von  0\ 
haben,  wenn  q>  um  eine  unendlich  kleine  Grösse  ^  von  90^  differirt,  d.  h.: 


*  Und  nicht,  wie  Weyr,  „Krümmung  windschiefer  Flächen*',  synthetisch 
herleitet,  vom  fünften  Grade.  Uebrigens  erstreckt  sich  Weyr 's  Untersachong  nur 
auf  die  Ordnung  dieser  Fläche,  ihren  Schnitt  mit  der  unendlich  fernen  Ebene  und 
ihre  Doppelcurve  ^,    (Siehe  Prager  Sitzungsberichte  1870.) 

•♦  Verj?l.  die  Darstellung  von  De  laGoumerie,  Traüi  de  gSomärte  descripr 
tive,  troisihne  partie,  art.  837 sq.  u.,y.u^ou  ^y  ^^^^  ^  JIC 

/MUehtiti  f.  Mftthemfttlk  a.  Phyilk  XXVI,  I.  3 
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Die  Normalen  einer  windschiefen  Flftche  in  den  Punk- 
ten eines  unendlich  stark  geschränkten  Elements  liegen 
In  der  Centralehene  desselhen. 

Sobald  9>  =  90  — ^  und  d  anendlich  klein  zweiter  Ordnung  ist,  ist 
2X  —  gleichgiltigy  ob  6  endlich  ist  oder  nicht  —  eine  unendlich  kleine 
Grösse.  Die  eine  Art  Hauptschnitte  bildet  also  mit  g\  die  andere  mit 
der  CentralDormalen  unendlich  kleine  Winkel.  Demnach  ist  für  alle 
Punkte  von  g'  —  mit  Ausnahme  von  o'q  —  R^  unendlich  gross.  Zur 
Bestimmung  von  R^  folgt  aus  XV)  ftir  ^  =  90  —  ^ 

s         .    ^         ^     ds         s        /P.R 


ö.ig^.J^  ^^'  d       RJ^ 

Wird  hier  für  d  aus  der  Relation  B  =  s.ig<p 


r 


gesetzt,  so  erhalten  wir  bei  Vernachlässigung  unendlich  kleiner  Glieder 

•Vtf.to^  dj 


oder,  da 


s. 


ds      ds 


a.tgrtf      »  '     "'  d        w  ' 
in  unserem  Coordinatensystem 

-  ,z =  ^  • 

w  w  J 

Die  Centracurve  eines  unendlich  stark  geschränkten 
Elementes  besteht  aus  der  unendlich  fernen  Geraden  der 
Centralehene,  aus  der  mit  der  kürzesten  Distanz  zusam« 
menfallenden  Geraden  und  aus  einer  durch  den  Central- 
punkt  gehenden  Hyperbel;  auf  ersterer  liegen  die  Punkte 
Mai  c^nf  letzterer  die  Punkte  M^.  Von  den  Asymptoten  der 
Hyperbel   bildet  die  eine  mit  g'  den  Winkel  •&«  =90^   die 

andere  den  durch  die  Beziehung  ^^f  =  — ^ =—  gegebenen 

S  09 

Winkel  9t,    Gehört  das  Element  zu  einer  Cylindroidfläche, 
so   liegen   die   Punkte  M^   auf  einer  Parabel,   welche   ihren 
Scheitel  im  Centralpunkte  und  in  ihm  g'  zur  Tangente  hat. 
Im  Scheitel  (/q  hat  das  Element  das  Krfimmungsmass  0,  d.  h.  jeder 
durch  ihn  führende  Schnitt,  also  auch  die  Strictionslinie,  hat  dort  einen 
Rückkehrpunkt.  —  Da  jeder  Kreis,  welcher  die  Curve  in  ihrem  Rück- 
kehrpunkte berührt,    als  Krümmungskreis  in   diesem  Punkte  betrachtet 
werden  kann,    weil   er  drei  Folgepunkte  der   Curve  enthält,    ist  jeder 
Punkt  der  durch  die   kürzeste  Distanz  bestimmten  Geraden  als  Haupt- 
krümmungsmittelpunkt  des   Elements  für  den   Scheitel   aufzufassen   und 
diese  Gerade  daher  zur  Centracurve  zu  rechnen.     ^y.tizedbyGoOQlC 
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Zu  dem  von  Uq  um  —    entfernten  Punkte  J  gebort  ein  unendlich 

grosser  Krümmungsradius  Bt  und  da  auch  Ba  anendlich  ist,  wird  die 
windschiefe  Fläche  dort  von  der  zugehörigen  Berührungsebene  osculirt. 
Dieseloe  schliesst  mit  der  Asymptotenebene  einen  unendlich  kleinen 
Winkel  ein  und  fUlt  daher  in  der  Grenzlage  mit  ihr  zusammen.  Nach 
Früherem  liegt  der  Berührungspunkt  A  einer  durch  g'  gelegten  Ebene 
mit  der  FlSche  auf  der  Schnittcurve  beider  und  ist  die  zugehörige  Cur- 
▼entangente  die  Asymptote  /  für  Punkt  ^.  Also  ist  A  ein  Schnittpunkt 
von  g'  mit  derjenigen  Curve,  welche  die  Asymptotenebene  aus  der  Fläche 
herausschneidet,  und  g'  Tangente  dieser  Curve  in  A,  Da  nun  die  Punkte, 
welche  die  Curve  mit  g  und  g"  gemein  hat,  auf  verschiedenen  Seiten  von 
g  liegen,  wird  sie  in  A  einen  Wendepunkt  haben;  also: 

Wenn  eine  Fläche  in  einer  Erzeugenden  g'  unendlich 
stark  geschränkt  ist,  so  ist  g'  Wendetangente  für  die  von 
der  Asymptotenebene  aus  der  Fläche  herausgeschnittene 
Curve.  Der  Berührungspunkt  dieser  Wendetangente  mit 
der  Curve  ist  gleichzeitig  derjenige  Berührungspunkt  der 
Asymptotenebene  mit  der  Fläche,  in  welcher  letztere  von 
ersterer  osculirt  wird. 

Wenn  0'^  im  Unendlichen,   A  im  Endlichen   liegt  und  s  unendlich 
klein  ist,  geht  die  Hyperbel  in  eine  gleichseitige  über. 

Ist  s  unendlich  klein  und  ds  gleich  Null,  so  fällt  A  mit 
dem  Centralpunkte  zusammen.  Die  Curve  der  Punkte  M^ 
besteht  aus  der  durch  die  kürzeste  Distanz  gehenden  und 
einer  gegen  die  Erzeugende  um  df  geneigten  Geraden,  wo 

Igdftsa—    ist.      Die    windschiefe  Fläche    hat    also    dort    den 
a 

Charakter  einer  abwickelbaren. 

Herrscht  in  einem  Elemente  unendlich  kleine  Schränkung,  also 

ist  d  unendlich  gross  gegen  tv^  so  erhalten  wir  Punkte  im  Endlichen  nur, 

wenn  g>  unendlich  klein  ist.     Aus  der  Formel  XIV) 

5  .  ds     ,  s  R.cos^cp 


aJg^.cosfp  d'  Rcos^gt  s 

folgt  nach  Division  mit  s  und  Substitution  von  9  =  ^ 

C.ig^z==R. 

Der  andere  Hauptkrümmungsradius  wird,  da  das  Krümmungsmass  unend- 
lich ist,  unendlich  gross  sein.     Also: 

Elemente,  welche  unendlich  seh  wach  geschränkt  sind, 
haben  in  allen  endlichen  Punkten  die  Centralebene  zur 
Berührungsebene.  Ihre  Normalen  liegen  in  der  Asympto- 
tenebene;  die   eine  Schaar  der   Hau  ptschn  itte   geht   dur<^lLC 
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die  Erzengende,  die  andere  ist  also  normal  anf  ihr;  die 
Hanptkrtimmnngsradien  der  einen  Art  sind  nnendlich 
gross,  die  der  andern  constant.  Die  Fläche  wird  in  einem 
solchen  Elemente  von  einem  Cylinder  oscnlirt. 

Man  kann  auch  geometrisch  leicht  beweisen,  dass  die  oscdlirende 
Fläche,  weil  ggg'  parallel  sind  nnd  der  Grnndkreis  einen  endlichen 
Radins  hat,  in  der  That  ein  Cylinder  sein  mnss.  Die  Lage,  welche  der 
Centralpunkt  auf  der  Erzeugenden  einnimmt,  ist  darum  ohne  Einfluss 
auf  die  Orösse  der  Hauptkrtimmungsradien. 


Anwendungen.     Für  Flächen  constanter  Schränkung  ist 
also  folgt  aus  XIV) 

d.  h.  diejenigen  Werthe .  von  2A,  welche  den  Winkeln  <p  und  360 — tp 
entsprechen,  mithin  zu  zwei  vom  Centralpunkte  gleichweit  entfernten 
Punkten  der  Erzeugenden  gehören,  sind  einander  gleich.  Aus  VI)  folgt, 
dass  alsdann  je  zwei  gegen  g'  gleich  geneigte  Normalschnitte  gleiche 
Krümmungsradien  haben,  und  so  können  wir  den  Satz  aussprechen: 

Flächen  constanter  Schränkung  haben  in  je  zwei  Punk- 
ten einer  Erzeugenden,  welche  von  dem  Centralpunkte 
derselben  gleichweit  entfernt  sind,  gleiche  positive  und 
gleiche  negative  Krümmungsradien. 

Botationshyperboloid.  (Fig.  7.)  AO'^q  sei  die  kürzeste  Distans 
zweier  windschiefer  Geraden  a  und  g\  Durch  A  gebe  parallel  zu  g'  die 
Gerade  g\.  Das  Ganze  bilde  ein  starres  System  und  rotire  um  a  ohne 
Verschiebung.  Hierbei  beschreibt  g'  ein  Rotationshyperboloid,  g\  seinea 
Asymptotenkegel.  Durch  eine  unendlich  kleine  Drehung  um  den  Winkel  x 
gelange  das  Gebilde  G'  in  die  Lage  G,  Die  Ebene  gi^g\  ist  parallel  den 
Geraden  gg\  also  parallel  der  Asymptotenebene  des  von  denselben  er- 
zeugten windschiefen  Elements.  Die  durch  g'  zur  Asymptotenebene  senk- 
rechte Ebene  muss  g  im  Fusspunkte  der  kürzesten  Distanz  treffen.  Nennen 
wir  die  durch  0'  zu  a  parallele  Gerade  a\  so  wird,  da  g\  einen  Rota- 
tionskegel beschreibt,  also  die  Ebene  ag\  senkrecht  zur  Tangentialebene 
g\9i^  ist,  die  Ebene  ag  Centralebene  des  Elements  gg'  sein.  Somit  ist 
Oq,  der  Schnittpunkt  von  g  mit  der  Ebene  ag\  Fusspunkt  der  kürzesten 
Distanz  und  das  von  0^  auf  g'  gefällte  Loth  ^o^'o  ^^^  kürzeste  Distanz 
selbst.  —  Den  von  a  und  g'  gebildeten  Winkel  wollen  wir,  in  A  auf  der 
zu  a  senkrechten  Ebene  stehend,  von  a  aus  im  Bewegungssinne  des 
Uhrzeigers  zählen  und  x  nennen.     Dann  ergiebt  sich: 

1)  d=  0,0'o  =  O^f/. eosK  =  p.t.coix.^  ,^^, byGoOgle 
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Winkel  g^g^  ist  gleich  dem  Contingenzwinkel  w  der  Geraden  gg\  Tra- 
gen wir  Ton  ^  aus  aaf  g'^  AG'  =  1  ab  und  legen  durch  G'  eine  zu  a 
senkrechte  Ebene,  welche  g^  und  a  in  G,  resp.  a'  trifft,  so  ist 

2)  CC'=l.w  =  *mx.T, 

folglich   der  reciproke  Werth  der  Schränkung  des  Rotationshyperboloids 

3)  8=^Q,etgK. 

Es  ist  ohne  Weiteres  ersichtlich,  dass  die  Fläche  der  kürzesten 
Distanzen  ebenfalls  ein  Rotationshyperboloid  ist,  dessen  Axe  a  mit  der 
Erzengenden  den  Winkel  90^+ x  bildet.     Somit  ist 

4)  a  =  — ^./^Fx. 

Man  erkennt  ferner  leicht,  dass  der  von  0'  beschriebene  Kreis,  der 
Kehlkreis  des  Hyperboloids,  gleichzeitig  Strictionslinie  und  mithin 

5)  ij;  =  90-x 

ist.     O'ji  kann  als  Centralnormale  aufgefasst  werden. 

Berücksichtigen  wir  die  für  5,  a,  ^  gefundenen  Werthe,  sowie  die 
ans  3)  folgende  Constanz  der  Schränknng,  so  geht  Gleichung  XVI)  über  in 

6)  Q^.etg^nix'+y^Ky+Q).(g^  =  Q.tgHy(Q+y). 

Sie  wird  befriedigt  durch 

d.  h.: 

Die  Projection  der  Centracurve  auf  die  Grundebene 
zerfällt  in  eine  durch  J  gehende,  zur  Centralnormalen 
senkrechte  Gerade  und  eine  Curve  dritter  Ordnung. 

Auf  ersterer  liegen  die  Projectionen  der  Punkte  Mat  diese  selbst  im 
Schnitte  einer  in  A  zur  Centralnormalen  senkrechten  Ebene  mit  dem 
Normal enparaboloid,  also  in  einer  Erzeugenden  desselben.  Da  der  Ast 
der  Punkte  Ma  eine  Gerade  ist,  muss  er  mit  seiner  auf  S.  28  bestimmten 
Asymptote  coincidiren.     Es  ist 

Q.clgK 
Da  ^f^90^  ist,  gehört  die  durch  ihn  vertretene  Asymptote  zum 
Aste  der  Punkte  Af«.  Also  ist  der  Ast  der  Punkte  il/«  die  durch  ^, 
den  Krümmuugsmittelpunkt  des  Grundkreises  führende,  mit  g'  den  Win- 
kel 180— X  einschliessende  Gerade,  also  die  Axe  a.  —  Dieses  Resultat 
iMsst  sich  auf  andere  Art  weit  leichter  herleiten  nnd  ist  es  nur  zur  Veri- 
fication  der  gegebenen  Sätze  in  der  geschehenen  Weise  entwickelt  worden. 
Die  Centracurve  ist  im  Allgemeinen  eine  Raumcurve  vierter  Ord- 
nung; da  die  Punkte  Ma  in  einer  Geraden  liegen,  folgt: 

Die  Centracurve  des  Rotationshyperboloids  besteht 
aus  einer  Geraden  —  der  Aze  des  Hyperboloids  —  und 
einer  Ranmcurve  dritter  Ordnupg;   da  letztere  die  unenj|-p 
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lieh  ferne  Gerade  der  Qrandebene  zur  Asymptote  hat,   ist 

sie  eine  räumliche  Parabel. 

Als  Projection  des  Astes  M^  auf  die  zur  Asymptotenrichtung  des- 
selben senkrechte  Ebene,  das  ist  die  Asjmptotenebene  des  Elements, 
müssen  wir  demnach  eine  Parabel  erhalten,  und  in  der  That  zerfällt 
XVII),  die  Gleichung  der  Projection  der  Centracurve  auf  die  Asymptoten- 
ebene, in 

Die  Projectionen  der  Centracurve  eines  Rotations- 
hyperboloids auf  die  durch  den  Mittelpunkt  der  Fläche 
und  die  betre  ffende  Erzeugende  gelegte  Ebene  besteht  aus 
der  Projection  derAxe  auf  dieselbe  und  aus  einer  Parabel, 
deren  Axe  mit  dem  entsprechenden  Radius  des  Kehlkreis  es 
zusammenfällt,  deren  Parameter  die  Länge  dieses  Radius 
hat  und  deren  Scheitel  vom  Mittelpunkte  des  Hyper- 
boloids um  die  Strecke  -r^   entfernt  ist. 

stvr% 

Der  Ast  der  Punkte  ^ft  kann  auch  auf  folgende  Weise  construirt 
werden.  Wir  suchen  für  die  einzelnen  Punkte  P"^  einer  Meridian hyper^ 
bei  die  Normale,  deren  Schnittpunkt  Ma  mit  der  Axe  a  und  den  zur 
Hyperbel  gehörigen  Erümmungsmittelpunkt  M*i, .  Ma  und  M*i,  sind  Haupt- 
krümmungsmittelpunkte für  P\  Eine  Rotationsfläche  hat  in  den  Punkten 
eines  Parallel kreises  gleiche  Hauptkrümmungsradien.  Somit  brauchen 
wir  MaM*h  nur  in  unveränderter  Neigung  gegen  die  Axe  a  um  diese 
rotiren  zu  lassen,  bis  sie  die  Gerade  g'  in  P'  schneidet,  um  die  Haupt- 
krümmungsmittelpunkte für  denselben  zu  erhalten.  Da  die  Punkte  M*^ 
in  der  Erümmnngsmittelpnnktcurve  der  Meridianhyperbel  liegen,  erhalten 
wir  den  Satz: 

Die  Centrafläche  eines  einschaligen  Rotationshyper- 
boloids besteht  aus  der  Axe  desselben  und  einer  Rotations- 
fläche, deren  Meridiancurve  die  Evolute  der  Meridian- 
hyperbel ist.  Diese  Fläche  ist  von  zwei  Schaaren  räum- 
licher Parabeln  bedeckt,  welche  sich  paarweise  in  Punk- 
ten des  Kehlkreises  schneiden;  je  zwei  räumliche  Parabeln 
derselben  Schaar  sind  congruent,  je  zwei  verschiedener 
Schaaren  symmetrisch. 

Dieselben  Resultate,  welche  für  g'  gefunden  worden  sind,  gelten 
nämlich  auch  für  die  auf  demselben  Hyperboloid  liegende,  gegen  g'  um 
180 —  x  geneigte  Gerade  /. 

Da  die  Centracurve  von  g'  die  Schnittcnrve  zweier  auf  einanderfol- 
gender  Normalenparaboloide  ist,  können  wir  auch  sagen: 

Wenn  ein  gleichseitiges  Paraboloid  um  eine  Gerade  a 
der  einen  Schaar  —  ohne  Gleitung  —  rotirt,  beacJbfreibi  die 
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Strictionslinie  der  andern  Schaar  ein  Botationshyper- 
boloid,  dessen  Gentraflttche  aus  a  und  der  Enyeloppe  des 
Paraboloids  besteht. 

Aus  6)  folgt  für  y=— ^  und  unter  Berücksichtigung  von  Formel 
VIII) 

7)  ^a  =  --^,    M,^'-:^. 

cosq>  cosrq> 

Man  verificirt  leicht,  daes  die  Projection  des  Astes  itf^,  welcher  sich 
auf  Grund  der  Relation  7)  sehr  bequem  zeichnen  lässt,  für  die  gegen  die 
kürzeste  Distanz  um  30^  geneigten  Normalen  einen  Wendepunkt  besitzt. 

Sobald  für  weinen  Funkt  der  Erzeugenden  g  einer  beliebigen  wind- 
schiefen Fläche  2il  =  90^  ist,  haben  daselbst  positive  und  negative  Haupt- 
krfimmungsradien  gleiche  absolute  Länge.  Nach  XIV)  tritt  dies  ein, 
sobald  die  Fläche  constanter  Schränkung 

0 

ist,  also  vor  Allem  nur  dann,  wenn  die  Fläche  und  die  Fläche  ihrer 
küTsesten  Distanzen  entgegengesetzt  geschränkt  sind.  Für  das  einschalige 
Rotattonshyperboloid  geht  die  gefundene  Bedingung  über  in 

,  Q.ctg%  g 

q.tg^ 
Auf  jedem  einschaligen  Rotationshyperboloid,  dessen 
Erzeugende  mit  der  Aze  einen  Winkel  einschliessen,  wel- 
cher kleiner  als  45^  ist,  existiren  zwei  Parallelkreise,  in 
deren  Punkten  positive  und  negative  Hauptkrümmungs- 
radien absolut  gerechnet  gleich  sind.  Auf  diesen  Kreisen 
schneidet  jede  Gerade  der  einen  Schaar  zwei  Gerade  der 
andern  Schaar  unter  rechtem  Winkel.  Sobald  der  Winkel 
zwischen  Axe  und  Erzeugender  gleich  45^  ist,  fallen  diese 
Parallelkreise  mit  dem  Kehlkreis  zusammen. 

Die  Wendelfläohe.  (Fig.  8,)  Zwei  windschiefe  Gerade  a  und  g'  mit 
dem  kürzesten  Abstände  Q^=^A(f  und  dem  —  wie  S.  36  beim  Rotations- 
hyperboloid  gezählten  —  Winkel  x  mögen  ein  starres  System  bilden, 
welches  um  a  rotirt  und  sich  längs  a  verschiebt.  Wenn  Drehungswinkel 
X  und  Grösse  der  Verschiebung  v  ein  constantes  Verhältniss  haben, 
erzeugt  g'  eine  windschiefe  Schraubenfläche.  —  Sind  g^  und  g  die  Lagen 
von  g'  nach  blosser  Rotation,  resp.  nach  hinzugetretener  Verschiebung, 
so  ist  —  wie  bei  dem  Rotationshyperboloid  —  die  durch  g  zu  A  ff  senk- 
rechte Ebene  Asymptotenebene  des  Elements  g'g\  ihre  Schnittpunkte  mit 
^0  und  g  seien  beziehungsweise  6^  und  0^;  die  von  C^  und  0^  auf  g 
gefällten  Lothe  C^C'^  und  O^ff^  sind  die  kürzesten  Distanzen  der  Geraden 
g^g  und  gg\  während  O^C^  gleich  h  ist.  n r^r^nAo 
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Wir  finden 

während  der  von  gg   eingeschlossene  Winkel  gleich  dem  von  gf^g'  gebil- 
deten, also 

2)  W  =  T.»>1X 

ist.     Somit  folgt 

h 

3)  «  =  ^.clß^xH . 

b  nnd  x  werden  analog  wie  S.  19  d  nnd  o  gerechnet. 

Nennen  wir  ti  den  von  O'Oq  und  der  Axe  gebildeten  Winkel,  so  ist 

b  =  Q.T.c(g{lSO-ti) 
nnd  3)  geht  aber  in 

wenn  wir  den  von  O'^O^  und  g'  gebildeten  Winkel  iy  — x  =  if;  setzen. 

Ans  der  gegebenen  Erzeugungsweise  geht  hervor,  dass  die  Strictions- 
linie  eine  Schraubenlinie  vom  Steigungswinkel  fi  nnd  die  Fläche  der  kür- 
zesten Distanzen  eine  windschiefe  Schraubenfläche  ist,  deren  Schränknng 

5)  0  =  ^Q.- = 

stnri.cosK 
bestimmt. 

Wenn  die  Gerade  g'  die  Axe  a  selbst  schneidet,  so  entsteht  eine 
axiale  Schraubenfläche,  deren  Schränkung  nach  3)  durch 

6)  *  =  - 

ausgedrückt  ist.  Mithin  ist  die  Schränkung  der  axialen  Schraubenflächen 
unabhängig  vom  Neigungswinkel  der  Erzeugenden  gegen  die  Axe,  sie 
hängt  nur  ab  von  b  und  t.  Alle  Geraden  also,  welche  wir  uns  in  der 
Ebene  ag'  denken,  erzeugen,  während  g  eine  axiale  windschiefe  Schrau- 
benfläche erzeugt,  eine  ebensolche  Fläche  von  gleichgrosser  nnd  gleich- 
artiger Schränkung.     Daraus  folgt  insbesondere: 

Eine  axiale  Schraubenfläche  und  die  axiale  Schrau- 
benfläche ihrer  kürzesten  Distanzen  haben  völlig  gleiche 
Schränkung. 

Nach  diesen  allgemeinen  Betrachtungen  gehen  wir  etwas  näher  auf 
die  allgemeine  Wendel  fläche  oder  gerade  Sehraubenfläcbe  ein,  deren 
Erzeugende  mit  der  Axe  einen  Winkel  von  90^  bilden.     Hier  ist 

Ib  ds      ^ 

s^j^Q.ig^,    ^=0, 
a  =  oo, 
also  nach  XIV) 

ctgt^f .  cos  <p  =  2 .  r/gf  2  A. 

Nach  VI)  ist  der  Radius  eines  zu  g'  senkrechten  Normalschnittes    j 


Von  Dr.  F.  Büka.  41 


1  •  t:.    11  COS^ip 

also  in  nnserem  Falle 

«X  |>        ,       s       2.lgilf      sJg^      9'ig^'^ 

C08*q>    cosq>        cos^tp        co8^q> 

* 

Wir  fanden  bei  dem  Rotation shjperboloide  eine  ähnliche  Formel  für 
die  Cunre  der  Punkte  M^  und  sahen ,  dass  dieselben  auf  einer  r&umlichen 
Parabel  lagen;  hieraus  schliessen  wir: 

Die  Krümmungsmittelpunkte  aller  zu  einer  Erzeugen- 
den einer  Wendel ftäc he  senkrechten  Normalschnitte  liegen 
in  einer  räumlichen  Parabel. 

Wir  können  dieselbe  mit  Hilfe  eines  Botationshyperboloids,  dessen 
Axe  diejenige  der  Schraubenfläche  im  Punkte  A  unter  dem  Winkel  t/; 
trifft,  construiren. 

Aus  XXI*)  folgt: 

Die  Richtebene   der  Schaar  /  geht   durch   die  Central- 
oormale  und  bildet  mit  g'  einen  Winkel  v,  wo 
ißt.  igv^2ig'fi, 

Wir  schliessen  aus  XXIII): 

Die  Richtungen  der  Hauptschnitte  in  den  Punkten 
einer  Erzeugenden  der  Wendelfläche  sind  den  Kanten 
eines  Kegels  sweiter  Ordnung  parallel,  dessen  eine  Haupt- 
ebene mit  der  Centralebene  dieser  Erzeugenden  coinci'dirt 
und  dessen  eines  System  Kreisschnitte  parallel  der  Grund- 
ebene ist. 

Gleichung  XVIII)  lehrt: 

Die  Projection  der  Centracurve  auf  die  Asymptoten- 
ebene ist  eine  gleichseitige  Hyperbel,  deren  reelle  Axe 
mit    der  Centralnormalen  coincidirt  und  die  Länge  Q.tgip 

hat,    während    ihr    Mittelpunkt   um    die    Strecke   — ^    vom 

Centralpunkte  entfernt  ist. 

Die  Centracurve  einer  Wendeifläche  ist  die  Durch- 
schnittslinie eines  gleichseitigen  Paraboloids  mit  einem 
gleichseitig  hyperbolischen  Cylinder,  dessen  Kanten  der 
Scheitelnormalen  des  Paraboloids  parallel  sind,  während 
der  Mittelpunkt  der  Hyperbel  auf  der  einen  Strictions- 
linie  liegt  und  ihre  reelle  Axe  mit  derselben  coincidirt. 
Bei  der  axialen  geraden  Schraubenfläche  ist 

also 

rtg2k^0,     2Ac=90<>. 
ffieraus  folgt 
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In  jedem  Punkte  einer  axialen  geraden  Schraaben- 
fläche  haben  positiver  nnd  negativer  Hanptkrümmungs- 
radins  unter  einander  dieselbe  Länge.* 

Die  Ceutracurve  ist  der  Durchschnitt  eines  gleich- 
seitigen Paraboloids  mit  einem  gleichseitig  hyperbolischen 
Cjlinder,  dessen  Kanten  auf  der  Scheiteltangentialebene 
des  Paraboloids  senkrecht  stehen.  Der  Mittelpunkt  der 
Hyperbel  liegt  im  Scheitel  dieser  Fläehe**,  ihreAxen  fal- 
len mit  den  Strictionslinien  derselben  zusammen. 

Die  Richtebene  der  Asymptoten  /  ist  die  Grundebene 
der  Erzeugenden  g. 

Die  Tangenten  der  Kriimmungslinien  in  den  Punkten 
einer  Erzeugenden  sind  parallel  den  Kanten  eines  Bota- 
tionskegels,  dessen  Axe  diese  Erzeugende  ist  und  dessen 
Kanten  mit  der  Axe  einen  Winkel  von  45^  bilden.  Die  ein- 
zelnen Krtimmungslinien  schneiden  also  alle  Erzeugenden 
unter^diesem  constanten  Winkel. 

Cnrven  gleichen  KrtUnmungsmasses  auf  dem  hyperbolischen  Para^ 
boloid.  (Fig  9.)  Wir  beziehen  das  Paraboloid  auf  ein  Coordinaten- 
system,  dessen  x^  und  y-Axe  mit  den  Scheitelgeraden  un^  dessen  z-Axe 
mit  der  Scheitelnormale  coincidirt.  Gegeben  sei  diejenige  zur  a:z*- Ebene 
parallele  Gerade  y  der  Schaar  T,  welche  mit  der  a:y- Ebene  einen  Winkel 
von  45^  bildet;  sie  treffe  die  y- Axe  in  der  Entfernung  a  vom  Scheitel  S^ 
Die  Scheitelgeraden  mögen  den  Winkel  2«  einschliessen. 

Den  Winkel  v,  welchen  eine  beliebige  Gerade  g'  der  Schaar  (?  mit 
der  ;i:^- Ebene  bildet,  zählen  wir,  entsprechend  dem  Früheren,  von  ihrer 
Projection  g'^  auf  die  Scheitelebene  aus  im  Sinne  des  Uhrzeigers.  Man 
erkennt  leicht,  dass  die  Schaaren  G  und  F  entgegengesetzt  geschränkt 
sind;  nach  unserer  Figur  hat  die  Schaar  G  positive,  die  Schaar  F  nega- 
tive Schränkung. 

Die  Gerade  g'  ist  bestimmt  durch  die  Gleichungen 

1)  x=^ajgv^ 

2)  y.tgv  =  z. 

Ist  g  die  Nachbargerade  von  g'  für  wachsendes  x,  g^  ihre  Projection 

auf  die  a:y- Ebene,  so  ist  der  in  Kichtung  der  ;r-Axe  gemessene  Abstand 

von  g^  und  g'o 

dv 

3)  dx=^a. — 5-, 


*  Diesen  Satz  hat  Meusnier  zuerst  bewiesen. 

••  Vergl.  die  Herleitung  dieses  Satzes,  De  la  Gournerie  a.  a.  0.  Art.  1038. 
Er  erwähnt  gleichzeitig  ohne  Beweis,  dass  die  Projection  der  Centracurve  auf  die 
Grnndebene  bei  jedem  geraden  Konoid  eine  Hyperbel  sei.  Wir  sahen  S.  29,  d«Q8 
sie  bei  jedem  „Cylindroid'*  eine  „gleichseitige"  Hyperbel  i«*^.^.^^^^  GoOQle 
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w&hrend  der  senkrechte  Abstand  d  von  g^  und  ^'q,  also  gleichzeitig  der- 
jenige Ton  g  nnd  g' 

4)  dssdx.8in2a 

ist.     dv  ist  der  Contingenzwinkel  von  g  nnd  g\  also  die  Schränknng  in  g' 

_.  a.stn2a     * 

5)  s  = 5 — . 

Da  je  zwei  Gerade  der  Schaar  G  und  F^  welche  von  S  gleiche  Ent- 
fernung haben,  gegen  die  a:^-Ebene  gleich  geneigt  sind,  herrscht  in 
ihnen  gleiche  —  wenn  auch  entgegengesetzt  gerichtete  —  Schränkung. 
Alle  Erzeugenden  der  Schaar  G  sind  der  yz- Ebene  parallel,  also  ist  die 
FlSche  der  kürzesten  Diatanzen  ein  zur  ^z- Ebene  normaler  Cjlinder, 
welcher  das  hyperbolische  Paraboloid  in  der  Strictionslinie,  dem  Orte  der 
Centralpunkte  der  Schaar  Gy  berührt.  Den  Centralpunkt  von  g'  finden 
wir  im  Schnittpunkte  dieser  Geraden  mit  der  Orthogonalprojection  gi  von 
g  auf  die  durch  g  gehende  Leitebene.  Die  Gleichung  von  gi  in  dieser 
Ebene  ist 

6)  {y-'dx.cosa)  lg{v  +  dv)  =  z. 
Combiniren  wir  dieselbe  mit  der  entsprechenden  Gleichung 

y,tgv^z 
von  g'  und  nennen  die  Coordinaten  des  Punktes  gig\  also  des  »Central- 
punktes  a:\  y\  z\  so  folgt  zunächst 

y\ — 5-  =dx.cos2aJgv 
cos*  V 

dx         a 
oder,  da  nach  3)  -r-  =  — s-  ißt, 
dv      corv 

7)  y=iajgv,co82oy     x'^^ajgv^     z=^aJg*v.cos2ay 

wo   die  Werthe  von   x   und  z'  durch  Substitution   von  y'  in  1)  und  2) 
folgen. 

Eliminiren  wir  aus  den  beiden  ersten  Gleichungen  des  Systems  7) 
und  aus  der  ersten  und  letzten  tgv^  so  erhalten  wir  die  Gleichungen  der 
Projection  der  Strictionslinie  auf  die  o:^- Ebene  und  ^z- Ebene  in  der  Form 

8)  ^^cos2a, 

X 

9)  y^ssa.co8^az\ 

Vertauschen  wir  in  den  Ausdrücken  7),  8),  9)  x'  mit  y\  so  erhalten 
wir  die  entsprechenden  Formen  für  die  Strictionslinie  der  Schaar  T,  können 
also  sagen : 

Die  Strictionslinien  der  beiden  Schaaren  Gerader  eines 
hyperbolischen  Paraholoids  sind  Parabeln,  welche  durch 
den  Scheitel  führen.  Die  Ebenen  derselben  gehen  durch 
die  Scheitelnormale  nnd  schliessen  mit  den  Scheitelgera-* 
den  gleiche  Winkel  ein.  DigitizedbyGoOgle 
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Trägt  man  auf  der  y-Ane  eine  beliebige  Strecke  SP  ab,  errichtet 
in  P  ein  Loth,  zieht  durch  die  Mitte  von  SP  eine  Parallele  zur  (T-Axe, 
welche  das  Loth  in  Q  trifft,  so  ist  SQ  die  durch  8)  dargestellte  Gerade. 
Der  Winkel  9),  welchen  sie  mit  der  v-Axe  bildet,  ist  durch  die  Relation 

bestimmt.  Die  entsprechende  Gerade  der  Schaar  F  liegt  symmetrisch  aar 
Halbirnngslinie  des  Winkels  der  Scheitelgeraden. 

Da  -= — ^    das   Krtimmungsmass    eines   Punktes    darstellt,    wird   in 

Punkten  gleichen  Krümmungsmasses  einer  windschiefen  Fläche  die  Grösse 

— i—  einen  constanten  Werth  c  haben,  also 

sein  müssen.  Ist  nun  P'  ein  Punkt  von  g\  welcher  dieser  Bedingung 
genügt,  /  seine  Entfernung  vom  Schnittpunkte  P  der  Geraden  g'  mit  der 
rr- Aze,  /^  seine  Entfernung  vom  Centralpunkte  O^q  der  g%  so  folgt  ans  I) 

wodurch  die  vorige  Gleichung  in 

oder,  nach  Einführung  des  in  5)  gegebenen  Werthes  von  f,  in 

/.      .  V«        •  .  «    /        a.sm2a\ 

('— W  •  ^ö5*v  =  a  stn2a  I  c = —  1 

^        "  \  cos^v   ) 

übergeht.     Berücksichtigt  man  noch,  dass 
und  nach  1) 

X 

igv=>  — 
a 

ist,  so  erhält  man  nach  kurzer  Zwischeurechnung 

10)  y*—  2xy.cos2a-{-x^=:a.sin2a(c^a  sin2a). 

Dieselbe  Gleichung  gilt,  weil  sie  durch  Vertauschung  von  x  und  y  un* 
geändert  bleibt,  für  die  Schaar  T.  Transformir.en  wir  sie  in  ein  System, 
dessen  Axen  die  Halbirungslinien  des  Winkels  der  Scheitelgeraden  sind, 
so  erhalten  wir 

11)  j^  +  yl^cK 

clg^a^tg^a 
10)  und  11)  lehren: 
Die  Curven  gleichen  Krümmungsmasses  eines  hyper- 
bolischen Paraboloids  haben  zur  Orthogonalprojection 
auf  dessen  Sch'eitelebene  ein  System  ähnlicher  Ellipsen, 
deren  Axen  den  Winkel  der  Scheitelgeraden  halbiren.  — 
Je  eine  Scheitelgerade  und  die  Schnittlinie  derjenigen 
Ebene,  welche  die  Strictionsliuie   der  andern  Schaar  ent- 
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hftlt,  mit  der  Scheitelebene  enthalten  ein  Paar  conjugirter 
Durchmesser  dieser  Carven. 

Letzteres  folgt  darans,  dass  je  zwei  vom  Centralpunkte  (f^  der  Ge- 
raden g'  gleichweit  entfernte  Punkte  P  nnd  P^^  gleiches  Krümmungs- 
mass  haben,  dass  die  Projectionen  der  drei  Punkte  auf  einer  Parallelen 
sur  y-Axe  liegen  nnd  die  Projection  des  Punktes  0\  die  Projection  der 
Strecke  PP^^  halbirt. 

Setzen  wir  in  den  gefundenen  Gleichungen  2a  =90^,  so  geht  das 
allgemeine  hyperbolische  Paraboloid  in  ein  gleichseitiges  über,  die  Stric- 
tionslinien  fallen  mit  den  Scheitelgeraden  zusammen ,  das  System  Ellipsen 
verwandelt  sich  in  ein  System  von  Kreisen. 

Errichten  wir  in  S  auf  der  y-Axe  eine  Senkrechte  X^  welche  von 
der  durch  g  gehenden  Leitebene  in  o\  getroffen  werde,  ziehen  wir  durch 
o  0  eine  Parallele  g\  zu  g'  und  verfahren  ebenso  mit  sKmmtlichen  Geraden 
der  Schaar  (?,  so  bedeckt  die  Schaar  Q^  ein  gleichseitiges  Paraboloid; 
denn  die  Gleichung  von  g'^  ist  im  System  Xy 

Xssa,$in2a,igv^  y,(gv=^z. 
Dieses  gleichseitige  Paraboloid  können  wir  nun  auch  durch  Deformation 
aus  dem  allgemeinen  Paraboloid  erzeugen,  indem  wir  jedes  Element  des 
letzteren  zwischen  den  begrenzenden  Asymptotenebenen  so  lange  parallel 
mit  sich  verschieben ,  bis  der  Centralpunkt  O'q  nach  o\  gelangt.  Hierbei 
bleibt  die  Schränkung  jedes  Elementes  ungeändert  und  das  gleichseitige 
Paraboloid  wird  also  Punkt  für  Punkt  mit  dem  allgemeinen  hyperbolischen 
Paraboloid  gleiches  Krümmungsmass  besitzen ,  obschon  diese  Deformation 
mit  Dehnung  verknüpft  ist.  Die  Curven  gleichen  Krümmungsmasses  der 
ersten  FUche  verwandeln  sich  in  solche  der  abgeleiteten,  ebenso  die 
Projectionen  der  ersteren  auf  die  d;^- Ebene  in  solche  der  letzteren,  die 
Ellipsen  in  Kreise.  

Eine  Gerade^',  welche  beständig  drei  feste  Leitcurven  trifft,  erzeugt 
eine  (im  Allgemeinen)  windschiefe  Fläche  W.  Wir  wollen  eine  beliebige 
Lage  der  g'  und  damit  die  Schnittpunkte  F^,  F,,  Fg  derselben  mit  den 
Leitcurven,  sowie  die  Tangenten  ^|,  t^^  i^  und  die  Krümmungsradien  q^ 
^s*  ?s  ^^^  letzteren  in  den  Punkten  /^|,  ...  als  gegeben  voraussetzen 
und  mit  Hilfe  der  früheren  Entwickelungen  diejenigen  Grössen  bestim- 
men, von  welchen  die  Krümmung  der  windschiefen  Fläche  in  den  Punkten 
von  g'  abhängt. 

Zunächst  wird   der  Centralpunkt   O'q,    die  Bichtung   der  kürzesten 

DiBtanz  ffoO^  nnd  die  Schränkung  —  für  g'  zu  berechnen  sein.* 

Es  sei  r,,ji==r,e  — a,  g>«i  =  g?,- ^i,  gj**  =  V«  +  g>i»  ^o  ''«  ^"^  9>« 
die  firühere  Bedeutung  haben. 

*  VergL  S.  18  die  couBtructive Lösung,  welche  Mannheim  hierfür  gegeben 
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Durch  die  drei  bekannten  Tangentialebenen  t^g'^  t^  i^  der  Fläche 
fF  und   ihre  Berührungspunkte  P',,  Fg,  F,   mit  derselben  sind  gegeben 

'"w  ''öl  '■»II     Vi«»  9>ö»  Vsi» 
Durch  sie  sind  «,  r^,  r,,  r,;  q>^^  g>^,  9,  auszudrücken. 
Nach  Gleichung  1)  ist 

Statt  r^  =  ».tg(P2  schreiben  wir 

i        12  -^fvv-i      ^12/  l  +  tgq>^.igq>,2  s  +  rt.ig^ti 

oder 

'•1*  ^9i2  —  '"i  ''12  'fl' Vi«  =  * •  '"i«  -  **•  '^  V12  • 
für  r^  =  s.(gip^  analog 

''1*  ^V«  +  '•i'^si  ft'Vsi  =«.^31  -  s'./^qp,,. 
Hieraus  folgt 

^i.'^9>i«.'^Vsi[''i2  +  '-si]  =  *  I-  '•1«  'i^Vai  +''si  'PVisl 
oder,  weil 

'*I2  +  ''31  =  ^  ''2  + ''s  ==  '"82  ~  ~  ''«« 
ist, 

2)  r  =s.  '•|^^^<P.<n^''Mi^gVi2^ 

f 
Da  ~  =  /^g),  ist,  liefern  2)  und  analog  gebildete  Formeln  die  Winkel 

Vi»  V29  Vs*     Damit  ist  die  Richtung  der  kürzesten  Distanz  bestimmt 
Wir  bilden  analog  2) 

^    ^^      ''>I^^Vl2'-''l«^gV«3 
*  ^8l'^Vl2^V28 

und  erhalten  durch  Subtraction  dieser  Gleichung  von  2) 
^^    ^     ^       i^u  ^^Vai  -  ''si  ^^yi«)^3i  ^OVn  —  (^9s  ^y  V12  —  ''12  ^g  Vsi)  ^as^^Vai 
1  ^  —  ^^1  ^g V12  ^g^Vga  ^  '-'«8  ^g Vsi  ^^ V18  +  ''12  ^y V2»  ^^Vai  [''si  +  ''23] 

*  '•l2-''2S-''8l-'Ö'Vl«-'^V28-'PV31 

Mithin  ist  die  Schränkung  von  g 

3x  1  =  —  ''^2  ^^g  Vi«  +  ''^8  ^^y  V23  +  ''^si  <^^^  Vbi 

^  ^li  '  ''28  •  ''81 

Aus  2)  und  3)  ergiebt  sich  unmittelbar  der  Werth  für  Tj...  und 
damit  die  Lage  des  Centralpunktes. 

Wir  gehen  nunmehr  daran,  die  Winkel  2l|,  2A,,  2I3,  welche  die 
Asymptoten  /j,  /g,  /g  ^®'  windschiefen  Fläche  in  /^, ...  mit  ^',  bilden, 
zu  bestimmen.  Die  Winkel  2^'^,  2k\^  2^3,  welche  g'  mit  ^|,  ^,  /j  ein- 
schliesst,  und  die  Winkel  f|,  f^»  ^s«  welche  die  Flächennormalen  N^,  iV^, 
iVg  —  d.  s.  die  Lothe  der  Ebenen  ^ifir'...  in  P\  ...  —  mit  den  Hanptnor- 

Digitized  by  ^^^^^.^..^ 
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malen  »i,  n,,  n^  der  Leitearven  in  diesen  Punkten  bilden,  sind  als  bekannt 
zu  betracbten. 

Die  Ebene  t^N^  ist  ein  Normalschnitt,  die  Ebene  t^n^  ein  schiefer 
Schnitt  der  windschiefen  Fläche ;  der  Neigungswinkel  beider  ist  £, ,  sonach, 
wenn  wir  ^2i',  den  Krümmungsradius  des  Normalschnittes  nennen, 

cos  £j 

und  nach  Gleichung  VI) 

^^'*      ro^Vi ' «"  2  ;L',  «tVi  (2  k\  -  2  Ai) ' 


also 


2ß,  _      s  5i/i2A,  

C05  fj      cos^  qpj '  «m  2  k\  {sin  2  A',  cos  2  ilj  —  cos  2  A',  siw  2  A, ) 

=  _L_         ^  1 

~  cos^  <Pj '  sin«  2  k\  dg  2  A,  —  c/^  2 1\ ' 
folglich 

*      cos*gpj.^j.si;r2ii  ' 

Nun  lässt  sich  das  Krömmungsmass j-^  ,  . . .  der  von  g'  erzeug- 
ten windschiefen  Fläche  in  den  Punkten  P\  ...  sehr  leicht  durch  die 
Grössen  Ti^...,  <Pi2--'  ausdrücken,  so  dass  wir  bei  Berechnung  der 
Winkel  2Aj...  nicht  auf  die  Formeln  2)  und  3)  zurückzugehen  brauchen. 
Wir  erhalten  nämlich  durch  Subtraction  je  zweier  der  Gleichungen  1) 

cosq>^cosq>^         *'  cos  gp,  cos  973  cos  gjj  cos  <jp^ 

Dividiren  wir  das  Product  des  ersten  und  letzten  dieser  Ausdrücke  durch 
den  mittelsten,  so  ergiebt  sich 

s 


6) 


cos-  (ff^      sin  <p^  siu  tp^^  r^  * 


woraus  ohne  Weiteres  der  Werth  des  Erümmungsmasses  folgt. 

Wir  können  nunmehr  die  Grössen  s,  r,  ...,  t),  ...,  2A|...  als  gegeben 
ansehen  und  gelangen  zu  dem  letzten  Theile  der  Aufgabe,  welcher  seiner 
Wichtigkeit  wegen  besonders  präcisirt  werden  mag: 

Von  einer  Erzeugenden  g'  einer  windschiefen  Fläche 
sind  Schränkung,  Centralpnnkt  und  Bichtung  der  kür- 
zesten   Distanz,    sowie    die   Asymptoten    /|,   y\y   y\    dreier 

Punkte  P\^  P\^  P\  gegeben.     Es  ist  die  Schränkung  —  des 

conjngirten    Elements,    der  Winkel    1/;,   welchen   die  Stric- 
tionslinie   mit   der  Erzeugenden   g   bildet,   und   die  Grösse 

-T   zu  bestimmen.  (^ r\r\r^\o 

d  Digitizedby  VnOOyiC 
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Ana  Gleichung  XIV)  folgt: 

ds 
'-cos^fPi.a  +  sinip^co^ip^.6.(g^,-j  +  2ctg2k^cosipi.6.ig^  =  s^ 

ds 

—  cos^<p^,6  +  sin<p^cosip^.6.  fg^.'-r  +  2ctgik^  cosip^.aJg^lf^Sy 

ds 

—  cos*(p^.a  +  8in(p^cosq>^,aJg'tf/.  -f  +  2  cig2jL^cosq>^.aJgflf^s. 

In   diesen  Gleichungen   fassen   wir   <y,  aJg^^   ö.tg^,—  als  Unbekanate 

d 

auf.     Die  Determinante  der  Coefficienten  ist 
—  cos^ q>^ ,    5m 9j  cos (p^]    2  cig2li  cos 9, 
zf  =   —  cos^ip^ ,    sm g)j  cos gpj ,    2cig2li^  cos <p^ 
-  cos*  g>3 ,    sin  q)^  cos  93 ,    2  ctg  2 1^  cos  93 
=  2  cos <p,  cos gpj  cos q)^  [c(g 2 Aj  *fw (p^  +  ctg2l2  sin qpjj  +  clg 2 ij  5iw  cjp,^] . 


Setzen  wir  0=—-^   cig^lf 


Zg.tgyff 


—  5 ,    ff'n g)i  cos <p, ,    2  cf^2 A|  cos <p, 

—  Sy    sinq)2Cosg>^y    2cig2k^rosq)^ 

—  s ,    sin  g>3  cos  cjPg ,    2  c/^  2  A3  ros  qoj 
=  2  s  [c/^  2  A^  cos  q>^  cos  q)^  sin  tp^  + 

2c/^2A|  cosip^ 


SO  ist 


+...1. 


•^cos*q>^y 


'—cos*q>^y    s,    2c/^2A2  rosqpg 


^«f.ffV^^ 


—  cos«<p3,    s,    2c/^2^cos<;p3 
=  2s[c/^2A|  cos <;e>|  sin (p*  smg)^  +  • . •  +  • 
'*«»       stfi  9)|  cos  <)p|  ,    s 
sintp^cosq)^^    s 


—  cos'q>^y 

—  cos*  9^2 , 


Sonach  ist 


<F  =  - 


—  cos^  9)3 ,    Sf «  9)3  cos  g?3 ,    s 
» s [sw g),2  cos<;pj  cosq>^  +  ,,.  +•••]• 

s  c/^2  A|  cos  y,  ro<  y^  siw  <Pg3  +    . . 


7) 


c/^2AiSiViyg3  +  ... 


cosg>i  cosip^  ^osq>^ 

^ ctg2k^  r^  cosq>^  +  . . 

""     c/^2 A|  sin ^33  +  ...     ' 
wo  der  letzte  Ausdruck  durch  Berücksichtigung  der  Formeln  5)  gefunden 
wird.  —  Ferner  ist 


8)  tot(;  =  i  sinq>^cosq>^cosq>^  +  ,,. 

)  *yW       * '  c/gf  2  A,  cos  gpj  cos  9*^  sin  q>^  + . 


sinq>^ 
costp^ 


2  'clg2kir^cosq>^+  ,,. 


ds_       c/gr2 Aj  cos <p^  sin <p^  sin  qpg3  +  . . .  _  2    rtg2ki  ^m^*^<P*^  +  -    • 
d  *        ros  yj  cos  g>3  si/i  g)23 +  .. .  s  '  sin  q)^^ 

costp^ 

Hiermit  ist  die  gestellte  Aufgabe  gelöst.  —  Aus  den  Formeln  7),  8),  9), 
welche  sich  vielfach  modificiren  lassen,  entnehmen  wir  Folgendes: 
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^^^>.rH^*^\J  ^>^.^v^^^s^^^^^^ 


Die  Bedingung  dafür,  dass  die  oscnlirende  Begelfläche  zweiter  Ord- 
nung in  der  Braeugenden  g'  ihren  Scheitel  hat,  mit  anderen  Worten, 
dasB  in  den  g'  benachbarten  Elementen  die  Schränkung  constant,  also 
if«  =  0  iat,  ist 

10)  cigil^  r^$in<p^  +  ...  =  0. 

Die  osculirende  Begelflftche  ist  ein  hyperbolisches  Paraboloid,  sobald 

11)  cigili8inq)^+...  =0 

ist.     Die  Strictionslinie  schneidet  g   senkrecht,  falls  sich 

12)  cigil^r^€08fp^  +  ,..  ==0 
erg^ebt.     Dann  ist  das  osculirende  Paraboloid  gleichseitig. 

Soll  die  Strictionslinie  die  Erzeugende  g'  berühren«  also  die  wind- 
schiefe Fläche  in  g'  abwickelbar  sein,  so  muss  die  Gleichung 

13)  !^lfa+Ü!ii:a+f!!^=o 

cosg>^      eos<p^      costp^ 
bestehen. 

In  der  That  folgt  aus  13)  und  der  aus  der  identischen  Gleichung 
rjj+rjj+''8i==  ^  folgenden  Belation 

14)  sin  {p^  cos  9j  4*  ^^  9^31  ^^^  9^9  4*  ^i"  9n  ^^^  ^s  ^  ^  i 

ako  nach  3) 

1 

—  ==00. 

s 
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ni. 

Ein  Ortsbestimmnngsproblem  der  sphärischen  Astronon^ie« 

Von 

Dr.  Siegmund  Günther, 

GymnAsUlprofewor  in  Ansbach. 


Hienn  Taf.  I  Fig.  10  —  12. 


§1. 
Genesis  des  Problems. 

Die  sphärische  Astronomie  pflegt  in  neuerer  Zeit,  seitdem  die  so 
sehr  erhöhte  Genauigkeit  der  Beobachtnngs-  und  Messnngsmethoden  dies 
ermöglicht,  die  Coordinaten  eines  Himmelsortes  wenigstens  für  eines  der 
drei  gebräuchlichen  Systeme,  für  dasjenige  des  Aequators,  direct  zu 
bestimmen.  In  früheren  Zeiten  war  dies  anders;  angesichts  der  Schwie- 
rigkeiten ,  mit  denen  jede  Ortsbestimmung  verknüpft  war,  pflegte  man  nur 
eine  gewisse  Anzahl  von  Fundamentalsternen  scharf  zu  bestimmen  und 
diejenigen  Punkte,  deren  Lage  gerade  zu  fixiren  war,  durch  gemessene 
Abstände  mit  jenen  ersteren  zu  verbinden.  Hierzu  jedoch  waren  noch 
immer  gute  Instrumente  erforderlich,  und  insbesondere  war  es  Tjcho 
Brahe,  der,  wie  z.B.  aus  der  interessanten  Darstellung  von  Locky  er  ^) 
ersehen  werden  kann,  seinen  Sextanten  speciell  zu  dieser  Aufgabe  be- 
stimmte. Beobachter  jedoch,  denen  ein  eigentlicher  astronomischer 
Apparat  mangelte,  sahen  sich  völlig  ausser  Stande,  den  Ort  irgend  eines 
merkwürdigen  Gestirns  anders,  als  durch  eine  oberflächliche  Beschreibung 
anzugeben,  und  ähnlich  ist  auch  heute  noch  die  Situation  f^r  Viele,  die 
gleichwohl  gern  in  der  Lage  wären ,  die  Ortsbestimmung  z.  B.  für  Meteore 
und  ähnliche  Himmelserscheinungen  in  einer  für  die  Forschung  selbst 
verwendbaren  Weise  anzugeben. 

Der  geistvolle  Lehrer  Kepler's,  Michael. Mästlin,  verfiel  auf 
ein  Verfahren ,  ohne  Zuziehung  anderer  Hilfsmittel,  als  sie  sich  im  Besitz 
eines  Jeden  zu  befinden  pflegen,  diese  anscheinend  so  schwierige  Aufgabe 
zu  lösen.  Selbst  tüchtiger  Theoretiker  und  feiner  Beobachter,  verfügte 
er  doch  lange  Zeit  hindurch  über  gar  keine  Instrumente  und  sah  sieb  so 
gezwungen,  durch  allerlei  Auskunftsmittel  diesem  Mangel  abzuhelfen. 
So  bediente  er  sich,  was  damals  noch  ganz  neu  war^  einetJJ^r^  nq;^den 
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scheinbaren  Durchmesser  der  Sonne  zn  bestimmen  ^).  Als  aber  im  Jahre 
1572  der  bekannte  nene  Stern  in  der  Cassiopeja  aufloderte,  dessen 
Erseheinen  sftmmtliche  Astronomen  zu  eingehenden  Untersuchungen  und 
vorerst  also  zu  möglichst  exacten  Ortsbestimmungen  herausforderte, 
wünschte  auch  Mästlin  nicht  zurtlckzubleiben  und  erdachte  eben  die 
sehr  einfache  Methode,  von  welcher  hier  die  Bede  sein  soll. 

Kästner,  der  einzige  unter  allen  uns  bekannten  Historikern,  wel- 
cher dieser  Methode  Erwähnung  thut,  schildert  dieselbe  mit  folgenden 
Worten'):  „Mästlin  sucht  zwey  Paar  Sterne,,  mit  deren  jedem  der 
Planet  in  einer  geraden  Linie,  eigentlich  Bogen  eines  grössten  Kreises, 
erseheint.  Die  Bechnung  daraus  ist  mühsam,  das  Verfahren  braucht  aber 
keine  Werkzeuge,  und  giebt  soviel  Genauigkeit,  als  Werkzeuge  geben.'' 
Mit  besonderem  Glücke  setzte  Mästlin  diese  seine  Idee  bei  der  Bestim- 
mung des  genannten  neuen  Sternes,  sowie  bei  derjenigen  des  Cometen 
von  1577  ins  Werk«  Tyeho  Brahe,  der  in  seiner  berühmten  Mono- 
graphie des  Cassiopeja -Sternes  zusammenbrachte,  was  nur  irgend  über 
dieses  Phänomen  geschrieben  worden  war,  räumt  in  der  sehr  umfang- 
reichen Literatur  der  kleinen  von  Mästlin  verfassten  Abhandlung  einen 
Ehrenplatz  ein,  da  ihr  Autor,  mit  Nichts  weiter,  als  mit  einem  Faden 
zur  Feststellung  des  Alignements  versehen,  weit  mehr  geleistet  habe,  als 
Andere  mit  den  besten  Instrumenten^).  Es  fand  sich,  dass  der  Stern 
einerseits  mit  einem  Sterne  im  Knie  der  Cassiopeja  und  einem  ebensol- 
chen am  Ellenbogen  des  Cepheus,  andererseits  mit  zwei  Sternen  im  Stuhl 
der  Cassiopeja  und  im  Fusse  des  kleinen  Bären  in  ein  und  demselben 
Hauptkreise  sich  befand,  wie  sich  eben  durch  Vorhalten  eines  straff 
gespannten  Fadens  vor  das  Auge  constatiren  Hess.  Als  Ekliptikcoordi- 
naten  ergaben  sich  für  die  vier  Normalsterne  den  bekannten  Stern  Ver- 
zeichnissen zufolge  die  nachstehenden  Werthe:  46<'22'  lat.  ;?.,  620  35^30" 
tat.n.,  hl^l^'W lat.  n.y  29®  51' 30" /a/.  «.,-  die  Längen  wurden  nach  da- 
maligem Gebrauche  zu  ll<>5r«,  27^30' 30" y,  29®ir30"Y  ^^^  13<^34'<Q, 
angegeben;  dies  giebt,*  da  die  Zählung  vom  Widderpunkte  ausgeht  und 
jedes  Zeichen  zu  30®  zu  rechnen  ist,  resp.  41®  57' /o«^.,  27®  30' 30" /o«y., 
29^11' 30"  long.,  133®  34'  long.  Hieraus  berechnet  sich  nach  Mästlin  die 
gesuchte  Position  zu  53*  39'  in  nördlicher  Breite  und  zu  7®  38'  in  Länge  ^). 

Ins  Geometrische  übersetzt,  hat  Mästlin's  Problem  somit  diese 
Fassung  zn  erhalten: 

Es    soll    in   einem  sphärischen   Viereck,    dessen   Ober- 
fläche geringer  ist,   als   die  einer  Halbkugel*,   der  Durch- 

*-  Wir  führen  diese  beschiAnkende  Bedingung  hier  lediglich  deshalb  ein,  um 
das  Resultat  su  einem  eindeutigen  zu  machen,  da  sonst  immer  noch  ausdrücklich 
bemerkt  werden  mfisste,  welcher  von  den  beiden  Schnittpunkten  der  gesuchte  ist, 
NatOrlich  ist  es  der  mit  den  gegebenen  vier  Punkten  auf  der  nämlichen  HalM^ 
kugel  liegende.  ^    ^     y  ^ 

4* 
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schnittspnnkt  der  Diagonalen  gefunden  werden,  sobald 
die  Coordinaten  der  vier  Eckpunkte  mit  Bezug  auf  ein 
irgendwie  gewähltes  sphärisch-rechtwinkliges  Axensjstem 
gegeben  sind. 

Dass  die  sphärisch  •  trigonometrische  Lösung  dieser  Aufgabe  von 
Mästlin  nur  auf  Umwegen  und  mittelst  eines  ermüdenden  Calculs,  der 
mehrere  Grossfolioseiten  in  Anspruch  nimmt,  erbracht  ward,  ist  Käst- 
ner^ n  (s.  oO  zuzugeben.  Die  zu  Gebote  stehenden  Sinustafeln  waren 
schwer  zu  behandeln,  von  Bechnungsvortheilen  kannte  man  höchstens 
die  Prosthaphäresis*,  und  zudem  musste  jeder  Schritt,  den  die  Rechnung 
machte,  durch  eine  Construction  gestützt  werden.  Allein  auch  heutzu 
tage  noch  wird  auf  trigonometrischem  Wege  nur  sehr  langsam  das  Ziel 
erreicht  werden,  da  insgemein  alle  Fragen  sphärisch -polygonometrischer 
Natur  auf  verwickelte  Formeln  zu  führen  pflegen.  Es  wird  sich  daher 
empfehlen,  einen  andern  Weg  der  Auflösung  zu  betreten.. 

Ehe  wir  jedoch  hierzu  übergehen,  sei  noch  daran  erinnert,  dass  diese 
Methode,  den  Ort  eines  Sternes  festzulegen,  nur  geringen  Fehlern  aus- 
gesetzt ist.  Auch  ohne  Hilfe  der  Differentialrechnung  lässt  sich  dies 
durch  eine  einfache  geometrische  Betrachtung  zeigen.  Sei  aBCD  (Fig.  10) 
das  Viereck,  dessen  Diagonalen  AC  und  BD  in  ihrem  Schnittpunkte  S 
den  gewünschten  Ort  ergeben;  als  einzig  denkbare  Fehlerquelle  ist  dann 
wohl  die  anzusehen,  dass  die  Verbindungslinie  AC  oder  BD^  oder  beide 
Kreise  zugleich,  nicht  genau  durch  Aen  Punkt  S  hindurchgehen,  dass 
also  nicht  5,  sondern  S^  eigentlich  in  jenen  Durchschnittspunkt  zu  liegen 
kommt.  Die  Distanz  SS^  wird,  wenn  der  Beobachter  nur  einigermassen 
genau  verfährt  und  zugleich  eine  tüchtige  astrognostische  Kenntniss  besitzt, 
niemals  irgend  beträchtlich  werden  können.  Wären  andererseits  die  vier 
Ecksteme  im  Sternkatalog  nicht  hinreichend  genau  verzeichnet,  so  dass 
etwa  nicht  A^  B,  C^  D  (Fig.  11)  als  die  genauen  Positionen  zu  betrachten^ 
diese  vielmehr  bezüglich  nach  A\  B'^  C\  D'  zu  verlegen  wären ,  so  dürfen 
doch  jedenfalls  AA\  B  B\  C(f^  DD'  als  sehr  kleine  Bogenstücke,  praktisch 
soDach  als  Differentiale  gelten.  Schneiden  sich  die  beiden  Kreise  AC 
und  Ä C  in  T,  so  kann  das  unendlich  schmale  Kugeldreieck  AA'T  mit 
einem  ebenen  Dreieck  vertauscht  werden,  und  zieht  man  noch  ^8  parallel 
a'A^  so  gilt  die  Proportion  Ä A\S^s  ==  A'TiS^T^  woraus  ^s<,A'A  folgt. 
Da  aber  der  Unterschied  zwischen  S^S  und  ^s  jedenfalls  unendlich  klein 
von  der  zweiten  Ordnung  ist,  so  ist  auch  S'S^A'A  und  demnach  um  so 
mehr  eine  sehr  kleine  Grösse.  Dem  Verfahren  lässt  sich  also,  wie  bereits 
Mästlin  und  Tycho  aus  den  dadmrch  erzielten  Ergebnissen  geschlossen 
hatten,  erhebliche  Genauigkeit  nicht  absprechen. 

*  M&Btlin  erlebte  noch  die  Erfindung  der  Logarithmen,  verhielt  sich  aber 
gegen  dieselben,  die  ihm  Kepler  nicht  genag  anpreisen  konnte,  ablehnend,  weil 
er  sich  vollem  Yeretändniase  der  Neuerung  nicht  mehr  gewachsen  glaubtev>^^ 
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§2. 
Analytiloh-geometrisohe  LOmng  der  Au^be. 

Wir  wählen  das  Centram  der  Himmelskngel  zum  Ursprung  eines 
orthogonalen  Coordinatensystems ,  dessen  positive  Z-  nnd  F-Axe  resp. 
durch  den  Pol  der  Ekliptik  nnd  durch  den  Widderpunkt  hindurchgehen. 
Bezeichnet  man  sodann,  wie  gewöhnlich,  die  astronomische  Länge  durch  /, 
die  astronomische  Breite  durch  6,  so  hat  man  folgende  Transformatione- 
formein  (die  Längen  in  der  Ordnung  der  Zeichen  gerechnet): 

y  =  co8lcosb^     a:*  +  y'+t*=5l, 
z  =  sin  b. 

Die  Coordinaten  der  vier  Punkte  A^  Cy  B^  D  mögen  in  der  Weise 
unterschieden  werden,  dass  ihren  —  rechtwinkligen  oder  polaren  — 
Coordinaten  in  der  angegebenen  Reihenfolge  resp.  die  Indices  1,  2,  3,  4 
angehängt  werden. 

Die  Gleichungen  zweier  Ebenen,  welche  einerseits  durch  den  Mittel- 
punkt der  Kugel,  andererseits  bezüglich  durch  die  Punkte  A^  C  und  B^  D 
hindurchgehen,  sind  bekanntlich  folgende: 

:0, 


z  =  0. 


Gehen  wir  zu  Polarcoordinaten  über,  so  lässt  sich  die  dritte  der  in 
jeder  Gleichung  vorkommenden  Determinanten  leicht  auswerthen,  denn 
es  ist 


x  + 

-H    Vi 

-«4     Vi 

*  + 

's     -*8 
*4     -«4 

*4     ^4 

Vi 


=  cos  ftj  cos  frg  sin  (/^  —  /g). 


sin  /|  cos  b^  cos  \  cos  6^ 
sin\cosb^  cosl^co, 
Bei  den  anderen  beiden  Gleichungsdeterminanten  bleibt  nur  die 
direete  Ausrechnung  übrig,  und  man  findet  so  als  die  beiden  Bedingungs- 
gleichungen, aus  welchen  b  und  /,  d.  h.  die  beiden  dem  gesuchten 
Schnittpunkte  zugehörigen  Polarcoordinaten  zu  berechnen  sind,  die  nach- 
stehenden : 

{sin /|  cos  6j  sin  b^  —  sin  l^  cos  b^  sin  bj)  cos b  sin l 

I)  -f  {cos  l^  cos  6j  sin  b^  —  cos  /,  cos b^  sin  b^  cos  bcosl 

+  cos  /j  cos  /j  sin  {b^  —  6g)  sin  6  =  0, 

{sin  ^  cos  6g  sin  b^  —  sin  l^  cos  b^  sin  6j)  cos  b  sin  l 
n)  +  {cos  /j  cos  63  sin  b^  —  cos  l^  cos  b^  sin  /j)  cos  b  cos  l 

+  C0S/3  cos  l^  sin  {63  —  b^)  sin  6  =  0. 
Dass  diese  beiden  Gleichungen   die   richtigen  sind,   lehrt  uns  eine  sehr 
einfache  Controlrechnung.  Für  den  Fall  nämlich,  dass  *i=  —  ^g==^=""Me 
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l^  =  l^y  /8  =  /s  ^Kre,  müssten  sieb,  wie  ein  Blick  auf  Fig.  12  darthnt,  die 
Diagonalen  auf  der  Ekliptik  darchschneiden ,  so  dass 

wäre.     Führen  wir  die  angedeutete  Specialisirting  oben  durch,  so  nehmen 
unsere  Bestimmungsgleichungen  diese  Qestalt  an: 

5m  sT  cos  6j  {sin  l^  —  sin  /j)  cos  b  sin  l  +  sin  b^  cos  b^  {cos  /j  —  cos  /g)  cos  b  cos  l 

—  cos  /j  cos  6j  sin  2  b^  sin  6  =  0, 

sin  b^  cos  b^  {sin  l^  —  sin  l^)  cos  b  sin  l  -|-  sin  b^  cos  b^  {cos  l^  —  cos  l^)  cos  b  cos  l 

—  cos  /j  cos  l^  sin  2  b^  sin  6  =  0. 

Da    der    Voraussetzung    gemäss    6^  =  6^,    sinl^-^sinl^sssinl^-^sinl^^ 
cos  l^  —  cos  l^  =  cos  /g  —  cos  /j ,  so  folgt  durch  Addition 

2  cos  /]  cos  /,  sin  2  63  sin  6  =  0, 
und  dem  kann  nur  durch  6  =  0  gentigt  werden.    Fuhrt  man  diesen  Werth 
von  6  in  der  ersten  Gleichung  ein,  so  erhält  man 

sin  6 2  cos  63  {sin  l^  —  sin  l^)  sin  l  =  —  sin  6,  cos  6j  {cos  /j  —  cos  /,)  cos  l , 

COSli-'COSl^ 

wie  behauptet  worden  war. 

§3. 

Adapürung  der  Lösung  flr  den  logarithmischen  Calcnl. 

Die    directe  Auflösung    der  Gleichungen   I)    und   II)    wird,    wenn 

zugleich   den  Ansprüchen    des  Bechners  möglichAe  Rechnung  getragen 

werden  soll,  in  folgender  Weise  zu  bewerkstelligen  sein.    Man  setze 

sin  /j  5m  63  esr  Tj  sin  g>^ ,     cos  t^  sin  6^  =  q^  sin  tf/^ , 

sin  /j  cos  62  =  r^  cos  g)^ ,     cos  /^  co5  63  =  q^  cos  i^^  , 

5m  /g  5m  6^  =  Tg  sin  g>^ ,     co5  /g  sin  b^  =  ^^  5m  ^^ , 

51«  /^  C05  6^  =  Tg  C05  9, ,      eOS  l^  cos  6^  =  ^j  C05  ij/g , 

also 

(^^^h     .       ,       \              sinh  sinbiA.\ 
;t^ /<.«?**+.;,     r,= ^^— +      (.  =  1,2), 

/  cosli    ,       ,       \              coslisinbiti      .       ^   ^^ 
n„=arctang[~^^lan9b,^,y     ,, ^r^     (.  =  1,2). 

Diyidirt  man  dann  noch  I)  und  II)  jeweils  durch  0056,   so  ergeben 
sich  die  neuen  Gleichungen 

III)       Tj  sin {(p^  —  6j)  sini  +  ^,  5m(^i— 6^)  eosl  +  ^/fl«g'*'^=^*!j)OQle 
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IV)        Tg  sin  (^2 — dg)  sin  /  +  ^j  sin  (tj;, — 6g)  cos  1  +  M^  fang  6  =  0. 
Der  Kürze  halber  ist  hier 

cos  /,  cos  /j  sin  (6^  —  62)  =  M^ ,     cos  /g  cos  l^  sin  (6g  —  64)  =  A/g 
gesetzt  worden.     Abermals  setzen  wir,  llfanlich  wie  oben, 

Tj  sin  (9j  —  6j)  =  Ä  cos  O,     q^  sin  (tp^  —  6j)  =  Ä  sin  <P, 
Tg  51« (92^*3)  =^  PcosW,     Q^  sin (^g  —  6g)  äa  P stn  W 
and  bekommen  so  statt  III)  nnd  IV)  resp. 

V)  Rsin{0  +  f)=^'-  M^iangb, 

VI)  Psin{W+l}=^^M^tangb, 

woraus  endlich  dnrch  Division  folgt 
Vm  sin(0+l)      M,P 

*"^  5I>I(^+/)       ^gÄ' 

Ist  bierans  /  berechnet,  so  folgt  ans  V) 

teni7(I80ö-6)=  ^  m(«  +  /), 

VIII)  6=  180^- «rc/a/i^  [^  «Vi(<P  +  /)J. 

Damit  wäre  die  Aufgabe  als  solche  gelöst;  da  jedoch  die  Gleichung 
VII)  keine  bequeme  Berechnung  des  Werthes  von  /  ermöglicht,  so  han- 
delt es  sich  zunächst  noch  darum,  die  Auflösung  derselben  in  eine  loga- 
ritbmisch  brauchbare  Form  umzugiessen. 

Denken  wir  uns  M^P  und  iIfgÄ,  wo  etwa  M^P^M^R  vorausgesetzt 
werde,  als  Masszahlen  zweier  Seiten  eines  geradlinigen  Dreiecks,  so  sind 
nach  Gleichung  VII)  (<P+0  und  (^+0  ^^^V*  ^®  jenen  Seiten  gegen- 
überliegenden Dreieckswinkel.  Die  MoUweide'sche  Tangentenformel 
ergiebt  aUo         to«y^[(y-h/)  ^  (0)+/)] ^  M^R--M^P 

^.        .^  ^«''^i[(^+0  +  (<I>+0]      M,R  +  M,P' 

Dies  eiebt 

oder,  wenn  noch  der  Bruch  zur  Rechten  gleich  0  gesetzt  wird, 

2     • 

Da  es  wünschenswerth  ist,  auch  den  Bruch  Q  direct  und  ohne  An- 
wendung Gauss 'scher  Logarithmen  berechnen  zu  können,  so  schlagen 
wir,  nachdem  der  Bruch  auf  die  Form 


IX)  l=::are  iang  \^0  fang — ^  J  — 


^+1 


M^R 
M^P' 


gebracht  ist,  einen  der  folgenden  beiden  Woge  ein.       DigitizedbyGoOQlC 


56  Ein  OrUbestimmungsproblem  etc.    Von  Dr.  S.  Oünthbb. 


!•    Wir  aeUen 

M,R      , 

und  bekommen 

Xa) 

Q  = 

=;7j+:— '•^(x-45^ 

2.  Wir  bedienen  nns  der  hyperbolischen  Functionen,  welche  bei  der 
Aufgabe,  den  Logarithmus  einer  Summe  zu  finden,  stets  mit  Vortheil 
gebraucht  werden*).     Es  sei  successive 


/^-Sin.,    /^-<5.1.> 


diese  Substitutionen  sind  zul&ssig,  insofern  der  hyperbolische  Sintis  alle 
reellen  Werthe  zwischen  0  und  oo,  der  hyperbolische  Cosinus  alle  reellen 
Werthe  zwischen  1  und  oo  anzunehmen  vermag.     Alsdann  wird 

und  diese  Formel  eignet  sich  um  deswillen  sehr  gut  fttr  die  Praxis ,  weil, 
wenn  Bxnu  und  Sofv  in  der  Tabelle  aufgeschlagen  werden,  die  für  die 
Lösung  erforderlichen  Werthe  von  €oft<  und  6tne  sofort  ebenfalls  ge- 
funden sind. 

Durch  die  Belationen  VII),  VIII),  IX)  und,  je  nach  Umständen, 
Xa)  oder  Xb)  ist  somit  die  eingangs  gestellte  Aufgabe  mit  der  in  sol- 
chen complicirteren  Fftllen  überhaupt  erreichbaren  Eleganz  gelöst.  Die 
Berechnung  des  Mftstlin 'sehen  Exempels  nimmt  hiernach  nicht  mehr, 
als  eine  Folioseite  in  Anspruch. 

Anmerkungen. 

1)  Lockyer,  Die  Beobachtung  der  Sterne  sonst  und  jetzt,  deutsch  y.  Siebert, 
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6)  Günther,  Die  Lehre  von  den  gewöhnlichen  und  verallgemeinerten  Hyper- 
belfunctionen,  Halle  1881.    8. 152flgg. 
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L   Dm  VerhältnisB  der  Hanptkrttmmungflradien  an  einem  Fläohen- 
pnnkte,  gemessen  durch  den  Winkel  der  zngelidrigen  Inflezions- 

tangenten. 

Sind  Uy  ßy  y  die  Cosinns  der  Winkel,  welche  eine  durch  den 
Punkt  {x^y^t)  der  Fläche  /"(o:,  y,  z)  =  0  gehende  Gerade  mit  den  recht- 
winklig angenommenen  Coordinatenaxen  bildet,  so  sind  die  Bichtnngen 
der  Inflexionstangenten   in   diesem  Punkte  bestimmt  durch  die  Gleich- 

und         K^r.+^Ty+yTjf-^f^+^f^+yf^-' 

Eliminirt  man  hier  etwa  a,  so  ergeben  sich  die  Coefficienten  der  resul- 
tirenden  Gleichung  als  Unterdeterminanten  der  erweiterten  Hess  ersehen 
Determinante 

A     fn 

/•«     /« 

fz     hl 

und  wenn  man  diese  in  der  Art  ausdrückt,  dass  man  dem  F  dieselben 
Zeiger  ansetzt,  welche  die  entsprechenden  Elemente  in  F  bei  f  haben, 
so  heisst  diese  Gleichung: 

nnd  liefert  sofort 

Durch  Einsetzen  in  die  erste  Gleichung  und  mit  Beachtung,  dass 
/i^i8  +  /i^»  +  A^88  verschwindet,  wird  dann  auch 

Indem  nun  so  die  Richtungen  der  zwei  Inflexionstangenten  des 
Näheren  bestimmt  sind,  erhält  man  hieraus  in  bekannter  Weise  für  den 
Winkel  der  Inflexionstangenten  oigitizedbyGoOgle 


F.« 


/■, 

f> 

/•» 

u 

f» 

u 

/» 

u 
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Je  nachdem  F  poBitiv,  Null  oder  negativ  ist,  hat  man  demnach  zwei 
verBchieden  gerichtete  oder  zwei  zusammenfallende  Inflexionstangenten, 
oder  ihre  Bichtnogen  werden  imaginär. 

Die  durch  die  Gleichung  F=0  dargestellte  Hesse* sehe  Fläche 
schneidet  die  gegebene  Fläche  /'ssO  in  der  Linie,  welche  die  Punkte 
mit  zusammenfallenden  Inflezionstangenten  enthält.  Da  ferner  der  lieber* 
gang  von  -P>0  zu  F<0  hier  nur  über  F^Q  erfolgt,  so  theilt  diese 
Schnittlinie  die  gegebene  Fläche  in  Zonen,  deren  Funkte  einerseits  je 
zwei  Inflexionstangenten »  andererseits  keine  solche  besitzen,  also  in  Hin- 
blick auf  die  zugehörige  Indicatrix  dort  hyperbolische,  hier  elliptische 
Punkte  sind. 

Endlich  sind  von  den  Punkten  mit  zwei  InflexionstaDgenten  noch 
diejenigen  hervorzuheben ,  bei  welchen  jene  sich  rechtwinklig  schneiden ; 
diese  sind  bestimmt  durch  die  Oleiohung  ^n  +  ^s^+'^ss^®« 

Zur  Bestimmung  der  Hauptkrümmungsradien  dienen  bekannt- 
lich die  Gleichungen 


0 

h 

A 

h 

fx 

/•»-* 

U 

fn 

f. 

/•«, 

/«-* 

A. 

h 

U 

U 

/«-* 

=  0    und    X<f  =  YfJ+r^+f^. 


Entere  giebt  entwickelt,  mit  den  bereits  gebrauchten  Bezeichnungen, 

(/i»+A»+/-,*).»*+(F„  +  f«  +  f«,).A-F=0, 
daher  mittelst  letzterer  für  einen  Hauptkrttnunnngsradins  (: 

9*^ 9' (A»+ A'+ZiT'    (/•,»+/•,»+ /'s»)* ~ 

Hieraus  folgt  sofort  einmal 

1    ^ F 

also  dass  für  F>0,  d.  i.  bei  hyperbolischen  Punkten,  die  beiden  Krüm- 
mungsradien entgegengesetzt  gerichtet  sind;  dann 


Qi    9»      (/."+/;»+/■,»)•/'• 

was  sehen  lässt,  dass  bei  Punkten  mit  zu  einander  senkrechten  Inflezions- 
tangenten die  beiden  Hauptkrümmungsradien  entgegengesetzt  gleich  sind. 

Für  JP=3  0,   d.  i.  bei  parabolischen  Punkten,  wird  —  =  0  oder  q^ 
unendlich  gross  und 
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Allgemeis  wird  durch  Aaflötasg 


.  7/i£u±ik±ikI*+iJ 
mithin  wegen  Früherem 


dann 


V 


Hieraas  folgt  endlich 


also  das  Verhältniss  der  beiden  Hanptkrümninngsradien,  durch 
den  Winkel  der  beiden  Inflexionstangenten  bestimmt,  und 
umgekehrt.  —  Dieses  Ergebniss  findet  seine  Best&tigong  in  der  Betrach- 
tung der  beiden  unendlich  nahe  ober-  und  unterhalb  der  Berührungs- 
ebene parallel  dieser  gemachten  Schnitte;  diese  sind  Hyperbeln  mit  den 
Inflexionstangenten  parallelen  Asymptoten,  deren  Hauptazen  durch  ihr 
YerhSltniss  die  Winkel  letzterer  messen  und  als  Sehnen  der  beiden 
Hauptkrtimmungskreise  im  Quadrat  hier  sich  verhalten  wie  die  zugehörigen 
Durchmesser  oder  Badien. 

Begensburg.  Prof.  Dietbioh. 


IL   Veber  Summen  und  Produote  yon  Veotoren  der  Ellipse 
und  verwandter  Curven. 

Die  bekannte  Zerlegung  von  o?"— y»  und  a?*+y"  in  Factoren  von 
den  Formen  ^^ 

a?— y,    x  +  y,    x^^2xy  cos hy* 

bat  bisher  nur  die  eine  geometrische  Deutung  erfahren ,  welche  den 
Namen  des  Cotes*schen  Theoremes  führt;  dagegen  scheint  unbemerkt 
geblieben  zu  sein,  dass  sich  aus  derselben  Quell«  verschiedene  Eigen- 
schaften der  Yectoren  von  Ellipsen  und  einigen  anderen  Curven  herleiten 
laasen.  In  der  That  bedarf  es  hierzu  nur  einer  kleinen  Umgestaltung 
der  gewöhnlichen  vier  Productenformeln;  für 

r  2        ^    ^    r  2  .«izedby Google 
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und   durch  amgekehrte  Anordnung  der  Factoren   entstehen  nXmlich  fol- 
gende Gleichangen. 
Fttr  gerade  n  ist: 

•     -yfT^\\        2        )    ~\        2        )    r 

nnd  für  angerade  n: 

(l+ij co5-jPj (s+n ^ö*  Tt)  * "  (g+i?gos  ""^    "^j 

(|+,co.^)(|+,co.^^)...(|+,co,i:i:i?lll) 

1    j/HY?EZ)'*"  _  (izVEEZ*)"* 

Hieratis  ergiebt  sich  eine  neae  Gmppe  von  Formeln,  wenn  man 
beiderseits  die  Logarithmen  nimmt  und  nach  $  differenzirt;  es  ist  nämlich 
bei  geraden  n: 

iJ_+_J! + l +    + l 

2  *!+<»..  2«^,.  4«^       ^,.  {«-2)« 

-^  l+»Jco»—      J  +  ijco»—  1  +  1!  CO« —!— 

o)  n  n  n 

1    1         f     (^+VF^*)'^'+a--/¥^^'*' 


3) 


4) 


+ 


2*1-1»     2^1^!^»  (H.^|i_,«)^-_(|_^j»_,.)*-' 


ß.  S+1JC05--        l  +  iyCO«—  i  +  flC08 

und  bei  vngeraden  n: 

11.  1  .  ^  ^ 


.  fi  +  1jC05—        |  +  iy  CO*—  l  +  «?co* — i— 


■2/F^»  (i+/i^*)*"+(i-/il=at;oogle 
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1  ,         .  1  .11 


fiv     l  +  IJ«^»»-       I  +  1JC0»—  I+1J  co*i 

o)  n  n  n 

Durch  wiederholte  Differentiationen  nach  $  können  daraus  weitere 
Formeln  hergeleitet  werden,  in  denen  linker  Hand  die  zweiten  oder 
höheren  Potenzen  der  obigen  Nenner  vorkommen. 

Nimmt  man  in  den  letzten  vier  Gleichungen 

und  multiplicirt  beiderseits  mit  b\  so  hat  man  Summanden  von  der  Form 

6« 


'•*  =  ■ 


kn^ 


10)  r,  +  r3  +  r,  +  ...  +  r«_t=^. 


a  +  J^o*— ^*.co*  — 
'^  n 

wobei  r^  geometrisch  den  Focalvector  bedeutet,  welcher  in  einer  aus  den 
Halbaxen  a  und  b  construirten  Ellipse  der  wahren  Anomalie  —  entspricht. 

Diese  Vectoren  besitzen  nun  folgende  Eigenschaften. 
Für  gerade  n  ist: 

n6   (a +<»)%" -(g— 6)%" 
2  •(a  +  6)H«  +  (a  — *)%»' 
nnd  fttr  angerade  n:  , 

11)  4r,+r,  +  r,  +  r,  +  ...+r.,i=-^.|^_^^^j^,^j^_^^^„, 

12^       rJ-rJ-rJ.        J-r  ,    ,,    _  »&    (,  +  6)%«  +  (a-fc)%« 

12)  r,  +  r,+r.+  ...+r,_,  +  ^r,  =  y.^^_^^^^,_^^_^^^,. 

Die  Summe  der  Oleichnngen  9)  nnd  10)  giebt  Dasselbe,  wie  die 
Summe  von  11)  und  12),  nimlich  fUr  jedes  »: 

.3)  i,.+..+,.+...+...,+,,.=,.(|±ai±ii=i^; 

das  nftmlicbe  Resultat  erhält  man  aus  Nr.  5),  wenn  man  2n  an  die  Stelle 
von  n  tfeten  iSsst. 

Bezeichnen  S^^  S^y  S^^  S^  die  in  Nr.  9)  bis  Nr.  12)  vorkommenden 
Summen  I  so  gelten  die  einfachen  Relationen 

14)  §)^  =  M»  =  f 

wonach  die  beiden  ersten  Quotienten  unabhängig  von  n  sind. 

Die  Gleichungen ,  welche  durch  Di£ferentiationen  von  Nr,  5)  bis  Nr.  8) 
entstehen,  führen  zu  analogen  Formeln  fttr  ^r^  £r^  u.  s.w.,  doph  sindL 
die  Ergebnisse  nicht  so  einfach.  DigitizedbyCjOOglC 
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Mittelst  der  Snbstitationen  $  =  a,  ri  =  ^a*  —  6*  ergeben  sich  aus  den 
Gleichungen  1)  bis  4)  die  folgenden  Prodactenformeln. 
Für  gerade  n  ist: 

15)  ''«''^^«•••'■«-«=(a+6)^»-(ö-6)%«' 

16)  rir3r5...r«^,  =  ; 


(<i  +  &)H" +  («-*)%"' 
und  für  ungerade  n: 

17)  r,r,rs...r,_i („  +  <,)%»  + (a_fr)Vi-  » 

Das  Prodact  aller  Stra,blen  ist  in  jedem  Falle 

19)  ror.r,...r.  =  ^-^-^^;j_^_^„. 

Auch  für  die  Centralvectoren  der  Ellipse  lassen  sich  ähnliche  Pro- 
ductenformeln  entwickeln,  wenn  man  von  der  Mittelpnnktsgleichnng 

a«  «««e  +  6«co5»Ö"~a»  +  Ä«  -  (a«-  6»)  ^0*20 
ausgeht;   so  findet  man   z.  B.  sehr  leicht,    wenn   Rk  den   Centralvector 

bezeichnet ,  welcher  dem  Polarwinkel  k  ^—  entspricht, 

20)  ^o^xi?,-i?--(2«6)yj^^^,),/_\^_,y.|. 

Drittens  möge  der  Fall  betrachtet  werden,  wo  der  Centralvector  q 
eines  Ellipsenpunktes  durch  die  excentrische  Anomalie  des  letzteren  aus- 
gedrückt ist,  also 

21)  ^«=:  a*  CO*«»  +  6«  5m»(o  =  ^[a«+6»+(a«-6«)  C05«cö]. 
Bezeichnet   ^it    den   Vector,    welcher   zur    excentrischen   Anomalie    k  ^~> 

gehört,  so  gilt  die  Formel 

1 


22)  Q,9,9%'-Qn^'^yab[{a^bf-^{a^bY-]. 

Dieses  Resultat  Iftsst  sich  noch  anders  deuten,  wenn  cd  nicht  alis  excen- 
trische  Anomalie,  sondern  als  Polarwinkel  für  den  Radius  vector  q  an- 
gesehen wird;  die  Gleichung  21)  repräaentirt  dann  die  Fusspunktcurve 
der  vorigen  Ellipse,  und  die  Vectoren  ^q,  ^|,  p,,  ...  bilden  mit  einander 
gleiche  Winkel,  was  vorhin  nicht  der  Fall  war. 

Ueberhaupt  können  die  Gleichungen  1)  bis  4)  auf  alle  Curven  an- 
gewendet werden,  deren  Polargicichungen  unter  einer  der  Formen 

r^^a  +  ßcos9  oder  rM=  cr  +  /5cos2^ 
enthalten  sind.  . ,.  .Ö.^^^Öi|iloh. 
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nL  lieber  umultan  convergirende  nnd  divergirende  Eeiben.  • 
Obgleich  der  Satz,  dass  die  beiden  anendlichen  Reihen 

gleichzeitig  convergiren  oder  divergiren,  bereits  in  Canchy*8  Cours 
ttJnalyse  alg.  (1821)  vorkommt,  so  ist  derselbe  bis  jetzt  doch  ein  Unicnm 
geblieben;  vielleicht  gewährt  deshalb  der  Nachweis  einiges  Interesse,  dass 
beliebig  viele  solcher  Sfttze  aus  einer  gemeinschaftlichen  Quelle  hergeleitet 
werden  können. 

Bezeichnet  fp{x)  eine  endlich  bleibende  eindeutige  Function ,  welche 
von  «eaa  bis  d? SS 00  stetig  abnimmt,  ohne  negativ  zu  werden,  und  ist 
femer  od 

1)  J^Jtp{x)dx, 

a 
so   folgt  nach  einer  bekannten  Schlussweise  (am  einfachsten  geometrisch 
durch  Zerlegung  der  Fläche  /  in  Streifen  von  der  gleichen  Breite  1) 

2)  7<^(a)  +  9,(a  +  l)  +  9(«  +  2)  +  ...</+(p(«). 

In  das  Integral  1)  führe  man  statt  x  eine  neue  Variabele  y  ein  mittelst 
irgend  einer  Substitution  von  der  Form  xs=f{y)^  so  dass 

fg>{x)  dx  ^fg> iny)-]  Ay)  äff 

wird,  wobei  <p[f{y)]f\y)  kurz  mit  t/;(y)  bezeichnet  werden  möge.  Wählt 
man  f(j/)  so ,  dass  den  Grenzen  xs^a^  o:  =  oo  die  Grenzen  y  =  ^,  y  =  oo 
entsprechen  und  dass  t^(y)  von  y  =  b  bis  y=3Q0  stetig  abnimmt,  ohne 
negativ  zu  werden,  so  hat  man  für 

CD 

J^J^{y)äy 

die  analoge  Ungleichung 

3)  7<f,^(6)  +  ^(^+l)  +  ^(6  +  2)  +  ...<J+^(6). 

Aus  den  Relationen  2)  und  3),  in  denen  zur  Abkürzung 

i     j^g,(a)  +  <p{a  +  l)  +  g>{a  +  2)  +  ..., 
^  \     ^=*(6)  +  *(^  +  l)  +  *(6  +  2j  +  ... 

•ein  möge,  ergeben  sich  durch  Elimination  von  /  die  neuen  Ungleich- 
ungen 

welche  sofort  erkennen  lassen,  dass  A  und  B  entweder  gleichzeitig  end- 
lieh oder  gleichzeitig  unendlich  gross  sind,  dass  also  die  Convergenz  oder 
Divergenz  der  Beihen  in  Nr.  4)  gleichzeitig  stattfindet.  DigitizedbyCnOOQlC 
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Beispielsweise  sei  a^l^  a;  =  2y;  dies  giebt  6  =  0,  t//(^)  =  /2.2V9)(29), 
und  die  beiden  Reihen  sind 

9(1) +  9(2) +  9(3) +  9(4)  +  ..., 
/2{l9(l)  +  29(2)  + 49(4) +  89(8) +  ...}; 
nach  Weglassang  des  einflnsslosen  Factors  12  und  für  9  (n)  =  U|,  hat  man 
jetzt  den  anfangserwähnten  C auch 7' sehen  Satz.    Eine  Erweiterung  des- 
selben entsteht  für  a  =  1 ,  x^kv^  wo  k  eine  ganze  positive  Zahl  bedeutet; 
die  beiden  Reihen  sind  in  diesem  Falle 

9(l)  +  9(2)  +  9(3)  +  9(4)  +  .... 
l9(l)  +  Ar9(A)  +  A:«9(Ä0  +  Af8^(A:3)  +  ... 

Die  Substitution  ö  =  1,  a?  =  y*  liefert  6  =  1,  tf;  (y)  =  2  y  9  (y^) ,  und 
nach  Weglassung  des  Factors  2  folgt,  dass  die  Reihen 

9(l)  +  9(2)  +  9(3)  +  9(4)  +  ..., 
lv(l)  +  29(4)  +  39(9)  + 49(16)  +  ... 

simultan  convergiren  oder  divergiren.     Für  o:  =  y'^  entsteht  auch  hier  ein 
etwas  allgemeinerer  Satz. 

Ist  man  auf  dem  angegebenen  Wege  zu  Theoremen  dieser  Art 
gelangt,  so  hat  es  meistens  keine  Schwierigkeit,  elementare  Beweise 
dafür  zu  finden.  0^  Schlömilch. 


IV*   lieber  doppelt -orthcaymmetrische  Determinanten. 

Als  doppelt -orthosjmmetrisch  werden  bekanntlich  Determinanten  von 
folgender  Gestalt  bezeichnet: 


«0 

«1 

«j  • 

.     ö|i^2 

««-l 

ö»- .1 

«0 

a,    . 

-     ö,«s 

ö«— 2 

ÖII-2 

««-i 

«0    • 

..     0»^A 

««1-8 

1)  €=: 

Hierbei  darf  ^o  ^^^  ^^^  ^^^^  verschieden  angesehen  werden ,  da  im  andern 
Falle  durch  cjklische  Vertauschung  der  Colonnen  jederzeit  ein  nicht  ver- 
schwindendes Element  an  die  Spitze  gebracht  werden  kann.  Für  die 
entwickelte  Determinante  C  ist  von  Stern*  und,  von  Zehfuss**  fol- 
gende Darstellung  gegeben  worden,  worin  a^  eine  der  n  Wurzeln  der 
Gleichung 

2)  «"  —  1  =  0 
ist: 

k=n   /issn^l 

3)  C=l 


s  -4 


*  Crelle's  Journal,  78. 
**  ZeitBchrift  für  Mathematik  und  Physik,  Jahrg.  7  S^4j9[j|edbyGoOQle 
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Im  Folgenden  soll  nun  dieser  Ansdrnck  auf  eine  von  den  früheren 
etwas  verschiedene  Art  ahgeleitet  und  nachher  in  eine  wesentlich  andere 
Gestalt  umgeformt  werden;  schliesslich  soll  der  neue  Ausdruck  direct  aus 
1)  entwickelt  werden. 

Fürstenau*  hat  den  Satz  bewiesen,  dass  die  Determinante 
4)  />  =  2:+flri,a22...a„„ 

ihren  Werth  nicht  ändert,  wenn  jedes  Element  Oik  mit  dem  Factor  q^~^ 
behaftet  wird,  wo  q  eine  beliebige,  von  Null  verschiedene  Grösse  ist. 

Setzt  man  q  =  ajc  und  beachtet,  dass 

5) 
80  geht  C  über  in 


6) 


and  hier  erkennt  man  augenblicklich,  durch  Addition  aller  Colonnen 
zur  ersten,  dass  C  durch  ^.  a,aj^  theilbar  sein  muss,  dass  also,  wenn 
l  einen  constanten  Factor  bedeutet, 


a-m=.a-' 

-m 

Oq                 «,  aic 

.    fl»-iaj-» 

«i.-l«J"^                Co 

.  ^»-2«r' 

ö«-2«p^       «fi-lttp 

-1 

.     «'„-Sö^-' 

«1«*                     «2«fc 

''o 

sein  mnssj  man  findet  sofort 

8)  A=l. 

Die  Formel  7)  ist  nun  zwar  sehr  elegant,  allein  zum  praktischen 
Gebrauche  fast  gar  nicht  zu  verwenden,  da  n  Factoren  von  je  n  Theil- 
Sätzen  zu  multipliciren  und  ausserdem  die  ctk  einzusetzen  sind ;  man  kann 
7)  indessen  in  einer  Weise  umgestalten ,  welche  auf  ft  binomische  Facto- 
ren führt  and  ausserdem  die  eingeführten  fremden  Elemente,  die  Ok^ 
beseitigt. 

Es  seien  die  w  — 1  Wurzeln  der  Gleichung 

9)  ya^y-^^-^^O 
darch  /3,,  ß^^  ...  ßn^i  bezeichnet,  so  dass 

10)  '^ 


V„,j,«-«-'=«„rf(y-^A), 


und  durch  die  Substitution 


♦  Crelle's  Journal,  89. 

ZaiUehrirt  f.  MatlieinaUk  u.  Fhyiik  XXVI,  1. 
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11) 


«SM  — 1  A  =  ll~l 

12)  ^«*4=«ojfJ(l-/»*«*). 


Ferner  hat  man 


k=n 


13)  a^-l^YJ{x^ak) 

nnd  durch  die  Snbstitntion 

14)  x  =  l 

Rh 

15)  l-ffi=U(l-^Ä«0. 


Endlich 


t=a  A  =  »i--1 


16)  c=«-77  77(1-/»»«*), 


A=:tl  —  1 


17)  C=«-j]J"(l-jJ-). 


Die  Kenntniss  der  Wurzeln  /?a  ist  nicht  nöthig,  da  die  Entwiche- 
lung  des  Products  nur  symmetrische  Functionen  dieser  Wurzeln  ergiebt, 
deren  Berechnung  aus  den  Ooefficienten  a<  leicht  ist. 

Man  übersieht  sofort  ^  dass  das  Resultat  17)  in  folgender  Weise  ana- 
gesprochen werden  kann: 

,,  Bildet  man  aus  der  Gleichung  9) 

18)  2^'y"~''"'  =  ^'     //  =  ft,ft,  ...^„>, 

die  Gleichung  der  n^^"  Wurzelpotenzen,  nämlich 

«S3II-1 

80  ist 

20)  ^^^l^*" 

d.  h.  die  doppelt- orthosjmmetrische  Determinante  der  a«-  gleich  der  Summe 
der  Ooefficienten  in  der  Gleichung  der  ft^*°  Wurzelpotenzen/' 

Umgekehrt  kann  nun  C  benutzt  werden,  um  die  Gleichung  der  n^^^ 
Wurzelpotenzen  darzustellen;  der  Coefficient  bi  ist  nichts  Anderes,  als 
das  Aggregat  aller  Theilsätze  der  entwickelten  Determinante  C^  in  denen 
die  Summe  der  Indices  in  beträgt.  ^ytizedby vjOO^.^ 
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Beifipiel  1. 


0 


«oy*+«iy  +  «8=o,   ft+A  = 


AA=?^ 


c = «om  -  ßi')  (1  -  ft*) = v(i  -  ißi'+ß,') + ßi'  ß,% 


^iHA*: 


•flroVv+lOo^j« 


Beispiel  2. 


C  =  flo*  +  4  «0  ^1*^2  "  2  «0*  «2*  —  «1*  +  V- 


c  = 


»1       «3       «S       "O 

Man  findet  durch  directe  AuArechnnng 


—  4  «1  aj^flj  —  a/  +  2  ffi^fla«  — . 


4 
»8» 


also  laatet  die  Oleichnng,  deren  Wurzeln  die  vierten  Potenzen  der  Wur- 
aeln  der  Gleichung  a^  y^  +  a^y^  +  a^y  -^  a^  =^  0  sind : 

«0*2*  +  (4floV«8  -^  2oo*  V  -  4aj^ai«j  -  äi*)s* 

+  W  +  4^o«aV-4aia,««3  +  2aiV)«-V-=0. 

Direct  kann  die  Formel  17)  folgendermassen  abgeleitet  werden. 

Es  sei  ß  eine  der  Wurzeln  ß^^  ß^,  ...  ßn—ty  &l80 

21)  ^aiß^-i-^=0. 

Multiplicirt  man  in  C  die  Colonne  1,  2,  ...  /i  je  mit  /}",  ^~S  ...  /3^  und 
addirt  alle  übrigen  Colonnen  zur  letzten,  so  hat  man,  da  die  Elemente 
der  (it)^"  Zeile  waren  (A:  =  0,  1, ...(«- 1)) 


fl«-lri    ö«-*  +  li 


fl«— 1> 


flii-*-.ii 


jeUt  für  das  n^«"  Element  /"  der  Ar^«'>  Zeile 

22)  f:        ^ 


Ans  21)  folgt 


J3l  Isn-* 


<=■-*-! 


(=■-1 


23) 

24) 


'=«-*  ^^  Digitized  by  CnOOgle 
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25)  /•=2^'l^"""*~'""'(^-'^")» 

d.  b.  jedes  Element  der  letzten  Colonne  wird  durch  l—ß"  theilbar»  also 

26)  C^lJJ^(l-ßl). 

Für  a|  =  <78  =  ...  =  fl«_i  =  0  wird 

27)  C=V,     |5a  =  0, 

also 

A=ji  — 1 

28)  C  =  a,'JJ(l-ßl), 

wie  früher. 

Es  soll  nun  der  oben  erwiesene  Satz,  dass  für  eine  Gleichung  n  — 1^^"^ 
Grades  die  Gleichung  der  n^^'^  Wurzelpotenzen  durch  Entwickelung  einer 
doppelt  -  orthosymmetrischen  Determinante  aus  den  Coefficienten  direct 
gefunden  werden  kann,  erweitert  uud  gezeigt  werden,  wie  für  eine 
Gleichung  p**"  Grades 

29)  ^aiXP-i  =  0 

die   Gleichung    der    9**°  Wurzelpotenzen   jederzeit    durch  eine  doppelt- 
orthosymmetrische  Determinante  geliefert  wird. 

Es  seien  wieder  ß^f  ß^^  . .  •  ßp  die  Wurzeln  von  29) ,  dann  giebt 

30)  n^a^lffil-ßl) 


die  Coeificienten  der  verlangten  Qleichang  der  g^'"  Wnrselpotenzen. 
Man  hat  nun  nach  15) 

31)  »  =  <'o'>n[  rl{l-ßk«k), 

wenn  «t  eine  der  q  Wurzeln  der  Gleichung 

32)  ,  z«-l  =  0 
ist.     Ans  12)  folgt  dann 

33)  «o/JCl -/»*«*)  =2"'"*' 


34) 


-üXS-4 


Dies  ist,  wie  der  Vergleich  mit  7)  augenblicklich  lehrt,  wenn  man  noch 
32)  berücksichtigt,  eine  doppelt- orthosymmetrische  Determinante  q^^^ 
Grades,  deren  Elemente  sind  ^  i 
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%+aq  +  02q+-"y       «i  +  fff+l+Ö2g  +  l +  ■..<)       «2  +  0^  +  2  + «2^+2 +••  • 

n.   8.   f. 

Für  q>p  sind  ^p^i,  ap^2  etc.  gleich  Nnll  zn  nehmen. 

Entwickelt  man  nnn  die  Determinante  x  und  sammelt  die  Theilsätze, 
in  denen  die  Snmme  der  Indices  i.q  ist,  so  bildet  das  Aggregat  den 
Coef&denten  von  y^"',  wenn  ursprünglich  zu  setzen  war 

Beispiel  1.    Man  soll  für 

üqX^  +  a^a^  +  a^sc^  +  a^x  +  Ö4  =5  0 
die  Gleichung  der  dritten  Wurzelpotenzen  bilden,  also  p  =  4,  9  =  3. 
Die  Determinante  lautet  nun 

^0  +  ^9       öl  +  «4  "2 

"2  %  +  ^3      ^1+^A    1 

a^+a^         «2         «o  +  «8 

»  =  («0  +  «s)*  +  «8*  +  («1  +  «4)*  -  3  «2  («1  +  «4)  («0  +  «3) 

=  V+3aoS+3«o«3*  +  «s'+«»'  +  «i'  +  3V«4  +  3«,«4*  +  «4' 
—  3^0^!  ^8  —  3flQÖg<i^  —  io^a^a^  —  3a2^8^4* 
Die  verlangte  Oleichung  lautet  also 

«o^i^*  +  («1'  +  3  öo*«3  -  3 a^a^ ög)y» 
+  (V  +  3aoV  +  3ai*fl4  —  3aoÖ9«4  —  3010,08)  y* 
+  (V  +  30104*  —  Sagöjfljy  +  fl^»  =  0. 

Beispiel  2.     Man  soll  für 

fl^o:*  +  «1  a:  +  ö*  =  0 
die  Gleichung  der  vierten  Wurzelpotenzen  ableiten;  p  =  2,  9  =  4, 


0 


"2 


«0 
0 


»  =  V  —  V  +  V  —  2iio*V  +  4aofli*aj. 


»1     "2     "      "0 
Die  Gleichung  ist 

Vy' + (4^o«i*«2  -  V  -  2  Va2')y  +  V = 0. 

Die  Gleichung  der  ^^^'^  Wurzelpotenzen  kann  übrigens  auch  direct 
in  Determinantenform  vermittelst  des  gewöhnlichen  Eliminationsprocesses 
erhalten  werden.    Ist 


35) 


a,a;i»-'  =  0 


vorgelegt,    so   werde  zunächst  x=i—  eingeführt;   bildet  man  dann  die 


Ausdrücke 
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37) 


%  +  ö,«»  +  «29  «^»  + . . .  =  «0  +  ««y  +  ^2«y' + . .  •  =»«0» 
36)  ^  ...  =  {a, +  ''7+1  y  +  oj^+ty* +...)*  =  «1^'. 

\  ...  =  K-i  +  a29-iy  +  <'3ff^iy*  +  ... )«'"'  =  «f-1  y  '  ^ 

1 

wo  2;s=y9,  80  hat  man  das  System  Yon  q  Gleichungen 

1  1  y-i 

«0     +      ^ly^      +    «2^'    +...  +  w,-iy  «    =0, 
1  1  izi 

«5-iy+    wov^    +  «»y'  +...  +  ",-2^  '  =0, 
1  -i  izi 

und   daraus  als   Gleichung  der  q*^°  Wurzelpotenzen  sofort,   in   völliger 
Analogie  mit  der  Ableitung  von  34),  wenn  dann  y  durch  —  ersetzt  wird. 


38) 


So  wäre  für  das  frtther  behandelte  Beispiel  a^x^ '\' a^afi  +  a^x^  +  a^a: 
+  a^z=0  die  Gleichung  der  dritten  Wurzelpotensen  direot  gegeben  dnrcli 
die  Determinante 

«o  +  ^sy       ^i  +  ^aV  ^ 

«2»       «o+^sy   «i  +  ö^y  =0 
K  +  rt4y)y     «2y      «o+«sy 


«0 

«1 

«,    .. 

.  «,_J 

«,-1 

»q-\y 

«0 

«1    • 

.   «,-J 

«,-i 

«J-JJ 

«9-1» 

«0       • 

.        t/,_4 

«,-s 

«,» 

«s» 

«i»  • 

.           «0 

«1 

«1» 

«2» 

»iH    • 

.    «,_,sr 

«0 

oder 


Dorpat,  September  1880. 


=  0. 

Dr.  K.  Weihbauch. 


V.   Aufgabe. 

Man  soll  einen  Punkt  M  so  bestimmen ,  dass  die  Summe  seiner  Ab- 
stände von  n  gegebenen  Punkten  ein  Minimum  wird. 

Den  speciellen  Fall,  wo  fi  =  3,  findet  man  gelöst  in  Schlömilch*8 
Compendium  der  höheren  Analysis,  Bd.  I,  §  34  S.  lS,9,..uDie  Coordinaten 
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der  gegebenen  Punkte  seien  der  Beibe  nacb  a;^,  y^,  z^;  x^,  y^^  z^\  ... 
^pfUpy  ^p'i  •••  ^f>>yni  2,1;  die  des  Punktes  M  |,  17,  g,  so  ist  seine  Ent- 
fernung vom  Punkte  P 

Die  Summe  der  Entfernungen  ist 

s^d,+d^+d^  +  ...  +  d^+.,.  +  dn. 
Die  Variabein  £,  17,  £  sind  so  zu  bestimmen,   dass  s  ein  Minimum  wird; 
sie  mfissen  also  die  Oleicbungen  erfüllen 


^^^1-^1  I  g-^8  I  ^-^3  I         I  i-^P  ^         I  g 


^S  ''i  'J^s  ^8  ^P  ^n 


=  0, 


3lJ  rf,  rfj  rfj  rfp  rfn 


— T-^  ist  der  Cosinus  des  Winkels ,    den   der  Strabl  PM  mit  der 

^-Axe  bildet.  Die  erste  Gleicbung  drückt  die  Bedingung  aus,  dass  die 
Summe  der  Cosinusse  der  Winkel,  den  die  Strahlen  AMy  BM  etc.  mit 
der  JT-Axe  bilden,  gleich  0  sein  soll.  Tragen  wir  also  auf  den  Strahlen 
AMy  BM  etc.  von  M  aus  gleiche  Stücke  ab,  so  ist  die  Summe  der  Pro- 
jectionen  dieser  Stücke  auf  die  Coordinatenaxen  gleich  0.  Denkt  man 
sich  also  in  der  Richtung  jedes  Strahles  die  Kraft  F  an- 
gebracht, so  werden  sich  diese  Kräfte  das  Gleichgewicht 
halten,  welche  Eigenschaft  des  Punktes  M  sein  ihn  bestim- 
mendes Merkmal  ist. 

Es  n&llt  nun  leicht,  mittelst  dieser  Lösung  specielle  Beispiele  herzu- 
leiten; im  Besondern  ergiebt  sich  sogleich,  dass,  wenn  die  Zahl  der 
Punkte  gleich  3  ist,  die  Strahlen  MAy  M By  MC  unter  120^  zu  einander 
geneigt  sein  müssen,  dass  ferner  für  das  ebene  Viereck  der  Schnittpunkt 
der  Diagonalen  der  Punkt  M  ist. 

Basel.  O.  SoHABRTLiN,  Stud.  math. 

TL  Heber  die  Constitution  der  Elemente. 

Dr.  Ciamician  in  Wien  gelangt  durch  spectralanaly tische  Unter- 
suchungen und  mittelst  der  Hypothese,  dass  homologe  Spectra  auf  eine 
homologe  Zusammensetzung  deuten,  zu  folgenden  Eesultaten: 

Die  Spectren  der  Elemente  Kohlenstoff,  Bor  und  Magnesium  sind 
einander  vollständig  homolog.  Die  drei  genannten  Elemente  bestehen 
daher  aus  gleicher  Materie ,  die  sich  in  verschiedenen  Condensationsstufen 
befindet,  welche  in  der  Verschiebung  der  homologen  Linien  Ausdruck 
findet.  Die  Atomgewichte  von  Bor  und  Kohlenstoff  stehen  einander  nahe; 
Magnesium  ist  24  =  2 .  12.  oigitized  by  GoOgle 
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Die  Spectren  von  Silicinm  und  Alaminiüm  sind  unter  einander 
homolog,  und  zwar  entspricht  die  brechbarere  Seite  dem  Spectrum 
der  Kohle,  die  minder  brechbare  jenem  des  ^anerstofifspectrums.  — 
Silicinm  besteht  daher  aus  Kohlenstoff  und  Sauerstoff,  entsprechend  dem 
Atomgewichte  12  +  16  =  28.  —  Das  Aluminium  enthält  den  KohlenstofiP 
in  der  Form  des  Bors  (vielleicht  des  Berylliums)  und  Sauerstoff,  wie  sein 
Atomgewicht  27  =  11  +  16  andeutet. 

Die  Elemente  der  Gruppe  der  Erdalkalimetalle  haben  Spectra,  deren 
brechbarer  Theil  dem  Spectrom  des  Magnesiums  und  deren  minder  brech- 
barer Theil  jenem  der  Spectren  der  Elemente  der  Sauerstoffreihe  ent- 
spricht. Daher  bestehen  Calcium,  Strontium  und  Baryum  aus  Kohlenstoff* 
in  der  Form  des  Magnesiums  und  Sauerstoff  in  den  Condensationsformen 
des  Schwefels,  Selens  und  Tellurs,  entsprechend  den  Atomgewichten 
(7fl=r.24  +  16,  5r  =  24  +  4.16,  5a  =  24+7.16. 

Die  Elemente  der  Gruppe  des  Sauerstoffs  bestehen  alle  aus  gleicher 
Materie,  die  sich  in  verschiedenen  Stadien  der  Condensation  befindet, 
welche  in  der  Verschiebung  der  homologen  Liniengruppen  im  Spectrum 
Ausdruck  findet.  Die  Atomgewichte  der  Elemente  dieser  Reihe  $ind 
Ö  =  16,  5  =  16  +  1.16,  Se  =  16  +  4.16,  7^  =  16  +  7.16. 

Die  Halogene  besteben  alle  aus  Fluor  und  aus  Sauerstoff  in  verschie- 
denen Formen  der  Condensation,  die  Atomgewichte  der  Elemente  dieser 
Gruppe:  C/=19  +  16,  Är  =  I9+4.16,  /=  19 +7.16  drücken  dieselben 
Beziehungen  aus. 

Die  Spectren  der  Elemente  der  Stickstoffgruppe  sind  im  minder 
brechbaren  l'heile  mit  jenem  des  Stickstoffsspectrums,  im  brechbareren 
Antheil  mit  jenem  der  Spectren  der  Elemente  der  Sauerstoffgruppe  homo- 
log. Dem  entsprechend  würden  die  Elemente  der  Stickstoffgruppe  ans 
Stickstoff  und  Sauerstoff  in  verschiedenen  Condensationsstufen  bestehen, 
was  auch  mit  den  Atomgewichten  iV=14,  P  =  I4  +  16,  ^4«=  14+4.16, 
Sb  =  14 +1.16  tibereinstimmt. 

(Ans  den  Sitzmigsberichten  der  Wiener  Akademie.) 


Zu  Artikel  I   dieses  Heftes  bemerke  ich,  dass  Gleichung  11)  S.  10 
statt  in  der  dort  angedeuteten,  weniger  einfachen  und  evidenten,  besser 

in  der  Weise  abgeleitet  wird,  dass  man,  da  dl — ^  stets  positiv  ist,  das 
Integral  =  /  (^^"""S-j  nial  einem  Mittelwerth  von  Fresp.  auf  den  Bögen 
AD,  BD  und  ACB  setzt.  ^^  Vbltmanh. 
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IV. 
Ueber  die  Variationen  n^'.  Ordnung. 

.  Von 

G.  Erdmann, 

GyrnnMiallehrer  in  Inaterburg. 


Hierzu  Taf.  II  Fig.  1-8. 

§  1.  Voraagsetznngen  über  die  Eigenschaften  des  gegebenen  Integrals. 
Es  sei  das  Maximum  oder  Minimum  zn  suchen  von 

wo  ij  =  —  *  ich  setze  ferner  analog  meinen  Abhandlungen  diese  Zeit- 
schrift XXII,  5  und  XXIII,  6: 

I>ann  muss  die  Differentialgleichung 

erfüllt  werden.  Die  Grenzen  von  y  seien  gegeben  und  werden  mit  y^ 
und  y^  bezeichnet.  —  Jetzt  mache  ich  folgende  Voraussetzungen,  unter 
denen  allein  meine  Entwickelungen  Oiltigkeit  besitzen: 

1.  Die  Gleichung  1)  ist  eine  Differentialgleichung  zweiter 
Ordnung,  ihre  Lösung  enthält  also  zwei  von  einander 
unabhängige  Integrationscons tauten. 

Ausgeschlossen  ist  hiermit  der  Fall,  in  welchem  die  Function 
^(x,  y,  y')  die  Form  %(jXi  y)  +  y^^i^^  y)  hat,  weil  dann  1)  keine  Diffe- 
rentialgleichung  wäre. 

2.  Sämmtliche  Grössen  a^nn  werden,  wenn  ich  für  y  den 
aus  1)  sich  ergebenden  Werth  einsetze,  Functionen  von 
x,  die  zwischen  den  Integrationsgrenzen  endlich  und 
stetig  sind. 

3.  Bezeichne  ich  die  Integrationsconstanten  mitCiUndc^, 
so    bleiben    alle    Differentialquotienten    von    y  nuA   y' 
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Ö"»+«y  ^w  +  ^y' 

nach    c,    und    c-    von    der    Form    - — ^  ^    ,    und     r — —r — ;. 
endlich. 

§  2.  Ableitung  einer  wichtigen  Belaüon. 

Bezeichne  ich  jetzt  - —  mit  r^  und  - —  mit  r«,  setze  arj  +  /3rj  =  tt 

und  a^r^ +  /3^''f  =  «'•  wo  a,  /5,  a*,  /3*  Gonstanten  sind,  deren  Determi- 
nante nicht  verschwindet,  so  ergiebt  die  Differentiation  von  1)  nach  c^ 
resp.  c^ 

2)  («io-ön)''-«w'''- ««'•"'=  0, 

welche  Gleichung  sowohl  für  r  s:  u ,  als  auch  fUr  r  =  ti^  gütig  sein  muas. 
Setze  ich  jetzt  —  =ip  und  substituire  in  2)  für  r  successive  u  und  pv» 
so  komme  ich  auf  die  Gleichung 

**J  dx     «„«»' 

WO  A  eine  Constante  ist;  und  zwar  muss  A  von  0  verschieden  sein,  well 

dp  u^ 

sonst  -r--  =  0,  also  —  und  folglich  auci 

dx  u  ^ 

was  der  Voraussetzung  1)  widerspricht. 


sonst  -r— =  0,  also  —  und  folglich  auch  -^  eine  Constante  sein  müsste« 
da:  u  ®  - 


§  3.   Ableitung  eines  Ausdrucks  ftr  — . 

Jetzt  denke  ich  mir  die  beiden  Integrationsconstanten  der  Differen* 
tialgleichung  1)  zunächst  nur  der  Bedingung  unterworfen,  dass  y  für  den 
Anfangswerth  x^s^^Xq  den  Werth  g^Q  annimmt.  Dann  lässt  sich  mit  Hilfe 
dieser  beiden  Anfangswerthe  die  eine  Constante  durch  die  andere  aus- 
drücken, und  der  aus  1)  sich  ergebende  Ausdruck  für  y  enthlllt  nur  noch 
eine  der  beiden  Integrationsconstanten,  die  ich  mit  c  bezeichne.  Jetzt 
erst  denke  ich  mir  c  so  bestimmt,  dass  auch  der  Endwerth  von  y  der 
gegebene,  nSmlich  ^i  wird.  Wenn  dann  c  variirt,  so  bleibt  der  Anfangs- 
werth von  y  ungeändert,  während  der  Endwerth  y^  sich  ändert.  Es 
werden  somit  alle  Differentialqnotienten  von  y  nach  c  für  x  =  (Cq  ver- 
schwinden,    unter  diesen  Voraussetzungen  kann  ich  offenbar 

setzen  und  erhalte  dann 

d(p{ji^,y,y') 


=  <'lO«+öoi«'' 


de  —  "io«T«oi' 

und  mit  Anwendung  von  1)  DigitizedbyGoOgle 
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de  dx 

Diese  Gleichung  w  — 1-mal  nach  c  differentiirt,  ergieht 


nnd  integrirt 

5)  —  = 


de"* 

wo  rechts  in  dem  zwischen  den  Strichen  stehenden  Ansdrnck  für  x  der 
Beihe  nach  x^  nnd  x^  einzusetzen  und  das  Besultat  der  ersten  Suhstitu- 
tion  von  dem  der  zweiten  abzuziehen  ist.  Da  nun  u  ebenso,  wie  seine 
Differentialquotienten  nach  c  für  x  =  Xq  verschwindet,  so  habe  ich 

d^V      d»-J  , 

wo  x  =  x^  zu  setzen  ist. 

§  4.   Heber  den  Begriff  der  Variation. 

Bei  Bildung  der  Variationen  von  V  gehe  ich  von  der  Eule  raschen 
AuffaMong  aus,  nach  welcher  y  als  Function  von  x  und  einem  Para- 
meter a  zu  betrachten  ist  Zwar  ist,  z.  B.  von  Herrn  Jellett,  eine 
andere  Theorie  entwickelt  worden,  die  auf  folgender  Argumentation 
beruht:  „Man  kann  jeden  Zuwachs,  welchen  y  erhält,  sich  dargestellt 
denken  durch  ft/;(;r),  wo  ^(o;)  eine  beliebige  Function  von  x  und  i  eine 
von  X  unabhängige  Grösse  ist,  so  dass  für  y  einzusetzen  ist  y  +  i^{x). 
Soll  nun  für  eine  bestimmte  Function  y  von  x  das  Integral  V  ein  Minimum 
baben,  so  muss,  wenn  ich  y-{'iil/{x)  anstatt  ^einsetze,  F  ein  Minimum 
in  Bezug  auf  t  für  den  Werth  t  =  0  haben,  und  wenn  ein  solches  Mini- 
mum für  jede  beliebige  Function  tf;(a;)  stattfindet,  so  hat  das  Integral  für 
jede  beliebige  Aenderung  von  y  ein  Minimum.**  Indessen  hat  diese 
Scblussweise  nur  Giltigkeit,  wo  es  sich  um  die  Untersuchung  der  ersten 
Variation  bandelt.  Bei  den  höheren  Variationen  lässt  sich  keineswegs 
jeder  Zuwachs  von  y  durch  tif/(a?)  ausdrücken.  Bei  Untersuchung  der 
ersten  Variation  wird  nämlich  nur  eine  einzige  neue  Curve  betrachtet, 
in  welche  die  ursprüngliche  übergeht;  bei  Untersuchung  der  höheren 
Variationen  dagegen  kommen  mehrere  neue  Curven  in  Betracht.  Die 
Ordinaten  der  ersteren  lassen  sich  durch  y  +  iil;{x)  ausdrücken;  um  aber 
die  der  folgenden  Curven  auszudrücken,  dazu  gehören  ganz  neue  Func- 
tionen von  X, 

Die  Jeilett'sche  Schlussweise  hat  zur  Folge,  dass  d*ytssO  gesetzt 
wird,  sobald  x>l.  Dass  dies  bei  Untersuchung  der  vierten  Variation 
unzulässig  ist,  habe  ich  in  dieser  Zeitschrift  XXII,  5  an  einem  geo- 
metrischen Beispiel   gezeigt.     Wir  sehen   an    diesem  Beispiel,   dass  ein#LC 

6* 
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Curve   sich  in   einer  Weise  Andern   kann,   die  von  der  obigen  Methode 
nicht  berücksichtigt  wird. 

Dagegen  lässt  sich  jede  denkbare  Abänderung  von  y  in  der  Weise 
herstellen,   dass   die  Function  von  x  einen  Parameter  a  erhält,   welcher 

sich  ändert.     Setze  ich  dann  6*w  =  T-4rfa*,   5*y'=^5-^ ''«*>  so  habe  ich 


^''^^'^njvi^^y^y)^^^^' 


=/ 


^0 


was  jedenfalls  richtig  sein  mnss,  sobald  nnr  sämmtliche  Differential- 
qnotienten  von  <p(ar,  y,  y')  nach  y  und  y  zwischen  den  Integrationsgren- 
zen  endlich  bleiben ,  was  ja  die  zweite  der  Voraussetzungen  des  §  1  ist. 
Um  abo  6^V  zu  bilden,  habe  ich  den  n*^"  Differentialquotienten  von 
V  {^y  Vy  y)  i^Ach  a  zu  entwickeln. 

§  5.    Allgemeine  Entwickelang  der  höheren  Differentialqaotienteii 
der  Functionen  von  Functionen. 

Ich  werde  mich  jetzt  zunächst  mit  folgender  allgemeiner  Aufgabe  zu 
beschäftigen  haben:  y  und  y  sind  beliebige  Functionen  von  er,  t^(y, y') 
eine  Function  von  ^  und  y']  es  sind  die  höheren  Differentialqnotienten 
von  ^(y,  y')  nach  a  zu  entwickeln. 

Hierfür  gilt  folgendes  Gesetz,  wenn  ich  unter  fil  das  Product  aller 
Zahlen  von  1  bis  |ii,  und,  wenn  fi  =  0,  die  Zahl  1  vei-stehe: 

6) 


^      gPi+ft+...+p<+9i+...+y» 


=  ^"^.- ..........  .,^ 


'^      "  ^P»  +  — +Piiy  ^9i  +  '-'  +  9n 


;*'"•' fö)"-(^r(=^)' 


wo 


C.= 


ist  und  für  die  p  und  q  alle  ganzen  positiven  Zahlen  von  0  an  zu  setzen 
sind,  welche  der  Bedingungsgleichung  genügen 

Pi  +  9i  +  ^(Pi  +  gi)  +  ^^  +  n(pn  +  qn)=^n. 
Ich  habe  dieses  Gesetz  durch  die  Methode  der  Induction  gefunden ; 
dass   es   für  n  =  l  richtig  ist,   ist  leicht  zu  sehen,   denn  für  diesen  Fall 
geht  die  Gleichung  6)  über  in 

r.*'"»-'=*-*>J-^+*«->^:.„,Google 
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um  zu  erweisen,  dass  da«  Gesetz,  wenn  es  für  den  n^^"  Differen- 
tialqnotienten  gilt,   auch  für  den  n +V^^  Giltigkeit  hat,  differentiire  ich 

Gleichung  6)  nach  a.  Zunächst  ist  klar,  dass  der  Ausdruck  für  „^^  i/;(y,  y ) 
folgende  Form  hahen  muss: 

wo  die  Summe  in  Bezug  auf  die  n  und  %  zu  nehmen  ist  und  Cn+i  einen 
nur  von  n  und  den  n  und  %  abhängigen  Coefficienten  bezeichnet.  Zu 
bestimmen  ist  erstens  dieser  Coefficient  und  zweitens  die  zwischen  den  n 
and  X  herrschende  Bedingungsgleichung. 

Die  Gleichung  7)  entsteht  durch  vollständige  Differentiation  von  6) 
nach  er;  ich  nehme  mir  daher,  um  den  Coefficienten  ^n-f-i  ^^  bestimmen, 
ein  gewisses  Glied  der  Summe  7)  heraus,  welches  zunächst  keinen  höheren 
Differentialquotienten  von  y  und  y'  enthalten  möge,  als  den  n^^",  und 
nntersuche,  aus  welchen  Gliedern  der  Formel  6)  dasselbe  hervorgehen 
kann.     Zunächst   kann  es  aus  einem  Gliede  dieser  Formel  dadurch  ent- 

standen  sein,  dass  der  Factor  ö^-x — o  ^^  a.     '^{v^v)  «loch  einmal  nach 

dy 
y  differentiirt  und  der  Exponent  von   —   um  1  vermehrt  worden  ist;  es 

iBt  also  ;r|=Pi  +  l  und  p^^=:n^^l  zu  setzen,  während  die  übrigen  p 
und  q  den  entsprechenden  n  und  x  gleich  sind;  der  von  diesem  Gliede 
herrührende  Ooefficient  wird  daher 

°'    (Äi-l)!7tgl...«„!xi!...x„!(l!)«i+«t-»(2!)»»+««...(n!)*-+«-' 
Hbenso  gut  erhalte  ich  auch  ein  Glied  von  der  verlangten  Form,  wenn 

ich   den    Exponenten  von    —   um   1   vermehre,    also   Xi  =  <7i  +  1   setze. 

Dann  bekomme  ich  den  Coefficienten 


9) 


jrjwg!  ...(x,-l)!x,!  ...  (1 !)«»+»» -^2!)^'+*^...* 
£^  kann  aber  auch  ein  Glied  der  Summe  7)  dadurch  entstehen,  dass  in 

(Vy 
einem  Gliede  der  Summe  6)   ein   beliebiger  anderer  Factor,   etwa   -r-^ , 

differentiirt  wird;   dann  ist  der  Exponent  von  -r~r  u^n  1  zu  vermindern 

rfa* 

und  der  des  folgenden  Factors    .  ^  .  ,  um  1  zu  vermehren ,  worauf  dann 

das  ganze  Glied  mit  p^  zu  multipliciren  ist;  da  ich  in  diesem  Falle 
p,  sTTy-l-]  und  /?y^i  ssTTy^.!*—!  zu  setzen  habe,  während  die  übrigen  p 
und  q  den  entsprechenden  n  und  x  gleich  sind ,  so  erhalte  ich  folgenden 
Coefficienten :  -^  zed  by  GoOgle 
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10)  ^ fi\7t,^i{v+l) 

Da   ich  auch  die  p  mit  den  q  und  die  n  mit  den  x  zu  vertauschen 
habe,  so  erhalte  ich  noch  den  Coefficienten 

^  ;ri  I . . .  :^„!  xj! . . .  x„!  (1  !)**+«' . . .  («!)«-+*«' 

Dann  habe  ich  alle  Entstehungsarten  eines  Gliedes  in  Betracht  gezogen. 
Wie  mau  sieht,  fallen  auch  die  Ausdrücke  8)  und  9)  unter  die  For- 
men 10)  und  11),  wenn  man  in  letzteren  v  =  0  setzt.  Ich  habe  also« 
um  den  Coefficienten  Cn-\.i  zu  erhalten,  die  Ausdrücke  10)  und  11)  für 
alle  Werthe  von  v  zu  suromiren.  Es  ergiebt  sich  aus  dem  Vorhergehen- 
den ,  dass  «1  +  Xj  +  2  (TUg  +  Xg)  . . .  =  «  +  1  sein  muss ;  somit  erhalte  ich 

C        ^ (^  +  1)! 

"■*"^      «1 ! . . .  ;r„!  xj ! . . .  x„ !  (1  !;^'  +  «^ . . .  (nl)«^+»* 
oder 

^      '"+*      Ä,  !...»„  + 1 :  xi  1 ...  X,  + 1 !  (1  !)*«+«»...(«  + 1 ! )«•+<  +««+1 » 
da,  wie  wir  bis  jetzt  vorausgesetzt  haben,  nn^i  und  Xq^i  gleich  0  sind. 
Nur  zwei  Glieder  enthftlt  die  Formel?),  bei  welchen  diese  Voraas- 

Setzung  nicht  zutrifft,  nÄmlich  j-^(y»y)  J^^\  ^^^  ä7  * ^^' ^  ^  rfa^"^  * 
Beide  haben  den  Coefficienten  1 ,  was  gleichfalls  mit  der  Gleichung  12) 
übereinstimmt. 

Ich  erhalte  folglich  w«+i 


wo 


"  +  *       ;r,!...«»  +  ,!xi!...x„  +  ,!(l!r.+»'...(«  +  iy'-+i-^«"+i 
und 

^»(7r,  +  x,)  =  w  +  l, 
und  somit  ist  das  Gesetz  von  n  zu  n  +  1  erwiesen. 

§  6.   üeber  die  versohiedenen  Werthe,  die  die  Orössen  -j^ 

de' 

erhalten  können. 

Bevor  ich  dies  Gesetz  auf  die  Umformung  der  n*^"  Variation  von  V 
anwende,  werde  ich  noch  zeigen,  dass  den  Differentialquotienten  von  y 
nach  der  Constanten   eine  gewisse  Willkürlichkeit  anhaftet,  indem  die- 
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selben  verschiedene  Werthe  erbalten  können  je  nacb  der  Form,  die  man 
dem  Ausdruck  für  y  giebt.  Setzt  man  nämlich  statt  c  eine  beliebige  Func- 
tion x(^)»  ^'®  ^^^  ™**  ^'  bezeichnen  will,  so  kann  man,  um  den  w*®**  Dif- 
ferentialquotienten von  y  nach  c  zu  bilden,  die  Gleichung  6)  anwenden, 
welche  sich  für  diesen  Fall  vereinfachen  läset.     Man  erhält  dann 

nir    >>  vp9=n  und  ^  =  — ; ,  ,^,.^ 7-77— . 

Diese  Formel   giebt  mir,   wenn  ich  aus  einer  beliebigen  Form  des  Aus- 

dy  düy 

drucks  für  y  die  Grössen  -p;,  ...  -r-^  abgeleitet  habe,  den  allgemeinen 

Ausdruck  für  den  /i^^"  Differentialquotienten  von  y  nach  der  Constanten. 

de'     fic 
Die  Ausdrücke  — ,  —-,  ,  . . .  haben  dabei  ganz  beliebige  Werthe.    Denke 

ich  mir  den  ersten  n  —  1  dieser  Grössen  bestimmte  Werthe  gegeben ,  so 
sind   damit  die  ersten  n— 1  Differentialquotienten  von  y  nach  der  Gon- 
dle 
stanten  bestimmt.     Der  r^  bleibt  aber  noch  unbestimmt,  weil  -7--   noch 

willkürlich  ist.     Diese  letztere  Grösse  kommt  in  13)  mit  -^  multiplicirt 

vor.  Es  folgt  hieraus,  dass,  wenn  ich  mit  m^  den  allgemeinen  Ausdruck 
für  den  rf^^  Differentialquotienten  von  y  nach  der  Constanten  bezeichne, 

14)  «« — 5^-+^" 

BU  setzen  ist,  wo  y  eine  beliebige  Constante  bezeichnet. 

Der  erste  Differentialquotient  u  enthält  einen  willkürlichen  constan- 
ten  Factor.  —  Zu  erwähnen  ist  noch,  dass  in  den  Fällen,  die  wir  in 
Betracht  zu  ziehen  haben,  u  ftir  die  Grenze  x^^  verschwindet,  wie  ich 
später  zeigen  werde.  Die  Grenzwerthe  der  Grössen  t/«  sind  also ,  sobald 
u  bestimmt  ist,  auch  vollkommen  bestimmt  und  nicht  so  willkürlich,  wie 
die  Werthe  an  den  anderen  Stellen. 

§  7.   Bestimmung  des  Falles,  in  welchem  die  höheren  Variationen 
SU  untersuchen  sind. 

Da  nach  §  4  die  Variationen  durch  Differentiation  nach  einem  Para- 
meter a  entstehen,  so  kann  ich  Gleichung  6)  auf  die  Bildung  der  n^®" 
Variation  anwenden.     Ich  erhalte  dann 


y=ji 


^o  2^*'(P»  +  ^»)  =  «- 
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So  haben  wir  für  n  =»  2 
16)  6^(p  {x,  y,  y)  =  a^  6y*  +  2 0^  öy  öy+  n^  8y^  +  a^^  ö^y  +  öo,  i^y- 
Mit  Hilfe  der  Differentialgleichung  1)   erhalte  ich  für  eine  beliebige 
Variable  z,  wenn  z  =  gu  gesetzt  wird, 

1*7)      flgo«*  +  20^,?«'+  «02^'*  =  «02^'*«*  +  ^  KiP^«*  +  «OÄÖ'^««']- 

Diese  Transformation  ist  giltig,  so  lange  die  Substitution  z  =  gu  erlaubt 
ist,  d.  h.  so  lange  u  weder  verschwindet,  noch  unendlich  wird.  Das 
Letztere  ist  schon  durch  die  Voraussetzungen  des  §  1  ausgeschlossen. 
Ich  nehme  jetzt  auch  an,  dass  u  zwischen  den  Integrationsgrenzen  nicht 
verschwindet.* 


Da  das  Integral 


J 


[«10  ^^y  +  «Ol  ^W]  ^^ 


*0 

vermöge  der  Differentialgleichung  des  Problems  verschwindet,  so  erhalte 
ich  aus  16)  und  17),  wenn  ich  Sy^ez  setze,  wo  e  eine  unendlich  kleine 
Constante  ist. 


^ty^^Ja^g'^u^dx. 


Aus  dieser  Gleichung  ergiebt  sich,  dass  die  zweite  Variation  immer  positiv 
sein  muss,  wenn  a^  stets  positiv  ist.**  Dass  sie  für  geeignete  Werthe 
von  6y  verschwindet,  ohne  jedoch  negativ  zu  werden,  ist  erstens  dann 
möglich,  wenn  g  gleich  Null,  also  g  gleich  einer  von  Null  verschiedenen 
Constanten  gesetzt  werden  kann.  Dies  ist  aber,  da  ^u  für  beide  Gren- 
zen verschwinden  muss,  wiederum  nur  dann  möglich,  wenn  u  auch  für 
x=^x^  verschwindet.  —  Zweitens  würde  die  zweite  Variation  dann  ver- 
schwinden, wenn  a^^  identisch  gleich  Null  wäre.  Dass  nämlich  a^  nur 
für  einen  einzelnen  Punkt  verschwindet,  ist  unmöglich,  denn  aus  Gleich- 
ung 3)  folgt,  dass  dann  uu^'—u^u  unendlich  werden  müsste,  welchen 
Fall  wir  ausgeschlossen  haben. 

Wir  betrachten  von  den  genannten  beiden  Fällen,  in  welchen  die 
zweite  Variation  verschwinden,  aber  nicht  negativ  werden  kann,  in  wel- 
chen also  die  höheren  Variationen  zu  untersuchen  sind,  nur  den  ersteren, 

nehmen  also  an,    dass  a^  stets  >0  und  dass  -r-   für  o:  =  a:,   verschwin- 

ac 

*  Wenn  nämlich  u  zwischen  den  Integrationsgrenzen  verschwindet,  so  kann 
die  zweite  Variation  ihr  Zeichen  wechseln ;  die  höheren  Variationen  können  somit 
dann  nicht  in  Betracht  kommen,  wie  u.  A.  in  meiner  Abhandlung  diese  Zeitschrift 
XXIIl,  6  gezeigt  ist. 

**  Natürlich  gilt  das  ganz  Entsprechende,  wenn  0«  stets  nega 
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det,  während  es  zwischen  den  Grenzen  Xq  und  x^  überall  von  0  ver- 
schieden   bleibt.     Die   Substitution    z  =  gu   ist  unter   diesen  ümst&nden 

Btatthaft;  denn  —  ist  zwischen  den  Integrationsgrenzen  endlich,  und  dass 

es  für  die  Grenzen  selbst  auch  endlich  bleibt,  erhellt  aus  folgender  Be- 

z        z 
trachtung.     Für  die  Grenzen  wird  —  =  -^  als  Bruch ,  dessen  Zähler  und 

Nenner  verschwindet.     Nun  ergiebt  sich  aus  Gleichung  3) 

Hieraus  folgt,  dass  u  und  u   nicht  gleichzeitig  verschwinden  können,  da 

sonst  entweder  ^=0   oder  aQ2  =  oo,   oder  u^  oder  t'^'  unendlich  werden 

müsste,  alles  Fälle,  welche  wir  ausgeschlossen  haben.     Da  auch  z'  nicht 

z  z 

unendlich  werden  darf,   so  bleibt  -7,  folglich  auch  —    an   den   Grenzen 

ebenfalls  endlich.  Hiermit  dürfte  der  Einwand,  welcher*  gegen  die 
genannte  Substitution  gemacht  worden  ist,  erledigt  sein. 

§  8.   Die  Begel  ftr  das  Stattfinden  eines  Hinimums. 

S^V  wird  nur  durch  die  Substitution  iy  =  su  zum  Verschwinden 
gebracht,  wo  «  eine  unendlich  kleine  Constante  bezeichnet.  Ich  werde 
also  die  dritte  Variation  untersuchen  müssen,  indem  ich  für  dy  den 
angegebenen  Werth  einsetze,  die  höheren  Variationen  von  y  dagegen 
beliebig  sein  lasse,  abgesehen  von  der  Bedingung,  dass  sie  für  die 
Grenzen  verschwinden  müssen.  Nur  wenn  für  alle  beliebigen  Werthe 
von  6'y  und  d^y  die  dritte  Variation  verschwindet,  kann  ein  Minimum 
stattfinden.     Dies  wird,  wie  ich  nachweisen  werde,   dann  der  Fall  sein, 

wenn   ~ri^  =  0.     Tritt   dieser  Fall   ein,   so   hängt  das  Stattfinden   eines 

Minimums  wiederum  davon  ab ,  dass  die  vierte  Variation  stets  positiv  ist, 

und   dies   wird   nur  dann  eintreten,   wenn   —r4  nnd    —r-^   verschiedenes 

dc^  de 

22eiehen  haben.     Verschwindet   -r4^   so  kann  die  vierte  Variation  nicht 

negativ  werden,  wohl  aber  verschwinden;  und  zwar  tritt  das  Letztere 
nur  für  solche  l^erthe  von  d^y  ein,  die  sich  unter  die  Form  e'r/,  bringen 
lassen,  wo  u^  ebenso,  wie  im  §  6,  den  allgemeinen  Ausdruck  für  den 
zweiten  Di£ferentialquotienten  von  y  nach  der  Constanten  bezeichnet. 
Ueberhaupt  gilt  folgendes  Gesetz: 

Wenn  alle  Dififerentialquotienten  von  y  nach  c  bis  zum  2m  ^2^'*^ 
für   die   obere  Grenze  x^  verschwinden,   so   hängt  das  Stattfinden  eines 

•  Jahrbuch  über  die  Fortschritte  der  Mathematik,  1877  S.  219.^00^[Q 
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Minimums  von  dem  Zeichen  der  2m*^'^  Variation  ab,  indem  die  2m  — 1 
ersten  Variationen  von  V  znm  Verschwinden  gebracht  werden  können, 
wenn  d''y  =  i*u^  gesetzt  wird  für  jedes  x,  welches  kleiner  als  m  ist.  Die 
2  m**  Variation   von   V  wird   für   alle   beliebigen  Werthe  der  Variationen 

6^y,  Ä*"+*y,  ...  nnr  dann  >0  sein,   wenn       .^^_^  nnd  —   fär  xssx^ 

verschiedenes  Zeichen  haben.  Verschwindet  2iw— /^  ^^  kann  auch  die 
2  m**  Variation  zum  Verschwinden  gebracht  werden ,  nnd  zwar  nur  durch 
solche  Werthe  von  d""y,  welche  sich  auf  die  Form  ^ -f-^  bringen  lassen; 

für  alle  übrigen  ist  d«'«F>0.  — 

Um  diesen  Lehrsatz  zu  beweisen,  werde  ich  zunächst  die  rechte 
Seite  von  15)  umformen,  indem  ich  den  Variationen  von  y  die  oben 
angegebenen  Werthe  ertheile. 


§  9.   Transformation  der  »*<""  Variation. 
Es  ist  klar,  dass  in  dem  Ausdrucke  15)  für  S*q>(x^y^y)  die  Varia- 
tionen  6^y  und  S^y\   wo  ich  ^>  a"   annehme,    nicht  in   einer  höheren 

Potenz,  als  der  ersten,  und  ebenso  wenig  miteinander  multiplicirt  vor- 
kommen können,  und  dass  alle  Variationen  von  y,  mit  denen  i^y  oder 
d^y   multiplicirt  ist,  höchstens  von  dem  Grade  fi  — A  sein  können. 

Denke  ich  mir  jetzt  für  alle  Variationen  6'y  und  d'y',   bei  denen 

n  • 

x<rt-»    eingesetzt    d*y=a*w,    und   6*  y'=  «*«'«,    während  die  höheren 

Variationen  beliebig  bleiben,  so  wird  der  Factor  von  d^y  folgender  sein : 

18)  *''"^•-i^;^l!...;?«-AU,!...gn-A!(l!)'*^■^'^..(«-A)!'"-*+'"-*.Ä! 

und  der  von  i^y: 

19)  *""*--Z  Pi!...p„_A!yi!...g„-*!(l!)^»+'V..(«-A)!''-*+»"-*.Ä! 

«Äll  —  Ä 

Mit  Benutzung  von  6),   wo   ich  c  für  a  einzusetzen  habe,  gehen 
diese  Ausdrücke  über  in 

20)  ."-*        "•  ^"^ 


(n— A)!Ä!  d& 


rTÄ**!© 
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21)  -    ^         "•  ^"■ 


(n-Ä)!  h\  rfc— -*   ^*' 
Piese  Ausdrücke,   mit   6*y,   reep.   d*^'  raultiplicirt ,   sind  Glieder  in   der 
Entwickelang  von  S^g>{x^y^y). 

Nehmen  wir  jetzt  noch  an,  dass  n  ungerade  ist,  so  sind  diese  Glieder 
die   einzigen,   in   welchen  sich  d" v (^, y, y')   bei  den  genannten  Werthen 

der  6*y  von  «" -7-;^  <p  (^,  y ,  y)  unterscheidet;  ich  werde  also  haben,  wenn 

ich  n  =a  2in  —  1  setze : 

d«— >  9?(ar,  sr,  y')  =  •^'»-J  ^^^^,^  (p(ar,  y,  y) 

jI'v'L  a  i/'aä  a''*^^       (2w-1)!      cP"»-^"» 

jI^V^L  h  ifxh  '      a''*^''^      (2m-l)!      ri^"~^-^ 
-»"^'  V^  ^  ■-  '  "rf^y-Ä!  (2m^Ä-l)!  rfc2->^-i  ''«i' 

und  mit  Berücksichtigung  von  1)  und  4) 

«*— >  9>(^,  y,  y )  =  t^»--  ^  ^  ^^^2  («Ol«) 

rf*y"j2m-l)!_  ^,....iAa^^^*^>|  <P^±'\ 
Hieraus  folgt,  da  i^y  für  die  Grenzen  verschwindet, 

^^L^,^i  ^^"-^        ^      ^^^i''^?"'    (2m  ^1)!  (P'"~^-> 

Ist  n  gerade  und  gleich  2m,  so  sind  noch  alle  diejenigen  Glieder 
zu  betrachten,  in  welchen  ^y,  resp.  ^"'y' vorkommt.  Diese  Variationen 
kommen  n&mlich  nicht  nur  in  der  ersten  Potenz,  sondern  auch  im  Qua- 
drat und  mit  einander  multiplicirt  vor  und  sollen  unserer  Annahme 
gemliss  sich  nicht  unter  die  Form  t"*Um  bringen  lassen.  Aus  ähnlichen 
Betrachtungen,  wie  im  vorigen  Falle,  ergiebt  sich,  dass  man  die  Facto- 
ren  der  ersten  Potenzen  8^y  und  6^y  erhält,  wenn  man  in  den  For- 
meln 18)  und  19)  2  m  für  n  und  m  für  h  einsetzt;  nur  muss  man  von  den 
00  entstehenden  Ausdrücken  alle  diejenigen  Glieder  abziehen,  in  welchen 
Um,  resp.  Ufn  vorkommt.  Es  wird  daher  der  Coefficient  von  6^y  folgen- 
der sein:  ^    ,. 


wo 
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Es  wird  daher  mit  Berücksichtigung  von  6)  der  Factor  von  S^y^ 
wenn  ich  ftlr  b*yy  sobald  x^m,  einsetze  c"»«: 

und  ebenso  der  Factor  von  6^yx 

Die  Glieder  mit  der  zweiten  Potenz  werden  sein: 

Da  die  Factoren  von  d*y  und  d*y',  sobald  Ä>m,  durch  die  Formeln 
20)  und  21)  gegeben  werden,  so  werde  ich,  ähnlich  wie  für  ein  ungera- 
des »,  folgenden  Ausdruck  für  die  2m^  Variation  erhalten: 

d^«g)  (r,  y,  y')  =  «'"•  ^^  9>(«,  y»  i^ ) 

Jl=3m 


+ 

(2  m)! 


(2w)!  „tf""«,©,,«.         „     N  ,  (2w)!  «</'"floi/x«   '      m  '   N 
+  "w'''m(Ö"y'—  f  "•«'■,)] 

+  ^^^,  ["«,(«" y* -  **""*-.)  +  2«„(d"y  Ä-y'- f»-««w'-) 
woraus  sich  ergiebt 

«""»(',  y. y')  = «'" ^.  j^i^i  («0. ") 

+ ^IStJ"  C"»^^"*  -  *""->* + 2"„(«"y-«- "-)(«-*'-  «-0 

Durch  Integration  folgt  hieraus,  wenn  ich  d"y  —  «"M»  =  e"r»  setze, 

4  =  3« 


+  ^^'*-ll^r^Wk^^'-  +  2''n'^-r'.  +  «^r'».^ 
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§  10.   Indnotiontbeweis  des  in  §  8  dargestellten  Gesetzes. 

Die  Formeln  22)  und  23)  geben  uns  die  Transformation  der2m— l*«*" 
and  2m^®"  Variation  eines  Integrals,  vorausgesetzt,  dass  alle  Variationen 
bis  zur  m  ^  V^^  incl.  gleicb  sind  dem  entsprechenden  Di£ferentialquotien- 
ten  von  y  nach  c,  multiplicirt  mit  der  betreffenden  Potenz  von  c.  Nehmen 
wir  an,  dass  ti  =  0  für  x=^x^^  dass  somit  die  zweite  Variation  unter  der 
Voraussetzung  dt/  =  BU  verschwindet,  so  habe  ich  die  dritte  Variation  zu 
untersuchen,  und  zwar  für  öy^^sUy  so  dass  die  Bedingung  erfüllt  ist, 
unter  welcher  sich  Formel  22)  anwenden  lässt.  Dieselbe  ergiebt  mir, 
wenn  ich  m=2  setze, 

=  €» .  |a„ «8  +  2 «18 «« u  +  a^ u u\  +  a(^u t/«  —  a^ m'w8U=x^ . 

Da  u  unserer  Voraussetzung  zufolge  für  die  Grenze  verschwindet, 
so  wird  6*F=  —  b^Oq^uu^  sein. 

Da,  wie  wir  oben  §  7  gesehen  haben,  der  Fall  u  =  0  ausgeschlossen 
ist,  so  kann  die  dritte  Variation  nur  dann  verschwinden,  wenn  u^  für 
die  obere  Grenze  gleich  0  ist.  In  meiner  oben  erwähnten  Abhandlung* 
habe  ich  den  Fall  u^=0  in  §  10  behandelt;  da  jedoch,  wie  ich  jetzt 
gesehen  habe,  dieser  Fall  ein  unmöglicher  ist,  so  waren  die  betreffenden 
Betrachtungen  überflüssig. 

Demnach  ist  nur  in  dem  Falle,  dass  u,  für  or^o;,  verschwindet,  die 
vierte  Variation  zu  untersuchen  und  zu  diesem  Zwecke  in  der  Formel 
23)  m=s2  zu  setzen.  Da  in  dieser  Formel  u  und  u^  für  x  =  x^  ver- 
schwinden und  die  Glieder  mit  u^  sich  wegheben,  so  ist  -^b^Cq^u'u^  das 
einzige  Glied  ausserhalb  des  Integralzeichens,  welches  nicht  verschwindet. 
Wir  haben  also 

24)  d^Fc=-  a^^o«"'«8  +  3«y  {<ho^^^+ia,,v^v\  +  a^v\)dx, 

WO  e*©j  =  6'y  —  f^Mj.  Da  somit  c,  ^^^  ^^®  Grenzen  verschwindet,  so  ist 
ans  den  im  §  7  entwickelten  Gründen  die  Substitution  v^^=gu  gestattet, 
und  mit  Hilfe  von  17)  erhalte  ich 

25)  6*F=  -  «V/02 "'"»  +  3 ^^jo^g^ m»  dx, 

wo  i?gu=^S*y  —  B^u^. 

Es  folgt  daraus,  dass  ein  Minimum  nur  stattfinden  kann,  wenn  u^ 
und  u  für  die  obere  Grenze 'verschiedenes  Zeichen  haben,  und  dass  die 
vierte  Variation  zum  Verschwinden  gebracht  werden  kann,  wenn  u^  ver- 
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schwindet;  nämlich  dadurch  wird  sie  zum  Verschwinden  gebracht,  dass 
g  gleich  einer  Constanten  «,  also  Ä*y  =  €^Mg  +  «*«w  wird.  Wenn  ich  nun 
Gleichung  14)  berücksichtige,  nach  welcher  u^  schon  eine  willkürliche 
Constante  enthält,  so  sehe  ich,  dass  ich  unbeschadet  der  Allgemeinheit 
behaupten  kann,  6^y  muss  gleich  e^u,  werden,  wenn  die  vierte  Variation 
verschwinden  soll.     Hiermit  ist  mein  Lehrsatz  für  m  =  2  bewiesen.  — 

Ich  habe  jetzt  noch  nachzuweisen,  dass  das  Gesetz,  wenn  es  für 
einen  gewissen  Werth  von  m  giltig  ist,  auch  für  m  + 1  gilt. 

Es  mögen  somit  alle  Differentialquotienten  von  y  nach  c  bis  znm 
2m  — 1^^"  für  die  Grenze  verschwinden;  und  es  mögen,  unserem  Gesetze 
zufolge,  die  2m  ersten  Variationen  von  V  dadurch  und  nur  dadurch  zum 

Verschwinden  gebracht  werden,  dass  d*y  =  f*-—   gesetzt  wird  für  jedes 

X,  welches  nicht  grösser  als  m  ist,  während  die  höheren  Variationen 
beliebig  bleiben.  Dann  sind  die  Bedingungen  erfüllt,  unter  denen  ich 
die  Gleichungen  22)  und  23)  anwenden  darf,  wenn  ich  m  +  1  für  m  ein- 
setze. Da  unserer  Annahme  zufolge  alle  Glieder  der  rechten  Seite  in 
22)  verschwinden  bis  auf  das  Glied  —  «^"flos"'"«»»»?  so  kann  d^"»+*Fnur 
verschwinden,  wenn  U2m  für  die  Grenze  verschwindet.  In  diesem  Falle 
werden  in  Gleichung  23),  wenn  ich  m  +  1  für  m  einsetze,  alle  Glieder 
ausserhalb  des  Integralzeichens  verschwinden  oder  sich  wegheben,  mit 
Ausnahme  des  Gliedes  —  ^/o2^<<2m  +  i-     Ich  werde  also  haben 

26)  «1 

wo    €"'+*Piii  +  i  =^'"  +  ^i^  —  «'"  +  *Win  +  i.      Da    f>m-^i   für   die   Grenzen   ver- 
schwindet,  60   kann    ich  Gleichung   26)  mit  Hilfe  von   17)  umformen  in 

wo    «"  +  *öf«  =  d""  +  *i^—  6'"  +  *I/m4.1. 

Das  Integral  kann  nur  dadurch  znm  Verschwinden  gebracht  werden, 
dass  g  gleich  einer  Constanten  ß  ist,  dass  also  5"*+*^ —  «*"+' i/m  +  i 
se'^+'/Su;  sonst  ist  es  grösser  als  0.  Es  müssen  demnach  u  und  U2m-^i 
für  die  Grenze  verschiedene  Zeichen  haben,  wenn  ein  Minimum  statt- 
finden soll.  Zum  Verschwinden  wird  die  2  m  +  2'®  Variation  dann  gebracht 
werden  können,  wenn  tiam-hi  für  die  Grenze  gleich  0  ist;  sie  wird  näm* 
lieh  dann  verschwinden y  wenn  ^""^^y  =  Cm+iC^m+i +  |5m)  oder,  was  nach 
14)  dasselbe  ist,  wenn  ^"*+'y  =  «"■+' Wm-f  i  gesetzt  wird.  Hiermit  ist  unser 
Gesetz  für  m  +  1  bewiesen.  —  r^^^^T^ 
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Wenn  somit  ti«  der  erste  Differenti&lqnotient  von  y  nach 
e  ist,  der  für  x^ssx^  nicbt  verschwindet,  so  findet  ein  Mini- 
mnm  nnr  dann  statt,  wenn  x  ungerade  ist  nnd  u«  ein  anderes 
Zeichen  liat,  als  u\ 

Wenn  alle  Differentialqnotienten  von  y  nach  c  für  die  obere  Grenze 
verschwinden ,  so  ist  es  klar,  dass  auch  alle  Variationen  von  V  znm  Ver- 
schwinden gebracht  werden  können.  Dann  kann  die  Cnrve,  welche  der 
Differentialgleichung  des  Problems  genügt,  so  geändert  werden,  dass  der 
Werth  von  V  nngeändert  bleibt ;  es  wird  somit  ein  eigentliches  Minimum 
nicht  stattfinden,  wiewohl  keine  Aenderung  der  Curve  den  Werth  von  V 
vermindert. 

§  11.   Gtoometrisohe  Bedeutung  des  Gesetzes. 

Die  Bedingungen  für  das  Stattfinden  eines  Minimums  stehen  in  einer 
Beziehung  zur  Enveloppe  der  Curve.     Ist  nämlich 

28)  J^  =  *(^,c) 

die  Gleichung  der  Curve,  und  betrachte  ich  c  als  Parameter,  so  erhalte 
ich  die  Gleichung  der  Enveloppe,  indem  ich  mir  die  Gleichung 

29)  t/;'(c)  =  0 

bilde  und  aus  28)  und  29)  c  eliminire.  Die  Gleichung  29)  aber  wird 
für  denjenigen  Punkt  der  Curve  stattfinden,  für  welchen  ti  =  0,  für  wel- 
chen also  die  zweite  Variation  verschwindet.  Wir  haben  also  folgendes, 
schon  von  Jacoby*  gefundene  Gesetz: 

Denkt  man  sich  von  dem  gegebenen  Anfangspunkte  aus  eine  Schaar 
solcher  Curven  gezogen,  welche  der  Differentialgleichung  des  Problems 
genfigen,  so  schneidet  die  Enveloppe  dieser  Curvenschaar  jede  Curve  in 
dem  Punkte,  von  welchem  an  ein  Minimum  stattzufinden  aufhört. 

Aus  der  Gleichung  29)  folgt  für  die  Coordinaten  der  Enveloppe 
dx_        ilf'\c) 
de  ^'\Ci  x) ' 

Da  für  die  obere  Grenze 

80  wird  -— ^    und    somit   nach   unseren   Lehrsätzen   die    dritte   Variation 
de* 

d  X 

dann  verschwinden,  wenn  -r-  verschwindet.  Da  in  diesem  Falle  ij;"(c)=aO, 

de  X  V /       j 

so  werden  wir  haben 

de*  ^      ilf'\CyX)' 
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Soll  die  vierte  Variation  positiv  sein,  so  mnss,  wie  gezeigt  worden 

ist,  t/3  verschiedenes  Zeichen  haben,  wie  u;  diese  Bedingung  kommt  also 

(P  X  (fix 

darauf  hinaus,  dass  ^-^  positiv  ist.     Verschwindet  --^  und  somit  auch 
de*   ^  de* 

f/3,  so  wird  auch  die  vierte  Variation  verschwinden,     üeberhaupt  können 

wir  sagen:  Verschwinden  die  x  ersten  Di£ferentialquotienten  von  x  nach 

Ct  so   verschwinden   auch   die  x  +  1    ersten  Differentialquotienten  von  y 

nach  c   und   somit  die  x  +  2   ersten  Variationen  von   F.     Ein  Minimum 

wird   nur  dann  stattfinden  können,   wenn  x  ungerade  =2n  — 1  ist  und 

wenn    -r-^  positiv  ist,   weil   in   diesem  Falle  U2n  tind  u   verschiedenes 

Zeichen  haben. 

Wir  sehen  somit,  dass  ein  Minimum  für  den  Punkt,  in  welchem  die 
Enveloppe  die  Curve  schneidet,  nur  dann  stattfinden  kann,  wenn  die 
Abscisse  der  Enveloppe  für  diesen  Punkt  ein  Minimum  hat,  also  in  den 
Fig.  1  und  2  dargestellten  Fällen,  wo  j4  und  B  die  gegebenen  Endpunkte 
der  gesuchten  Curve  und  die  unterbrochene  Linie  die  Enveloppe  bedeutet; 
dagegen  nicht  in  den  Fällen  Fig.  3,  4,  5,  6. 

Verschwinden  alle  Dififerentialquotienten  von  y  nach  c,  so  verschwin- 
den auch  alle  Differentialquotienten  von  x  nach  c,  und  die  Enveloppe 
wird  lu  einem  Punkte;  dann  ei halte  ich  eine  Schaar  von  Cnrven,  welche 
ein  Minimum  geben  (Fig.  7). 

§  12.   Anwendung  auf  ein  Problem  der  Meehanik. 

Um  ein  Beispiel  antuführen,  will  ich  das  schon  von  Jacob 7 
erwähnte  Problem  des  Princips  der  kleinsten  Wirkung  für  die  elliptische 
Bewegung  der  Planeten  betrachten. 

Wir  nehmen  demgemäss  an,  dass  ein  beweglicher  Körper  von  einem 
festen  umgekehrt  proportional  dem  Quadrat  der  Entfernung  angesogen 
wirtl  und  dass  der  Anfangspunkt  und  Endpunkt  seiner  Bewegung,  sowie 
seine  Anfangsgeschwindigkeit  gegeben  sei;  ferner  soll  der  Körper  ge- 
iwungen  sein«  sich  auf  einer  ebenen  Curve  su  bewegen.  Dann  soll 
dit^onige  Gestalt  dieeer  Curve  gefunden  werden,  für  welche  die  Summe 

X,  X, 

der  lebendigen   Kitfte«   also  das   Integral    r=/r*d/  oder   jvds, 

Minimaia  wird%  wobei  r  die  Oeechwiadigkeit,  I  die  Zeit  und  s  den  Bogen 
beaeicKnet. 

Bedeutet  «'  die  Aiitiehung$kraft «  lege  ich  den  Coordinatenanfangs- 
paukt  ia  den  antieheuden  Körper  und  beaeichne  mit  jr^  y  die  rechtwink- 
U^n«   «ttil   r,  ir   die  Polarpvvrdinaten ,   so   erhalte  ich,   wenn  /■(x,y)  =  0 

d»  OWkhwj   d«  ^N.rP*  i*t,  Digi.izedbyG00gle 
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und  daher,  wenn  h  eine  Constante  ist, 

Setze  ich  —  =  /,    so    wird    dse=j/r^  +  r^,  dq>   und   unser   Integral 
geht  in  folgendes  über 


_r..//<2 


.(iip, 


9o 
wo   dann   q>  die  unabhängige,    r  die  abhängige  Variable  und  q>Q^  q>^  die 
Grenzwerthe  der  ersteren  bezeichnen. 

Dies  Problem  führt  auf  folgende  Differentialgleichung: 


/^ 


r»  +  r'* 


=  C, 


-/-. 


Cdr  r    2C»-xV    T  . 

=  arccos    =====    +  « » 


Wenn  ich  jetzt  _  ^2  |,  x«(««-.«) 

setze,  wo  beide  Male  das  obere  Zeichen  gilt,  wenn  h  negativ,  und  das 
untere,  wenn  k  positiv  ist,  so  erhalte  ich 

r  =  + .        — r, 

—  a  —  e  cos  (<p  —  a) 

die  Gleichung  einer  Ellipse  oder  Hyperbel,  je  nachdem  h  negativ  oder 
positiv  ist.  Da  die  grosse  Axe  a  nur  von  den  gegebenen  Grössen  h  und 
x'  abhängt,  so  sind  e  und  et  als  die  beiden  lutegrationsconstanten  zu 
betrachten.     Die  kleine  Axe  der  Curve  heisse  b. 

Um  die  zweite  Variation  zu  untersuchen,  beachte  ich  zunächst,  dass 
flog  in  diesem  Problem,  wie  überhaupt  in  allen  Problemen  des  Princips 
der  kleinsten  Wirkung,  stets  positiv  bleibt.  Es  sind  also  nur  noch  die 
Differential  quo  tienten  der  abhängigen  Variableu  nach  de.n  Integrations- 
Constanten  zu  untersuchen.  Zu  diesem  Zwecke  denke  ich  mir  jetzt  die 
Polarcoordinaten  des  Anfangspunktes,  r^  und  (jp^,  als  fest,  so  dass 
dadurch  ein  Abhängigkeitsverhältniss  zwischen  e  und  a  entsteht    Ich  habe 

dr a^cos{q>  —  a) —  2a e  +  e^  cos {q>^a) 

Fi"""—  [a  —  ecos(q>-  a)]*  ' 

^r__        {a^  —  e^)  e  sin  {q>  —  a)  ^  , 

a^  ""  ~  "[a  —  ecQSKjs^-ay^   '  ^mz^^  by  CnOOgle 
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Zunächst  ist  klar,  dass  keiner  dieser  Ausdrücke  zwischen  den  Inte- 
grationsgrenzen  unendlich  wird.  Wenn  Herr  Prof.  Mayer  in  seiner 
Abhandlung:  „Ueber  die  Kriterien  des  Maximums  und  Minimums '^"^ 
behauptet,  dass  für  dies  Problem  eine  der  Grössen  r^  und  r^  unendlich 
werde,  so  gilt  das  jedenfalls  nicht  datfn,  wenn  Polarcoordinaten  ein- 
geführt  werden.  Alsdann  zeigt  das  Problem  durchaus  normale  Ver- 
hältnisse. 

Es  ist 

dr   dr       {a^-\-f'^)  ros{(s>  —  a)  —  2rtC 


30) 

ad  d 

31) 


de'  da  (a^  —  e^) e sin ( v  —  «)       * 

und  daher,  vermöge  der  oben  angegebenen  Beziehung  zwischen  a  und  e^ 

da  (a^+e^)  cos(q>f^  —  a)  —  2ae 


de  (a*— e^)e  sin{q)Q— a) 

Hieraus  ergiebt  sich 

dr dr      dr  da 

Te^Ve     Fä  de 

'  —  [a^  +  e^)  st«  (<p  —  <jPo)  +  4« «  stn  — ~-y  cos 1 

[a  —  ecos{q>  —  «)]^  5««(9>o~*") 
Die  zweite  Variation  wird  verschwinden,  wenn  —  für  den  Endpunkt 

verschwindet.     Offenbar  wird  dies  der  Fall  sein ,  wenn  der  Ausdruck  30) 

dr   dr 
für  TT-'^^-   für   den  Endpunkt   denselben  Werth   annimmt,   wie   für  den 

de  da  ^ 

Anfangspunkt.  Betrachten  wir  zunächst  den  Fall  der  Hyperbel,  wobei 
a*  — e-  =  — 6*  zu  setzen  ist,  so  kann  die  Bewegung  natürlich  nur  auf 
einem  und  demselben  Zweige  stattfinden ;  es  sind  also  die  Werthe,  welche 
q)  —  CK  annehmen  kann,  in  bestimmte  Grenzen  eingeschlossen.  Der  kleinste 
dieser  Werthe,   für  welchen  r  =  oo  ist,  liegt  im  ersten  Quadranten,  und 

es  ist   für  denselben  eo5(()p  — a)  =  — ,    also   st n  (qp  ~  a)  =  —  ;    der   grösste 

e  e 

Werth  von  g)  — a  liegt  im  vierten  Quadranten  und  cos{q)  —  a)  hat  den- 
selben ,  sin  {q>  —  a)  den  entgegengesetzten  Werth.     Im  ersten  Falle  erhält 

^r   9r     _        __      ,     a        ,         .  .  ,  .  _  ,    .  _ 

•T-iTT-  den  Werth  ~,  also  einen  positiven,  nimmt  dann  bei  zunehmen- 
de  orx  be  '^ 

dem  q>  zu,  bis  es  für  (p  —  a^=n  positiv  unendlich  wird,  schlägt  ins  nega- 

a 
tiv  Unendliche  über  und   nimmt  schliesslich   zu  bis  zum  Werthe  —  — . 

be 

d  r  dr 
Hieraus  ist  ersichtlich ,  dass  ^- :  r—  nie  denselben  Werth  zweimal  erhält, 

oe  Ca 

dass  also  für  die  Hyperbel  immer  ein  Minimum  stattfindet. 
*  Grell e'8  Joum.,  Bd.  69. 
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Fttr  den  Fall  einer  elliptischen  Bewegang  ist,  wenn  (Fig.  8)  F  den 
Ort  des  anziehenden  Körpers,  G  den  andern  Brennpunkt  der  Ellipse, 
A  den  Anfangspunkt,  B  den  Endpunkt,  C  einen  heliehigen  Punkt  der 
Bewegung,  tf;  den  Winkel  CGF^  %  den  Winkel  AGF  bezeichnet, 

___  —rcos{q>  —  a)  +  2e  __  —  (//*  +  e*)  cositp  —  a) +  2ae 
r  sin  (qp  —  a)  {fi^  —  c^)  sm  {rp  —  a)  ' 

and  daher  nach  30)  und  31) 

dr   dr  coi}p       da      coltffQ 


33) 


de'  da  e  de 


Hieraus  folgt,  dass  die  Summe  der  lebendigen  Kräfte  von  dem  Punkte 
an  ein  Minimum  zu  sein  aufhört,  in  welchem  cot^  denselben  Werth 
annimmt,  wie  fttr  den  Anfangspunkt;  d.  h.  wenn  ich  durch  den  Anfangs- 
punkt und  denjenigen  Brennpunkt,  in  welchem  der  anziehende  Körper  nicht 
steht,  eine  gerade  Linie  ziehe,  so  giebt  derjenige  Punkt,  in  welchem 
diese  Linie  die  Ellipse  zum  zweiten  Mal  trifft,  die  Grenze  für  das  Statt- 
finden eines  Minimums  an. 

Es   fragt  sich  jetzt,    ob  für  diesen  Punkt  selbst  noch  ein  Minimum 

d^r 
stattfindet     Zu   diesem  Zwecke  habe  ich  -— ^  für  den  Punkt  B  zu  bilden. 

de^ 

dr 
Ans  Gleichung  32)  und  33)  folgt,  da  —  gleich  0  zu  setzen  ist, 

d^r 
[a-e  cos  (epi  -  «)]«  sin  {(p^  ~  «)  •  ^g 

dr 
Nun  ergiebt  sich  aus  32),  da  —  =  0  sein  soll. 


A«.\  .       /  N  tue  .       9;,   «I^A  % 

35)  sm  (ip^  -  9o^  =  ^2X7« «'''  -^T"  ^»^ 


4qg   „.,, qPi  — qpQ ^^^ ^1  +  ^0  —  2« 

Hierdurch  geht  34)  über  in 

d^r 
[a  —  e  cos  (fjpj  —  a)Y  sin  (jp^  —  «)  •  ^2 

dl^r 
Soll  nun  — -^  =s  0  sein ,  so  müssen  wir  haben 
der 

36)  tan  —   >        =--^-j— j/önif/^^. 

Wir  haben  aber  andererseits  r^r\r\ri]{> 
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—  («•  +  e*)co5t<p,  —  a")  +  2ae      — (a*  +  e*)  co*((Po--a)  +  2ae 
((I*  —  e*)  «in  (qpj  —  a)  (a^  —  e^)  sin  (<Pq  —  a) 

und  daher 

(«^  —  e*)  sin  i, 9^1  —  «)  («^  —  e^)  sin  (q>Q  —  a)  —      -       o  • 

(««+.»)  *,;i((p,  +  <Po- 2«)    -406«/»  ^1  +  ^^0-2«  ^^.grzgp 

=  (a«  — c>)[—  C05(<pi  — <Po)  +  ^ö*(9i  +  qpo  — 2a)]  cot%. 
Nun  folgt  aus  35) 

^^*       2        "a^  +  e^'''''  2  ' 

daher  haben  wir  ^  o       « 

Vergleichen  wir  diese  Gleichung  mit  36),  so  sehen  wir,  dass  die 
beiden  Gleichungen  unvereinbar  sind;  die  dritte  Variation  verschwindet 
somit  nie   und   es  findet   für  den  Grenzpunkt  kein  Minimum  mehr  statt. 

§  13.    Anwendung  auf  ein  zweites  Problem. 

Betrachten  wir  jetzt  die  Giltigkeit  des  Princips  der  kleinsten  Wir- 
kung für  den  Fall,  dass  der  bewegliche  Körper  direct  proportional  der 
Entfernung  angezogen  wird.     Wir  haben  dann 

^  =  -«**+ */•'(*),    0=-«*J/  +  Any).     .'»  =  2A-*M, 
und  unser  Problem  kommt  darauf  hinaus,  das  Integral 

zu  einem  Minimum  zu  machen. 

Dies  führt  auf  die  Differentialgleichung 

,7/2Ä^^_.,        r Cdr 


(p  —  a  =  ^  arccos 


r^]/h^--%^C^ 


^  = ^ cos^  {(p-ct)+ -  ^r^ sm^{ip  -  a). 

Ich  erhalte  also  die  Gleichung  einer  Ellipse,  in  deren  Mittelpunkt  der 
feste  Körper  steht,  und  dies  ist  dieselbe  Curve,  in  welcher  sieh  der 
Körper  bewegt,  wenn  er  frei  ist. 

Bezeichne  ich  die  Azen  der  Ellipse  mit  a  und  6,  so  ist 


und  daher  '        h^j/k^^.n^^'  A  +  ^/i^:::^?^« 


zedby  Google 
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Es  ist  also  die  Summe  der  Quadrate  der  beiden  Azen  nur  abhftu^g  ron 
der  Ansiebungskraft  und  der  Anfaugsgescb windigkeit.     Setze  icb 

so  wird  die  Oleicbnug  der  Ellipse 

1  __  cos^{<p^a)        sin^(qf—a) 

und  ich  babe  bier  a  und  a  als  die  Integrationsconstanten  anzusehen. 
Setze  icb  jetzt   -^  =  R  und   — 5=  Äa,  so  erbalte  icb 
dR^       2cog^(<p--«)       2oÄm«(<p  — a) 

^'         a**i>i*(<p  — «)  —  (wi*  —  a*)*cos*((p  — a) 

a«""  a«(m«-a«) 

und  bieraufl ,  wenn  a*  —  6*  =  e*  gesetzt  wird , 
yj.  da  _      a*ton(iPo— a)  — 6*co((<Po  — a) 

38) 


da  ab^e^ 


drt""aa"'"aa  da 

_  2  [g^  ^iw  ((Po  —  tt)  sin  (y  —  c)  +  6^  co^  (yp  —  g)  co^  (<p  —  g)]  ^^.^ 
a»  6*  sin  (9^  —  «)  co«  ( epo  —  «) 

Diese  Formel  ist  nicht  anwendbar,   wenn  q>o^a  ein  Vielfaches  von  ^, 

also  gleich  -5-    ist.     Für   diese  Fälle  bilde  ich  r— ,  und  da  —^0^  so 
Z  u  g  og 

habe  ich 

■r—^  also   auch    die   zweite  Variation   verschwindet  für  y  — g=  — j: 5 

gg  ^ 

et  findet  also   ein  Minimum  nur  dann   statt,   wenn   der  Körper  keinen 

vollen  Ellipsenquadranten  beschreibt.     Wird  gerade  ein  solcher  beschrie* 

auch  die  dritte  Variation  nicht,  und  es  kann  somit  kein  Minimum  statt- 
finden, womit  diese  speciellen  Fftlle  erledigt  sind. 

Ffir  alle  ttbrigen  Fftlle  zeigt  Gleichung  38),  das»  —  nur  verschwin« 
den  kann,  wenn  Digitizedby vnOOglC 


ben,  so  verschwindet  -—5    für  den  Orenzwerth  nicht,   also  verschwindet 

^  fyS 
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39)  j^  =  -  cot{(PQ  —  a)  cot{q>'-'a). 

Für  den  Grenzwerth  <p  =  tPi  möge  diese  Gleichung  stattfinden.  Führe 
ich  jetzt  rechtwinklige  Goordinaten  ein  nnd  bezeichne  ihre  Grenzwerthe 

mit  Xq,  y^,  reep.  x^,  y^,  nnd  setze  ferner  — 5  =  ^^,  —^  =  y\^  so  habeich 

U  X  U  X 

40)  co/(<po-a)=4'»     ^ö'(9>i-«)  =  5- 

yo  Vi 

Ferner  ist  vermOge  der  Gleichung  der  Ellipse 

und  die  Gleichungen  39),  40),  41)  ergeben  daher 

42)  y'o.y\  =  -l, 

d.  h.:  die  Tangenten  der  Ellipse  am  Anfangspunkt  und  Endpunkt  müssen 
sich  rechtwinklig  schnefden.  Innerhalb  des  zwischen  zwei  solchen  Tan- 
genten liegenden  Bogens  findet  ein  Minimum  statt,  weiterhin  aber  nicht 
mehr;  ein  Lehrsatz,  welcher  auch  für  den  vorhin  betrachteten  speciellen 
Fall  gilt. 

Um  die  Bedingung  zu  untersuchen,  unter  welcher  d^F  verschwindet, 

habe  ich  --|-  zu  bilden.  Aus  38)  und  37)  ergiebt  sich,  vorausgesetzt, 
dass  —  für  g>  =  (Pi  verschwindet, 

/»»6*  Sin  {q>Q  —  a)  cos  {q)^  —  «)'  — -  :  2  sin  {<p^  —  y^) 

43)  ^  s=  4  a*  sin  (g>j,  —  «)  sin  (g?j  —  a)  —  4  «  ä*  cos  (qp^  —  a)  cos  (qpj  —  a) 
+  {a*  +  b*)sui{(p^  +  (p^-^2a),  


Soll  die  dritte  Variation  verschwinden,  so  muss  ^^—^  verschwinden. 


«6« 

Jetzt  setze  ich 
44)  ««(9  — «)  =  — ,      cos{q>  —  ct)  =  — 


und   erhalte   als  Bedingung   für   das  Verschwinden  der  dritten  Variation 

45)  4a»y,y,  -4«*»x,,,  =  -{«»+6»)(x,y,  +  x,y,)?^^^5^^'. 
Vermöge  der  Gleichung  der  Ellipse  habe  ich 

Nun  ist,  wenn  die  zweite  Variation  verschwindet,  nach  Gleichung  42) 

1 

ieh  werde  also  haben  *«  DigitizedbyGoOgk 
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Die  Gleichung  45)  giebt  demnach 


(^'-ÄT 


Diese  Gleichung  ergiebt  die  vier  Werthe 

46)  y'^=+l+>/2. 

Nur  für  diese  Werthe  von  y'^  verschwindet  also  die  dritte  Variation,  für 
alle  übrigen  kann  kein  Minimum  mehr  stattfinden.  Hat  y\  einen  dieser 
Werthe,  so  ist  die  vierte  Variation  zu  untersuchen.     Diese  wird  positiv 

d     dR  ^    (fiR  ^.    ,  rr    .  ^         ^    .  ^T         ..  , 

sein,  wenn  - — —  und  —-^  verschiedenes  Zeichen  haben.    Nun  folgt  aus 
dcp  da  da'^  ^ 

j  j? 

38),  da  —  gleich  0  zu  setzen  ist, 

iöH*  ^i/,(qp^-o)  cos{q>^^(t)—  — 

=  ft*5i/i(g)Q— a)sm(2<pi  — (Pq— a)  +  6*cos(«po  — o)  co5 (2 «p^  —  «p^  —  a) , 

und  mit  Benutzung  von  39)  ^ 

^^^  TTa ^^* ^^®  " "^  ^^^ ^"^^"^^Twlä"^  ^^ ^^^ "■  ^®^* 

Es   ergiebt  sich  somit,   dass  unter  den  gemachten  Voraussetzungen 

das  Zeichen  von   -r-  -r—  dasselbe,  wie  das  von  co5(«Pq— a)  co5(g)j  —  a)  ist. 
d<p  da 

Femer  folgt  aus  43) 

fl*  6*  sin  (qprt  —  a)  cos  (<Po  —  «)  ^^^ 
2si>i(9i  —  (Po)  ^^* 

=  1 2  fl*  5fn  (^0  —  a)  sin  (g)^  —  a)  +  (8  a^  —  4  6*)  cos  (^^ — «)  co*  (qp,  —  o) 
/  m*         2wi*\ 

-  V^  ""  "Ä^  j  ^^^  ^^^  +  (Po  -  2  a)  [a^  to«  ((Po  -  «)  -  6*  CO/  (qpo  -  «)] 
+  ^  «'i((Pi  +  9>o -  2a)[4a»  /aw(g>o-«)  +  4a6* cot^tp^-tt)] 

2  w*  1 

~  -;^  cos ((Pi  +  9>o  —  2 a)  (a^  /aw  (tp^  -  «)  -  6*  co/((po  -  «)) J 

oder  Digitizedby  VjOOQIC 


48) 
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2  cos  (  qp,  —  ß )  sin  ( qpj  —  qp^ )  ä  a^ 
r=  1 2  <i«  tan  (9  „  -  a)  Um  (g>j  -  a)  +  8  «»  -  4  A« 

+  ^  ^/^r ('"" (9>o - «)  +  ^«" (<Pi -  «))  [«*  ^«"  (<Pi)  -  o)  -  **  ^o^(gPo-«)]  ' 

+  -r«  ('""  (^0  —  «)  +  ^«"  (<Pi  —  «))  [4  «^  ^«n  (Vo—  o)  +  4  r/  6*  cot (<Po  —  «)] 

2f»2 

X  (a*  tan  (qpo  -  «)  -  6*  co/  (cp^  -  «))!. 
Aus  den  Gleichungen  41),  42),  44)  und  46)  ergiebt  sieb 

/a«((po-«)=-,(/2+-l),      /a„(cp,-«)=-(-j/2  +  l), 

und  aus  37)  folgt 

da_       2a 

Daher  erhalten  wir  aus  48) 

a»6*,9f>i((jp^  — a)  (fiR 

2  cos(9i  —  «)  «Fl  (qp,  —  qpo) '  da* 

oder 

2  ro*  (qpj  —  a)  51«  (qp,  —  qp^^)    rf*r 

Aus  GleichuDg  49)  folgt,   da  qp^  und  qp|  in  zwei  aufeinanderfolgen- 

den  Quadranten  liegen,  dass  —^   stets   negatir  ist.     Erstreckt  sich  die 

Bahn  unseres  Körpers  vom  ersten  bis  cum  sweiten  Quadranten,  so  zeigt 

Gleichung  47).  d«.  «ch   ±  ^  negativ  ist;  e.  kann  also  nach  nnaeren 

aqp  da 

Regeln    kein    Minimum   stattfinden.      Dasselbe   gilt   für   den   dritten   und 

vierten  Quadranten.     Für  den  sweiten  und  dritten  Quadranten  dagegen. 
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ebenso  wie  für  den  vierten  und  ersten,  hat  -—r  und 7-  verschiede- 

da^  dq>  da 

nes  Zeichen,  und  es  findet  daher  ein  Minimum  statt. 

Unser  Kesultat  ist  somit  folgendes: 

Wenn  ein  beweglicher  Körper  von  einem  festen  direct  proportional 
der  Entfernung  angezogen  wird,  so  hat  für  seine  elliptische  Bewegung 
das  Princip  der  kleinsten  Wirkung  so  lange  Giltigkeit,  als  sein  Weg  in 
dem  zwischen  zwei  sich  rechtwinklig  schneidenden  Tangenten  liegenden 
Bogen  enthalten  ist.  Erstreckt  sich  der  Weg  gerade  über  diesen 
ganzen  Bogen,  so  ist  das  Princip  der  kleinsten  Wirkung  nur  in  dem 
Falle  noch  giltig,  wenn  Anfangspunkt  und  Endpunkt  auf  verschie- 
denen Seiten  der  grossen  Axe  liegen  und  ihre  Tangenten  mit  der  grossen 
Axe  die  Winkel  arctg [}/2  ±1) ,  d.  h.  22^^  und  67i^  bilden. 
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V. 
Notiz  zu  einem  Satze  von  Chasles. 

Von 

Ernst  Lange, 

Stud.  math.  in  Dresden. 


Eh  findet  sich  zuerst  in  Apercu  historique  von  Chasles,  Note  XXXIII 
(S.  443  der  deutschen  Uebersetznng  von  Sohucke)  folgender  Satz: 

„Wenn   die   vier   Seitenflächen    eines  beweglichen  Te- 
traeders gezwnngen  sind,  respective  darch  vier  Gerade  zu 
gehen,  welche  irgendwie  im  Kaume  liegen,   und  wenn  drei 
Eckpunkte  des  Tetraeders  auf  drei  anderen  Geraden  liegen 
sollen,    welche    auch   irgendwie   im  Räume   liegen,   so   wird 
die     vierte    Ecke    des    Tetraeders    eine    Curve    doppelter 
Krümmung  vom  dritten  Grade  durchlaufen/* 
-  Denselben    Satz    habe    ich    bis  jetzt    wiedergefunden    in    folgenden 
Werken:     l.    Salmon- Fiedler,    Analytische    Geometrie    des    Raumes, 
II.  Theil,  Art.  79  (II.  Aufl.  1874);  2.  Gretschel,  Organische  Geometrie, 
Schlussabschnitt    über    Raumcurven    dritter   Ordnung;    3.   von    Drach, 
Einleitung  in  die  Theorie  der  kubischen  Kegelschnitte,  S.  23;  4.  Stau- 
digl,  Lehrbuch  der  neueren  Geometrie,  Aufl.  von  1871,  S.  362;  5.  Banr, 
Die  Raumcurven  dritter  Ordnung  und  Classe,  im  Programm  des  königl. 
Realgymnasiums  zu  Stuttgart  vom  Schuljahr  1874  — 1875. 

Vielfach  findet  sich  hierzu  die  Bemerkung,  dass  dieser  Satz  ein 
Analogon  bilde  zum  M a cl au ri naschen  Satz  über  Erzeugung  von  Kegel- 
schnitten. Es  zeigt  aber  die  einfachste  Ueberlegung,  dass  der  ganze 
Satz  in  der  obigen  Fassung  nicht  richtig  ist,  und  die  weite 
Verbreitung  dieses  Satzes  veranlasst  mich,  durch  diese  Note  auf  das 
Versehen  aufmerksam  zu  machen.  In  der  That  genügt  das  blosse  Ab- 
zählen der  Constanten,  um  zu  sehen,  dass  ein  Tetraeder,  das  den 
angegebenen  Bedingungen  genügt,  überhaupt  nicht  existirt,  geschweige 
denn  beweglich  ist:  ein  Tetraeder  ist  bestimmt  durch  zwölf  Constante, 
jene  sieben  Qeraden  repräsentiren  aber  14  Constante  zur  Bestimmung  des 
Tetraeders.  ^  y.u.^u  üy  GoOgle 
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Die  folgende  Ueberlegung  hat  einen  doppelten  Zweck: 

1.  soll  sie  zeigen,  wie  man  anch  durch  blosse  geometrische  Anschau- 
nng  zn  der  Einsicht  kommen  kann,  dass  bei  allgemeiner  Lage 
der  sieben  Geraden  das  Tetraeder  nicht  constrnirbar  ist,    und 

2.  soll  sie  zn  solchen  besonderen  Lagen  der  sieben  Geraden  führen, 
bei  welchen  Beweglichkeit  des  Tetraeders  eintritt.  Wir  werden 
sehen,  dass  die  letzte  Tetraederecke  dann  in  der  That  eine  Ranm- 
cnrve  dritter  Ordnung  beschreibt,  die  aber  nicht  immer  eine  wirk- 
liche ist,  sondern  in  einzelnen  Beispielen  zerfällt. 

Ejs  seien  G^,  G^^  G^,  G^  die  vier  Geraden,  um  welche  sich  die  vier 
^Ebenen  E^^  E^,  E^^  E^  des  Tetraeders  drehen,  und  L^^^^  ^1241  ^'134  die 
drei  weiteren  Geraden,  auf  denen  sich  die  Schnittpunkte  der  durch  die 
Indices  angezeigten  Tetraederebenen  fortbewegen  sollen.  Wir  wählen 
einen  beliebigen  Punkt  P^^s  ^^^  Ass  ^^^  legen  durch  ihn  und  durch  die 
Geraden  G^,  Cg,  G^  die' Ebenen  E^^  E^,  E^  des  Tetraeders.  Die  durch 
y*,j3  verlaufende  Schnittgerade  K^^  von  £^  und  E^  muss  ein  Ort  für  die 
zweite  Ecke  Pi24  ^^^  Tetraeders  sein;  es  soll  aber  auch  P^^i  ^^^  ^24 
liegen  und  es  müssen  sich  also  üTj^  und  L^^a  schneiden.  Das  wird  bei 
allgemeiner  Lage  der  Geraden  G^,  G^y  L^^s^  ^121  g^g^"  einander  und 
bei  allgemeiner  Lage  des  Punktes  /^gs  ^^^  ^123  i^i<^bt  der  Fall  sein. 
Ebenso  müsste  die  Schnittgerade  K^^  der  Ebenen  E^  und  A3  die  Gerade 
Z,34  schneiden,  da  beides  Orte  für  die  dritte  Ecke  P^^  des  Tetraeders 
sind.  Auch  das  wird  bei  allgemeiner  Lage  der  Gebilde  nicht 
der  Fall  sein,  und  aus  beiden  Verneinungen  folgt  der  Schluss:  das 
Tetraeder  ist  nicht  constrnirbar. 

Wenn  P^^  auf  ^123  fortrückt,  beschreibt  ifjg,  da  es  beständig  an 
den  drei  Geraden  G^,  G^,  L^^  hingleitet,  ein  einschaiiges  Hyper- 
boloid. Damit  nun  Ä\g  beständig  /j24  treffe,  muss  die  letztere  Gerade 
eine  Erzeugende  dieses  Hyperboloids  sein ,  und  zwar  von  der  Schaar,  zu 
welcher  G^,  G^  und  l^^s  gehören.  Ebenso  muss,  damit  ^^^  beständig 
Ij34  treffe,  diese  letztere  Gerade  eine  Erzeugende  des  Hyperboloids  sein, 
welches  dadurch  entsteht,  dass  bei  der  Bewegung  des  Punktes  P^^s  ^^^ 
Z,g3  die  Gerade  1^^^  beständig  an  den  drei  Geraden  G^,  G3,  L^^  hin- 
gleitet. Damit  sind  die  Bedingungen  aber  noch  nicht  erschöpft ,  welchen 
die  sieben  Geraden  genügen  müssen ,  damit  das  Tetraeder  beweglich  sei. 
.  Die  letzte  Ebene  des  Tetraeders  soll  immer  durch  6\  gehen;  sie  muss 
aber  auch  immer  durch  die  Punkte  P^2^  und  ^,34  gehen,  also  muss  die 
Verbindungslinie  dieser  beiden  Punkte  beständig  G^  schneiden.  Die 
Gerade  Piu^iu  ^^^S^  immer  in  E^^y  sie  schneidet  also  beständig  6^,  L^^^^ 
I|34  und  bildet  also  bei  ihrer  Bewegung  auch  ein  einschaliges  Hyper- 
boloid. Diesem  muss  G^  als  geradlinige  Erzeugende  angehören.  Wir 
erhalten  also,  damit  das  Tetraeder  beweglich  sei,  die  Be- 
dingung,  dass   gewisse   Quadrupel   aus   den   sieben   Ge^d^n 
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drei   Hyperboloiden    als    Erzeugende    derselben    Schaar    an- 
gehören, und  zwar  so,  wie  es  das  folgende  Schema  angiebt: 
I.  Hyperboloid: 
IL 
III. 

Von  sieben  so  gelegenen  Geraden  behaupten  wir,  dass  sie  sämmt- 
lieh  zwei  feste  Gerade  im  Räume  treffen.  Das  erste  Hyper- 
boloid wird  von  L^^^  in  zwei  Punkten  durchstochen.  Durch  sie  ziehen 
wir  die  beiden  Erzeugenden  Z^  und  Zg  des  ersten  Hyperboloids,  welche 
nicht  zur  Schaar  C, ,  G^y  L^^^  L^^^  gehören.  Diese  beiden  Geraden  Z^ 
und  Z^  schneiden  dann:  1.  G^^  Z/^^s,  ^134  und  gehören  also  dem  zweiten 
Hyperboloid  als  Erzeugende  an;  2.  Cj,  L^^^  L^^  und  gehören  also 
auch  dem  dritten  Hyperboloid  an,  sie  schneiden  also  überhaupt  alle 
sieben  Geraden.  (Diese  beiden  Directricen  Z^  und  Z^  können  getrennt 
sein,  zusammenfallen  oder  imaginär  sein;  dem  entspricht,  dass  jene 
Hyperboloide  sich  je  in  vier  Geraden  schneiden ,  in  zwei  Geraden  schnei- 
den und  längs  einer  berühren,  oder  nur  in  zwei  reellen  Geraden 
schneiden.) 

Unsere  nächste  Behauptung  ist  die,  dass  bei  dieser  Lage  der  sieben 
Geraden  gegen  einander  die  letzte  Ecke  des  Tetraeders  in  der  That 
eine  ßaumcurve  dritter  Ordnung  durchläuft,  welche  Curve  aber  zer- 
fällt in  drei  Gerade.  Wir  brauchen  ztim  Beweise  nur  den  bekannten 
Batz,  dass  je  zwei  von  drei  projectivischen  Ebenenbüscheln  durch  die 
Schnittgeraden  entsprechender  Ebenen  ein  einschaliges  Hyperboloid 
erzeugen  und  dass  die  so  gebildeten  drei  Hyperboloide  alle  durch  die- 
selbe Raumcurve  dritter  Ordnung  gehen,  die  der  Ort  der  Schnittpunkte 
je  dreier  entsprechender  Ebenen  der  Büschel  ist.  —  Die  letzte  Tetraeder- 
ecke ist  der  Schnitt  von  £"2,  ^3,  E^,  Es  dreht  sich  E^  um  G^  und  gekt 
beständig  durch  entsprechende  Punkte  der  projectivischen  Punktreihen 
Z223  und  Zj24;  ebenso  dreht  sich  E^  um  G^  und  geht  durch  entsprechende 
Punkte  von  Zrjgg  und  L^^,  endlich  dreht  sich  E^  um  G^  und  geht  durch 
entsprechende  Punkte  von  L^^^  und  L^^.  Die  drei  Büschel  bilden  sieber 
durch  die  Schnittpunkte  entsprechender  Ebenen  eine  Raumcurve  dritter 
Ordnung.  Die  beiden  Büschel  E^  und  E^  schneiden  sich  in  einer  Ge- 
raden, die  beständig  Gg,  G^  und  Xjgg  trifft,  also  ein  Hyperboloid  bildet, 
welches  durch  diese  drei  Geraden  bestimmt  ist.  Entsprechendes  gilt  für 
die  anderen  Büschelpaare  und  wir  haben  also  drei  neue  Hyperboloide: 
IV.  Hyperboloid: 
V. 

VI.  „     . 

Ihr  Schnitt  ist  die  fragliche  Raumcurve  dritter  Ordnung.  Die  eben  genann> 
ten  beiden  Geraden  Z,  und  Z^  gehören,  da  sie  alle  sieben  Gerade  treffen, 
auch   diesen   drei    Hyperboloiden   an.      Die  Raumcurve   dritter   Ordnung 
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besteht   also   ans  Z^,    Z^y   und   natürlich  noch  aus  einer  dritten  Geraden 
£,34.     Dass  I284  ^^^  beiden  anderen  Geraden  Z^  und  Z^  schneiden  muss, 
sehen  wir  anmittelbar  ein ,  denn  gehörten  Z^ ,  Z^  nnd  L^^  in  den  letzten 
drei  Hyperboloiden    zu   derselben  Schaar   von  Erzeugenden,   so   müssten 
.  sie  identisch  sein.     Das  bewegliche  Tetraeder  besteht  also  in  zwei  Fällen 
aus   Tier  Ebenen,    die   sich   in    einer  Geraden   [Z^,  Z^]   treffen;    in   allen 
übrigen  Fällen  liegt  die  letzte  Ecke  des  Tetraeders  auf  einer  bestimmten 
Geraden  [Z234J.     Schreiben  wir  in  dem  Schema  fUr  die  letzten  drei  Hyper- 
boloide diese  letzte  Gerade  Z234  tiberall  noch  hinzu,  so  erhalten  wir  ein 
Schema,   welches   dem   ersten   vollständig   analog  gebildet  ist.     Die  acht 
Geraden  bilden  zwei  Gruppen  von  je  vieren ,  welche  letzteren  unter  sich 
TÖllig  gl  eichwerthig  sind.     Nach    dem  Schema   für   die   ersten  drei 
Hyperboloide  scheint  zwar  G^  unter  den  acht  Geraden  eine  hervorragende 
Rolle  einzunehmen,  aber  das  ist  nicht  der  Fall.     Würde  man  das  I.,  IV. 
und  V.Hyperboloid  zu  einer  Gruppe  nehmen: 
I. 
IV. 
V. 
so  würde  dasselbe  für  G2  zu  gelten  scheinen. 

Diese  eine  Lage  der  sieben  Geraden,  welche  Beweglichkeit  des 
Tetraeders  zulässt,  ist  darum  wohl  die  interessanteste,  weil  dabei  keine 
TOD  den  sieben  Geraden  eine  andere  schneidet.  Sobald  wir  das  gegen- 
seitige Schneiden  der  Geraden  zulassen ,  erhalten  wir  noch  andere  Fälle, 
in  welchen  das  Tetraeder  beweglich  ist.  Bei  allen  diesen  Fällen  ist  der 
Gang  der  Ueberlegung  genau  derselbe,  wie  oben.  Wir  müssen  immer 
darauf  achten,  dass  die  Schnittgerade  von  E^  und  E^,  wenn  G^^,  G^  und 
Z|23  schon  fest  angenommen  sind,  immer  L^^^  trifft,  dass  ebenso  die. 
Scfanittgerade  von  E^^  und  E^  immer  L^^^  trifft  und  dass  endlich  die  Ver- 
bindungslinie entsprechender  Punkte  von  Zj24  ^°^  ^134  ii^nier  G^  trifft 
So  wollen  wir  als  Beispiel  noch  kurz  den  Fall  ins  Auge  fassen,  in  wel- 
chem sich  G^  und  G2  in  einem  Punkte  P  schneiden.  Wir  wählen  L^^s 
beliebig;  bei  der  Wanderung  des  Punktes  P^gg  auf  L^^  erhalten  wir  als 
veränderliche  Schnittgerade  von  E^  und  E^  den  Strahlhüschel ,  welcher 
den  Schnittpunkt  P  von  G^  und  ^g  ^^^  Centrum  hat  und  in  der  Ebene 
liegt,  die  durch  diesen  Punkt  und  L^^s  bestimmt  ist.  Soll  nun  £^^4 
beständig  diese  Schnittgerade  treffen ,  so  muss  es  auch  in  dieser  Ebene 
liegen,  muss  also  auch  I^gs  schneiden.  Wir  sehen,  wie  das  Schneiden 
sweier  Geraden  G  sofort  ein  Schneiden  zweier  Geraden  L  nach  sich  zieht. 
Statt  des  ersten  Hyperboloids  im  vorigen  Falle  erhalten  wir  jetzt  ein 
Ebenenpaar.     Das  Schema  wird  in  diesem  Falle: 

I.  Ebenenpaar:     1.    CjC^    .      .      2.    ^^128^124 
IL  Hyperboloid:  G,      G^     .  L,^^  ,      ^^r-^r-^rrl^ 

ui.         .  G,     .  G„         .     ^i!äf*S^oogle 
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Es  liegen  also  in  der  ersten  Ebene  die  Ourchstichspankte  der  Ge- 
raden Gg,  Ii23,  Z|34  einerseits  und  diejenigen  der  Geraden  G4,  Ijg^,  ^134 
andererseits  auf  gerader  Linie;  ebenso  liegen  in  der  zweiten  Ebene 
(^128^124)  ^'®  Durchsticbspunkte  von  G^,  C^,  G^y  L^^  auf  gerader  Linie. 
Die  drei  Ebenen  Äg,  Äj,  E^  bescbreiben  wieder  drei  projectiviscbe 
Büschel,  deren  Schnittpunkt,  die  letzte  Tetraederecke,  eine  räumliche 
C3  durchläuft,  welcher  unter  anderen  der  Durchstichspunkt  von  Li^^  durch 
die  Ebene  (^^^2)  ^^^  ^^^  Schnittpunkt  von  Ijgs  ^^^  ^124  angehören. 

In  dieser  Weise  erhalten  wir  dadurch,  dass  wir  immer  neue  und 
immer  mehr  von  den  sieben  Geraden  sich  schneiden  lassen,  neue  Fälle, 
doch  sollen  sie  hier  nicht  alle  behandelt  werden,  weil  doch  der  Gang 
der  Ueberlegung  immer  derselbe  bleibt.  Es  soll  im  Folgenden  nur  noch 
kurz  das  Resultat  der  Ableitung  für  einen  der  speciellsten  Fälle  angegeben 
werden,  weil  wir  durch  ihn  schliesslich  zu  Tetraederumfor- 
mungen geführt  werden,  die  uns  wohlbekannt  sind. 

Die  Gerade  G^  wird  von  den  drei  Geraden  G^,  G3,*  G^  in  den  Punkten 
Äy  Y,  Z  geschnitten,  ohne  dass  von  den  letzteren  Geraden  zwei  in  einer 
und  derselben  Ebene  liegen.  Die  drei  Geraden  /^jgsi  ^124 >  ^i84  g^^Jen 
alle  durch  einen  und  denselben  Punkt  ^,  und  zwar  gebt  die  Ebene 
(^123^124)  ausserdem  durch  .Y,  die  Ebene  (^124^134)  durch  Y  und  endlich 
(^124^134)  <Jurch  Z.  Wählen  wir  jetzt  auf  Z,gg  eine  erste  Ecke  P^^  und 
legen  E^  und  E^^  so  schneiden  sie  sich  in  der  Geraden  P^^'^  da  diese  . 
Gerade  in  der  Ebene  (^123^24)  ^i^g^f  ^^  ^^^d  sie  natürlich  immer,  wie 
es  sein  muss,  L^^^  in  einem  Punkte  Pj^^  treffen,  ß^  und  £3  schneiden 
sich  in  der  Geraden  P^2s  ^»  solche  Zjg^  im  Punkte  ^,34  trifft.  Die  Ver- 
bindungslinie Piu^iu  ™uß8  durch  den  Durchstosspunkt  der  Geraden  G^ 
durch  die  Ebene  {L^^^  ^134)  gehen  und  muss  also  hier  G^  treffen.  Wir 
sehen,  dass  die  Bedingungen  für  die  Beweglichkeit  erfüllt  sind.  Jetzt 
legen  wir  endlich  noch  die  Ebenen  E^,  E^y  E^  durch  die  betreffenden 
Geraden  G  und  durch  die  gehörigen  Verbindungslinien  je  zweier' Punkte  P. 
Der  Schnittpunkt  dieser  drei  Ebenen  beschreibt  dann  bei  der  Wanderung 
von  Pis3  auf  L^^  eine  wirkliche  Raumcurve  dritter  Ordnung,  die  durch 
den  Punkt  A  geht  und  jede. Gerade  L  noch  in  einem  weiteren  Punkte 
trifft;  diese  Curve  hat  auch  ^2«  ^3  ^^^  ^4  ^^  Sehnen,  was  hier  Alles 
aber  nicht  bewiesen  werden  soll. 

Von  diesem  Falle  gehen  wir  mit  Leichtigkeit  zu  einem  noch  speciel- 
leren  über.  Es  soll  G^  wieder  von  G^,  G^  und  G^  geschnitten  werden, 
aber  alle  diese  Geraden  sollen  in  einer  einzigen  Ebene  E  liegen.  Die 
Geraden  L  schneiden  sich  wieder  in  einem  Punkte  .^;  die  Ebene  (^123^124) 
geht  wieder  durch  den  Schnittpunkt  X  von  Gy^  und  Gg,  so  dass  die  Ver- 
bindungslinie der  Durchstichspunkte  von  L^^  und  Zj24  durch  die  Ebene  E 
durch  X  geht;  ebenso  liegt  der  Schnittpunkt  Y  von  G^  und  G^  in  der 
Ebene   (^i»8^i84)    und    der   Schnittpunkt    von   G^   und    G^    ^°^^ii^i3i)' 
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Wählen  wir  irgend  eine  erste  Tetraederebene  £,  durch  6^^,  so  erhalten 
wir  auf  den  drei  Geraden  Z  drei  Tetraederecken  Pjgs?  ^124»  ^isi?  ^*^ 
Gerade  P^s^iii  g^li*  durch  Ä'  und  entsprechend  die  übrigen.  Die  drei 
Ebenenbtischel  C^,  (^g,  G^  haben  in  ß  eine  Ebene  entsprechend  gemein. 
Kb  schneiden  sich  zwei  dieser  Büschel,  z.  B.  ^2  ^^^  ^s  ^^  ^^^  Strahlen 
desjenigen  Büschels,  welches  den  Schnittpunkt  von  ^2  ^"^  ^3  ^^^  Cen- 
tram hat  und  in  der  durch  diesen  Punkt  und  Z^js  bestimmten  Ebene 
liegt.  Entsprechendes  gilt  für  die  beiden  anderen  Büschelpaare.  Die 
Schnittpunkte  je  dreier  entsprechender  Ebenen  der  drei  Büschel  füllen 
jetzt  nicht  mehr  eice  Raumcurve  dritter  Ordnung  aus,  sondern  die  Ge- 
rade Aß^  wo  B  der  gemeinsame  Schnittpunkt  von  folgenden  drei  Ver- 
bindungslinien ist:  1.  Verbindungslinie  des  Schnittpunktes  von  G2  und 
G^  mit  dem  Durchstosspuifkte  von  Zj^g  durch  E-^  2.  Verbindungslinie  des 
Schnittpunktes  von  G2  und  G^  mit  dem  Durchstosspunkte  von  L^^i  ^^^^^  ^\ 
3.  Verbindungslinie  des  Schnittpunktes  von  ^3  und  G^  mit  dem  Durch- 
stosspunkte von  Zi34  durch  E.  Die  vier  Tetraederebenen  drehen  sich 
also  um  vier  in  einer  Ebene  liegende  Gerade  und  die  vier  Tetraeder- 
ecken rücken  auf  vier  durch  einen  Punkt  laufenden  Geraden  fort.  Jetzt 
lassen  wir  E  zur  unendlich  fernen  Ebene  werden;  die  einzelnen  Te- 
traederebenen bleiben  sich  also  parallel,  während  die  Ecken  auf  vier 
durch  einen  Punkt  A  laufenden  Strahlen  fortrücken.  Wir  haben  dann 
nichts  Anderes  vor  uns,  als  die  wohlbekannte  ähnliche  Ver- 
grösserung  eines  Tetraeders,  bei  welcher  A  den  Aehnlich- 
keitspnnkt  bildet. 

Endlich  wollen  wir  uns  noch  denken,  dass  A  selbst  in  E  zu  liegen 
kommtr  Dann  werden  alle  Geraden  Z  parallel  und  unser  bewegliches 
Tetraeder  bleibt  sich  congruent;  es  verschiebt  sich  parallel  mit  sich  so, 
dass  die  vier  Ecken  auf  den  vier  Geraden  L  fortrücken  und  die  vier 
Seitenflächen  sich  um  unendlich  ferne  Gerade  drehen. 

Schlussbemerkung.  In  den  meisten  zu  Anfang  genannten  Wer- 
ken ist  neben  den  genannten  Satz  die  folgende  dualistische  Umkehrnng 
desselben  gestellt:  Bewegen  sich  die  vier  Tetraederecken  auf  vier  belie- 
bigen festen  Geraden  und  drehen  sich  drei  Tetraederebenen  um  drei 
weitere  beliebige  Gerade,  so  osculirt  die  letzte  Ebene  eine  Raumcurve 
dritter  Ordnung.  Von  diesem  Satze  gilt  natürlich  dasselbe,  wie  vom 
ersten.  Es  ist  unmittelbar  klar,  dass  wir  zu  allen  Ueberlegungen  dieser 
Notiz  die  dualistischen  Uebertraguogen  mit  Leichtigkeit  ergänzen  können, 
wodurch  der  eben  genannte  Satz  genau  so  behandelt  wird,  wie  der  erste. 
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VI. 
Neae  Lösung  eineB  Rotationsproblems. 

Von 

C.   FßENZEL, 

OymnatiAlIehrer  in  Laaenburg  L  Pommern 


Hierzu  Taf.  II  Fig.  9  — llc. 


Die  Aufgabe,  deren  Lösung  den  Gegenstand  der  vorliegenden  Ab- 
handlung bildet,  ist  folgende: 

Es  soll  die  Bewegung  eines  Rotationskörpers  um 
einen  als  fest  angenommenen  Punkt  seiner  Axe  uiiter 
dem  Einflüsse  der  Schwerkraft  bestimmt  werden. 

Bevor  wir  uns  zur  Charakteristik  der  verschiedenen  Methoden  wen- 
den, die  bisher  zur  Lösung  dieses  Problems  angewandt  worden  sind, 
mögen  die  üblichen  Bezeichnungen  kurz  recapitulirt  und  die  Differential- 
gleichungen des* Problems  aufgestellt  werden. 

Es  werde  zunächst  ein  beliebig  gestalteter  Körper  vorausgesetzt,  der 
sich  um  einen  beliebig  angenommenen  festen  Punkt  unter  dem  Einflüsse 
der  Schwerkraft  bewegt.  Dieser  feste  Punkt  0  sei  der  Anfangspunkt 
zweier  rechtwinkligen  Coordinatensysteme :  das  eine  System,  das  der 
o-,  ^,  z,  sei  im  Räume  fest;  das  andere  hingegen,  das  der  £,  17,  ti  ^^^ 
im  Räume  beweglich. und  mit  dem  Körper  fest  verbunden.  Die  Goordi- 
naten  x^  y^  z  eines  beliebigen  Punktes  des  Körpers  sind  demnach  Func- 
tionen der  Zeit  /,  während  die  Goordinaten  I,  171  £  desselben  Punktes 
von  t  unabhängig  sind.  Zwischen  diesen  beiderlei  Goordinaten  bestehen 
folgende  Relationen: 

1)     x==al  +  a'ri  +  a'%    y  =  ß^  + ß'fl  +  ß'' i>    »  =  yS  +  / 1? +  /'t. 
wo  a  =  ro5(a:,|),   a'=  co5(j:,  ^),  ...  etc.  ist. 

Der  Orthogonalität  beider  Coordinatensysteme  zufolge  ist 

2)  a?Hy'+^^=5»+ry'+£*. 

Differenziren    wir    diese    Gleichung  nach   |,   ij,  J,    so   erhalten   wir  mit 
Rücksicht  auf  1) 

3)  i  =  ctx  +  ßy  +  yz,    t?  =  «'a:  +  /J'y  +  /t,    f  =  a"x +> y  + /'t; 

es  sind  dies  die  Auflösungen  der  Gleichungen  1)  oachl,, ^(^QQJg 
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Zwischea  den  nenn  Richtungscosinns  er,  ci\  ...  bestehen  sechs  von- 
einander unabhängige  Relationen,   die  entweder  in  der  Form 

5)  «V'+zJ-r+yV^O,   o"a  +r^+  y'y  =0,    ««'+/3^+  yy'=0, 
oder  in  der  Form 

6)  ««  +  «'>+«"«  =  1,   |S*   +|r«  +  r*=l,   y«+)''»+)'''»=l. 

7)  ^y +/»'/+/»"/'=  0,    y«   +yV+/V  =  0,    a/3  +  «/J'+«"/S"=0 

geschrieben  werden  können.  Endlich  sei  noch  vorausgesetzt,  dass  die 
Determinante  2J  +  aj?'/'  des  Systems  1)  den  Werth  +1  besitzt,  dass  also 
die  beiden  Coordinatensjsteme  congruent  sind;  dann  ist 

O  '     t'  f     ff  o*  tf  *t  />•/  t  9 

P^ya—ayy    j3=ya  — ay,     ß  ^Y^it  —  ctYy 
y  =  a  j3"—  jS'a",    y'  =  a"/S  —  j3"a ,    y"=  o  /S'—  /3  a  • 

Betrachten  wir  nunmehr  die  Bewegung  des  Körpers.  Bekanntlich 
giebt  es  in  jedem  Zeitmoment  i  eine  durch  den  Coordinatenanfangspunkt 
0  gehende  Gerade,  die  sogenannte  instant  an  e  Drebungsaxe,  um 
welche  der  Körper  in  dem  betreffenden  Angenblick  rotirt  und  welche 
von  Angenblick  zu  Augenblick  ihre  Richtung  ändert.  Bezeichnen  wir 
die  Winkelgeschwindigkeit  um  diese  instantane  Axe  zur  Zeit  t  mit  Sl^ 
femer  die  Gomponenten  von  Sl  in  Bezug  auf  die  beweglichen  Axen  mit 
p,  ^,  r,  so  ist 

pdi^  «"rfa  +  /3"f//5'+  y"rf/=  -  («'rfa"+  /T <//3"+  ydY), 

9)    )    y(//  =  ada"+iSA/j3"+y^y'  =  — (a'rf«  +  /3"r//S+y'^y), 

(    rrf/=:  a'r/«  +  /5'rf/3  +  /rfy  =  -  (a  rfa'+  ßd§:+ydy), 

10)  Ä2=p2  +  ^8  +  r2. 

Was  die  Lage  der  beiden  Goordinatensysteme  anbelangt,  so  wollen 
wir  festsetzen,  dass  die  positive  r-Axe  vertical  nach  oben  gerichtet  sei; 
ferner  mögen  die  Axen  der  S,  »?,  J  mit  den  Richtungen  der  Hauptträg- 
heitsaxen  des  Körpers  zusammenfallen,  und  zwar  gehöre  zur  Richtung 
der  |-Axe  das  Trägheitsmoment  A^  zur  Richtung  der  i?-Axe  das  Träg- 
heitsmoment B  und  zur  Richtung  der  f-Axe  das  Trägheitsmoment  C, 
Bezeichnen  wir  noch  mit  ä,  H,  Z  die  Gomponenten  der  auf  den  Punkt  m 
wirkenden  beschleunigenden  Kraft  bezüglich  der  beweglichen  Goordinaten- 
axen,  so  besitzen  die  Eul er' sehen  Differentialgleichungen  der  Bewegung 
die  folgende  Form: 

11)  ^     ßl^  =  (C-^)rp+2:m(JS-SZ), 
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wo   sich  die  Summation  über  s&mmtliche  Massenelemente  m  des  Körpers 
erstreckt. 

Nehmen  wir  nun  an,  dass  anf  den  Körper  allein  die  Schwerkraft 
mit  der  Intensität  g  in  der  Bichtnng  der  negativen  z-Axe  wirke,  so  wird 

12)  S^-gy>     H=-gY\     Z^--gy'\ 

Substitoiren   wir  diese  Werthe   in    die  Gleichungen  11)  and  berücksich- 
tigen dabei,  dass 

ist,  wo  ^1  «7o)  £o  ^^^  Coordinaten  des  Schwerpunktes  des  Körpers  bedeu- 
ten, so  gehen  jene  Differentialgleichungen  Über  in 

^g  =  (5-(7)gr-G(,o/'-£o/), 

'3)  {  ^^  =  (^-'<)'-p-G(foy-loy"). 

WO  G  =  g£m  das  Gewicht  des  Körpers  bezeichnet. 

In  diesen  Differentialgleichungen  kommen  ausser  den  unbekannten 
Functionen  p^  g^  r  noch  die  drei  Cosinus  y,  y',  y"  vor,  welche  ebenfalls 
unbekannte  Functionen  von  t  sind;  wir  müssen  also  den  Differentialgleich- 
ungen 13)  noch  drei  andere  hinzufügen.  Nun  ergiebt  sich  aus  den  Gleich- 
ungen 4)  "und  9) 

a  da  +  ß  dß  +  y  dy^      0, 

ada  +  ßrdß  +  ydy=      rdi, 

a'da  +  ß^'dß  +  y'dy  =  -qdt, 

und  hieraus  durch  Auflösung  nach  £fa,  dß^  dy 

da  ,         „       dß  ,         „       dy  ,         ^ 

Y,=ra-qa,      -^=rß-qß,      ■^^'-ry-gy. 

Bilden  wir  durch  cyklische  Vertauschung  der  Buchstaben  die  ana- 
logen Gleichungen  für  die  Übrigen  Differentialqaotienten ,  so  gelangen  wir 
zu  folgendem  Formelsystem: 

da  ,  „       da  „  da" 


14) 


-  =  r«-j«,      —  =  p„_r«,      _=,«_p«, 


g  =  .^_,^'.    '-l^.r-rß.    "-^^gß-Pß^, 


1RX  dy  »  r,       dy  „  dy" 

Von  diesen  neun  Formeln  brauchen  wir  vorläufig  nur  die  drei  letzten 
unter  15),  welche  mit  13)  zusammen  ein  vollständiges  System  simultaner 
Differentialgleichungen  zur  Bestimmung  der  sechs  unbekannten  Func- 
tionen p,  gy  r,  y,  y,  y'  bilden.  .,„,...  oyGoOgk 
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In  unserem  Problem,  wo  der  Körper  ein  Rotationskörper  ist,  dessen 
Schwerpunkt  in  der  geometrischen  Axe  des  Körpers  liegt,  treten  noch 
einige  Specialisirungen  ein.  Es  wird  nämlich,  wenn  wir  die  |;-Axe  mit 
der  geometrischen  Axe  des  Körpers  zusammenfallen  lassen, 

^=  B,     ^  =  0   und  i?o  =  0, 
und  mitbin  nehmen  in  unserem  Problem  die  Differentialgleichungen  13) 
folgende  endgiltige  Form  an: 

16)  ^^  =  (^-C)?r  +  Gfc/,     ^l^=(C-^)pr-CJoy,     ^  =  0.- 

Die  Aufgabe,  aus  dem  System  vonz  wölf  Differentialgleichungen  14), 
15),  16)  die  neun  Richtungscosinus,  sowie  die  Grössen  p,  9,  r  als  Func- 
tionen von  /  zu  bestimmen,  ist  schon  von  verschiedenen  Mathematikern 
in  Angriff  genommen  worden.  Abgesehen  von  den  älteren  Lösungen  von 
Lagrange,  Mecanique  analytique,  L  11,  und 
Poisson,  TraitS  de  Mecanique,  t.  II, 
welche  das  Problem  nur  auf  Quadraturen  zurückführen,  und  ausser  den 
elementar  gehaltenen  Analysen  des  Problems  von 

Resal,    Traiti  de  cinematique  pure  (vergl.  Schell,   Theorie  der 

Bewegung  und  der  Kräfte) .  und 
Jullien,  Problemes  de  Mdcanique  rationelle,  l,  II 
kommen   hier   insbesondere   zwei  Kategorien   von  Lösungen  in  Betracht. 
Zu  der  einen  gehören  die  Bearbeitungen  von 

Lottner,  Reduction  der  Bewegung  eines  schweren  um  einen 
festen  Punkt  rotirenden  Revolutionskörpers  auf  die  elliptischen 
Transcendenten,  in  Cr  eile's  Journal  Bd.  50,  und 
Franke,  Ueber  die  Bewegung  rotirender  Kreisel,  in  den  Pro- 
grammen des  Gymnasiums  zu  Seehausen  vom  Jahre  1873  und 
1874; 
in  die  andere  Kategorie- diejenige  Lösung,  welche  Herr  Professor 

Weierstrass  in  seinen  „Vorlesungen  über  die  Anwendung  der 
elliptischen  Functionen^*  während  des  Sommersemesters  1879 
gegeben  hat. 
Den  Lösungen  von  Lottner  und  Franke  fehlt  die  Symmetrie;  in 
ihnen   treten   immer   noch    die   alten   Eul er* sehen  Winkel  ^,  qp,  ^  auf, 
die  zwar  eine  einfache  geometrische  Bedeutung  haben ,  deren  Einführung 
jedoch  die  schöne  Symmetrie  unseres  Systems  von  Differentialgleichungen 
vollkommen  vernichtet.     Wenn  auch  schliesslich  Lottner  die  neun  Rich- 
tungscosinns   selbst  als  Functionen   von   t  darstellt,   so   sind   doch  diese 
Darstellungen  einerseits  zu  coraplicirt,  andererseits  haben  sie  für  uns  bei 
Weitem  nicht  dasjenige  Interesse,  welches  diesen  neun  Cosinus  bei  denu 
verwandten  Problem  der  Rotation  eines  beliebig  gestalteten  Körpers -n^^^ 

8» 
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drei  von  einander  verschiedenen  Hanptträgheitsaxen  um  seinen  Schwer- 
punkt zukommt.  Was  endlich  die  Lösung  des  Herrn  Prof.  Weierstraas 
anbetrifft,  so  ist  sie  zwar,  wie  sich  von  selbst  versteht,  äusserst  elegant, 
aber  die  von  Herrn  Weierstrass  an  Stelle  der  nenn  Cosinus  eingeführ- 
ten Variablen  A,  fi,  v,  g  haben  keine  einfache  mechanische  Bedeutung; 
denn  was  kümmert  uns  im  vorliegenden  Problem  die  Richtung  derjenigen 
durch  den  Goordinatenursprung  gehenden  Geraden  für  den  Zeitmoment  t, 
um  welche  das  Goordinatensystem  der  x^  y^  z  gedreht  werden  muss, 
damit  es  in  die  Lage  des  Systems  der  |,  17,  i;  komme,  und  die  Grösse 
dieser  Drehung?  Daher  kommt  es  auch,  dass  die  Bestimmung  der  bei 
dieser  Lösung  auftretenden  Integrationsconstanten  durch  die  gegebenen 
Anfangsbedingungen  grosse  Schwierigkeiten  bereitet,  Schwierigkeiten, 
welche  zu  heben  selbst  Herrn  Prof.  Weierstrass  noch  nicht  gelungen  ist. 

Welches  sind  nun  aber  die  geeignetsten,  naturgemässen  Variablen 
im  vorliegenden  Problem? 

Offenbar  ist  zunächst  die  Richtung  der  geometrischen  Axe  des  Kör- 
pers, d.  h.  der  i-Axe  in  Bezug  auf  das  feste  Goordinatensystem  der  x, 
y,  z  zu  bestimmen.  Dazu  ist  die  Angabe  der  Werthe  von  y"  und  a'-^iß^ 
erforderlich  und  hinreichend.  Die  Grösse  y'  giebt  die  Neigung  der 
i'Axe  gegen  die  vertikale  z-Axe  an;  die  Grösse  a'+iß*'  bestimmt  die- 
jenige durch  den  Goordinatenanfangspunkt  gehende  Vertikalebene,  in 
welcher  zur  Zeit  t  die  ^-Axe  liegt.  Die  Bestimmung  anderer  Lagen- 
beziehuDgen  ist  nicht  erforderlich,  da  bei  einem  Rotationskörper  in  der 
Aequatorialebene  keine  ausgezeichnete  Richtung  vorhanden  ist.  Was 
ferner  den  Bewegungszustand  des  Körpers  betrifft,  so  geht  aus  der  Gleich- 
ung 16  c)  zunächst  hervor,  dass  r  während  der  ganzen  Bewegung  con- 
stant,  also 

17)  r  =  ro 

ist,  wo  Tq  den  Anfangswerth  von  r  zur  Zeit  /=<(,  bezeichnet.  Es  wer- 
den also  nur  noch  die  infolge  der  Schwerkraft  auftretenden  Gomponenteu 
der  Winkelgeschwindigkeit  um  die  J-  und  ly-Axen,  d.  h.  die  Grössen  p 
und  g  zu  bestimmen  sein,  und  ferner  die  Richtung  ihrer  in  der  ^i^-Ebene 
liegenden  Resultante  v  =  ]/p^  +  g^  (vergl.  Fig.  9).  Die  Grössen  p  und  q 
sind  durch  Angabe  des  Werthes  von  p  +  gi  gegeben,  die  Richtung  von 
V  hingegen  ist,  wie  sich,  weiter  unten  zeigen  wird,  durch  die  bereits  ein- 
geführten Variablen  a",  ß"  und  /'  mit  bestimmt.     Somit  sind 

Y  y    a  +  «p     und  p  +  gt 
die    einzigen    zur   Bestimmung    der   Bewegung    nothwendigen    und    hin- 
reichenden Grössen,   und    diese   wollen    wir   direct  als  Functionen  von   / 
darstellen. 

Im  Uebrigen  werde  ich  mich  bei  der  Lösung  dieser  Aufgabe  der 
Weierstrass^schen  Methoden  und  Bezeichnungen  bedienexij^ die|enigen 
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Leser,  welchen  die  J ac ob i' sehen  Bezeichnungen  geläufiger  sind,  finden 
die  hier  befolgte  Integrationsmethode  auseinandergesetzt  in  dem  höchst 
inhaltsreichen  Aufsatze  von  Herrn 

Hermitej  Sur  quelques  applications  des  fonctions  elliptiques;  Comptes 

rendus  de  Vacademie  des  sciences  de  Paris,    1877^  und  1878^. 

Wir   wenden   uns  jetzt   zur   Lösung  unserer  Differentialgleichungen 

und   bestimmen   zunächst    die    Grösse   y".     Multipliciren   wir  die   beiden 

ersten  Gleichungen  16)  mit  p  und  q  und  addiren,  so  erhalten  wir 


^Ai(p^+q»)=- 

-GU9Y-Pr') 

oder, 

da  nach 

15) 

qy-py 

^äy" 
dt 

i8t, 

18) 

4,ip'  +  <l')  = 

-2ou% 

Multipliciren  wir  ferner  die  Gleichungen  16)  der  Reihe  nach  mit  y* 
y\  Ay*  Und  addiren,  so  ergiebt  sich 

oder,  da  nach  15) 


mithin 

ist, 

oder  endlich 


4l{PV  +  i7  +  ry")  =  r{A-C)^-i^ 


19)  A-(py-\-qy')  =  -Cr^ 


^,ipy+n')=-cr,^-^ 


Durch  Integration  erhält  man  ans  18)  nnd  19) 

A(p'  +  q')  =  2GI;,.(Const.-y"),     A(,py  +  qy')=^Cr^.{Const.-y"). 

Zur  Bestimmung  der  beiden  Integrationsconstanten  nehmen  wir  an, 
dass  dem  Körper  zu  Anfang  seiner  Bewegung  nur  eine  einfache  Rotation 
um  die  £-Axe  (nicht  eine  Rotation  um  eine  beliebig  gerichtete  Axe)  mit- 
getheilt  sei ;  dann  ist 

20)  Po  =  0,     ^0  =  0, 

und  es  erhält  demnach  jede  der  beiden  Integrationsconstanten  den  Werth 
y^o,  80  dass  definitiv 

21)  A  (p»+g»)  =2CS,(/'o-/'). 

22)  A{py  +  qy)=    Cr,{y\-y") 

wird.    Diese  beiden  Gleichungen  verbinden  wir  mit  der  J^lftidmt^OOQlC 
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15c)  qy-py'=.JL 

und  eliminiren  ans  ihnen  die  Grössen  p  und  q.  Ans  22)  und  15  c) 
ergiebt  sich  dnrch  Quadriren 

also 

oder,  da  nach  21)  und  6) 

A(j>'+q*)  =  2Gio{A-r")  «nd  y'  +  r'^l-y"' 
ist, 

2^GJ.(y"o-/')(l-/'»)  =  C»r,«(y"„-y")»  +  ^(^'y 
oder  endlich 

=^()'"-y".)(y"-/'x)(/-r",)  =  Ä(y"), 

WO  Ä{/')  das  Polynom  dritten  Grades  auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleich- 
ung und  /'q,  y\^  y\  die  Wuraeln  desselben  bedeuten. 

Von  der  ersten  Wurzel  y\  wissen  wir,  dass  sie  reell  ist;  wir  wollen 
sie  auch,  um  die  Vorstellung  zu  fixiren,  stets  als  positiv  voraussetzen, 
d.  h.  annehmen,  dass  zu  Anfang  der  Bewegung  die  positive  {;-Axe  mit 
der  positiven  z-Axe  einen  spitzen  Winkel  bilde.  Bei  dieser  Annahme 
und  bei  der  ferneren  Voraussetzung,  dass  auch  i^^  positiv  sei,  muss 
während  der  ganzen  Bewegung 

24)  ,  /'^/'o 

sein,  weil  sonst  (~t— )    einen  negativen  Werth  erhalten  würde,  was  für 

reelle  t  unmöglich  ist.  Wenn  demnach  angenommen  wird,  dass  zu  An- 
fang der  Bewegung  der  Schwerpunkt  des  Körpers  oberhalb  der  durch 
den  Goordinatenursprung  gehenden  Horizontalebene  liegt,  und  wenn  man 
ferner  der  positiven  £-Axe  die  Richtung  vom  Goordinatenursprung  nach 
dem  Schwerpunkte  hin  (und  nicht  -die  entgegengesetzte  Richtung)  giebt, 
so  ist  während  der  ganzen  Bewegung  die  Neigung  der  ^  Axe,  d.  h.  der 
geometrischen  Axe  des  Körpers,  gegen  die  nach  oben  gerichtete  Verti- 
kale grösser,  als  zu  Anfang  der  Bewegung;  nach  Ablauf  gewisser  regel- 
mässig wiederkehrender  Zeitperioden  wird  die  ursprüngliche  Neigung 
wieder  erreicht  werden. 

Um  femer  die  Lage  der  beiden  anderen  Wurzeln  y\  und  y%  zu 
ermitteln,   zu  deren  numerischer   Bestimmung  nur  dif,uA^^^^@^^&-^^Aßi* 


Von  0.  Frekzbl.  111 

quadratischen  GleichuDg  erforderlich  ist,  bilden  wir  den  Differential- 
quotienten 

Ä'(y'')  =  -^(i-)'"*)-^)'''(r"o-r")  +  ^*()'"o-/'); 

für  y"^=zy'^  erhält  derselbe  den  negativen  Werth 

fiV'o)=-^(l-/''.). 

daher  geht  bei  wachsendem  y'  die  den  Verlauf  der  Function  R(y")  dar- 
stellende Curye  an  der  Stelle  y=^y\  vom  Positiven  ins  Negative  über. 
Ferner  erhält   für   /'=  +  l    die  Function    Ä(/')   negati7e   Werthe,   und 

endlich  ist 

für  /  =  +  oo    Ä(y")  =  +  oo 

und    „    y"=  — 00    Ä(y")  =  — oo. 

Mithin   besitzt  jene  Curve   die   in  Fig.  10  angegebene  Gestalt:   die  eine 

Wurzel    y\    liegt   zwischen   0   und  +1,    eine   andere,    die   wir  mit  y" ^ 

bezeichnen,  zwischen  —1  und  /'q,  und  zwar  wird  dieselbe  positiv  oder 

negativ  sein,  je  nachdem 

25)  2^CS,-C«roV"„^0 

ist;  die  dritte  Wurzel  ^\  endlich  liegt  zwischen  +1  und  +^« 

Da  für  reelle  Werthe  von  i  Ä(/')  positiv  und  /'  selbst  dem  abso- 
luten Betrage  nach  <  1  sein  muss,  so  liegt  das  Intervall,  innerhalb  dessen 
sich  die  Variable  y"  bewegt,  innerhalb  der  Grenzen  y\  und  y\. 

Wir  wenden  uns  jetzt  zur  Integration  der  Differentialgleichung  23) 
und  machen  zu  dem  Zwecke  die  aus  den  Vorlesungen  des  Herrn  Prof. 
Weierstrass  bekannte  und  bei  jedem  mechanischen  Problem  wieder- 
kehrende Substitution 

wo  s  die  neue  Variable  und  y'  irgend  eine  der  drei  Wurzeln  des  Poly- 
noms Ä(y")  bedeutet.  Wir  wählen  für  y'  die  Wurzel  /'q  (nämlich  eine 
der  beiden  Grenzen  für  /'),  setzen  also 


26)  *=7^^+iV«"(y"o); 

-^j  =Ä(y")   über  in   die   kano- 


nische Form 


27)  (l;)'  =  4^-j,,»-<,3  =  S, 


WO  g^  nnd  g^  die  beiden  Invarianten  des  Polynoms  i^C/')  sind  und  aus 
den  Coefficienten  desselben  leicht  berechnet  werden  können.  Statt  dessen 
wollen  wir  zunächst  die  Wurzeln  e^,  e^^  e^  des  Polynoms 

S=.4{s-e,){s-e,){s-e^  Digimed  byGoOgk 
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berechnen,   aas  denen  dann  leicht  die  Werthe  von  g^  nnd  ^3  mit  Hilfe 
der  Relationen 

^2  =  -  4(ej^3  +  e^e^  +  e^e^)  =  2 {e^^+e^^+e^^,     Qz^'^e^e^e^ 
gefunden  werden  können. 
Nun  ist  nach  26) 

also,  da  (^y«Ä(y")  ist, 

Dieser  Ausdrack   verschwindet  dann  nnd  nur  dann,   wenn  /'  einen  der 
Werthe 

also  s  einen  der  Werthe 

/  i"~y  0  /  «""y  0 

annimmt.     Bezeichnen  wir  demnach  die   Wurzeln  ^^,   e^,  ^3  in   irgend- 
welcher Grössenfolge  mit  e\  e'\  e"\  so  können  i^ir  setzen 

Nun  ist 

Ri.1  )= — :r^(i~''  ^ — :<  y  (y  o-y  )+-^(y  o-y ). 


also 

Ä'(y"o)  =  -^(i-y"»o)=^(y".-y"i)(y"o-y",). 

28) 


Ä'V'«)=      ^/'o-^-^: 


substituiren  wir  diese  Ausdrücke  in  obige  Werthe  von  e ,  e\  e  ,  so  sehen 
wir,  dass  die  letzteren  sämmtlich  reell  werden.  Ordnen  wir  sie  also,  wie 
dies  in  der  Theorie  der  elliptischen  Functionen  üblich  ist,  nach  der 
Orössenfolge 

so  wird 

y i~y  0  ^^ 

''» = J^^  +  Vr  Ä"(/'.)  =  ^  (y".  -  y".)  +  A  «"(y"o) 
y  s"~y  0  -^^ 

Digitized  by  VjOOQIC 
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«»-«j  =  2f  (y  o-y  i)f 

30)  {     e,-e,  =  ^(y",-Y'\), 

e.-e,  =  ^(Y\-Y"o). 

Hiermit  sind  Üie  Constanten  in  der  transformirten  Differential  gl  eich- 
nng  27)  vollkommen  bestimmt;  das  Integral  derselben  lautet: 

wo  {  eine  willkürliche  Tntegrationsconstante  bedeutet.  Die  Perioden  2  m 
and  2  g/  der  Function  p  bestimmen  sieb  aus  den  Gleichungen 

31)  p(a,)  =  ^j,     p(a)  +  a)')  =  ^2»     p(ß'')  =  ^3 

und  können,  da  sämmtliche  e  reell  sind,  stets  so  gewählt  werden,  dass 

CD  und   -r   positive  reelle  Grössen 

sind.  Substituiren  wir  obigen  Werth  von  s  in  26),  so  erhalten  wir  mit 
Benutzung  dör  Gleichungen  28)  und  29)  die  Lösung  der  ursprünglichen 
Differentialgleichung  23)  in  folgender  Form: 

/^^     ^^^'^     2J'y\^f' 
Für   t  =  tQ    wird    der  Ausdruck   auf  der  rechten  Seite   dieser  Gleichung 
unendlich  gross,  also  ist  die  Integrationsconstante  f',  abgesehen  von  will- 
kürlichen  ganzzahligen  Vielfachen   der  Perioden   2(0  und   2g)',   gleich  t^ 
und  es  wird  somit  definitiv,  wenn  wir  noch  zur  Abkürzung 

32)  t-<,  =  u 
setzen , 

oder  auficelöst 

o  f  y        1 "2 

^  ^^'     2^>(t0-e,- 

Dieser  Ausdruck  kann  auf  eine  noch  einfachere  Form  gebracht  werden. 
Nach   einer  bekannten  Formel  aus  der  Theorie  der  elliptischen  Functio- 

wo  a>2  =  a)  +  a>'  ist;  folglich  nach  30)  und  28) 

.(u^-e  =^*^'  ir"o-r\W'o-r'\) ^     o'io'      i-A 

^\'      »       4A*-      p(«  +  „,)-c,  4^-  p(«  +  «,)-c/ 

Sabstitairen  wir  dies  in  34),  so  ergiebt  sich 

35)  y"=/;  +  |£{p(„  +  .^)_e,}. 

*"  DigitizedbyCjOOgle 
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Damit  ist  der  Werth  von  /'  vollkommen  bestimmt  und  wir  wenden  uns 
jetzt  zur  Bestimmung  der  Grösse  «"+«/?"• 

Wir  bilden  zu  dem  Zwecke  den  logaritbmischen  Differentialquotienten 

da"       dß:'  „da''^,dß"  „rf/S"  da"  I 

■dT+'-dT      "  17  +  ^  ~t    .  ."  7T-^  -di  I 


Nun  ist  aber 
also 

«-^7+''  -äT — y-dT=-y  lu; 

und  ferner  nacb  14),  8)  und  22) 

«"^-r^=«"(*/»-piJ')-r(?«-P«')=P(«r-^o+?(«"/j-A) 


mithin 


36)  ±lg{„-+iß^')  = J„ =v(„), 

wo  g>(u)  diejenige  Function  bezeichnen  soll,   die  wir  durch  Substitution 

von   34)  oder  35)   in   die  rechte  Seite  der  Gleichung  36)  erhalten.     Da 

rfy" 
diese  Function   rational  aus   y"  und  -j—   zusammengesetzt  ist,   und  da 

femer  y"  eine  doppeltperiodische  Function   von  u  ist,   so  ist  auch  ip{u) 
eine  doppeltperiodische  Function  von  ti. 

Es  handelt  sich  nun  darum,  den  Differentialausdruck  qf{u).du  zu 
integriren.  Die  Methode,  die  am  einfachsten  zu  diesem  Ziele  und  zu  der 
einfachsten  Form  des  Resultats  fährt,  hat  Herr  Prof.  Weierstrass  in 
seinen  Vorlesungen  über  elliptische  Functionen  und  deren  Anwendungen 
auseinandergesetzt;  doch  findet  sich  dieselbe  ihrem  Wesen  nach  bereits 
in  einem  der  ersten  Aufsatze  von  Herrn  Hermite  in  Crelle's  Jonmal 
vor  und  ist  ausführlicher  dargelegt  in  der  Hermit ersehen  „Uebersicht 
der  Theorie  der  elliptischen  Functionen*'  (deutsch  herausgegeben  von 
Natani,  S.  109).  Anwendungen  dieser  Methode  giebt  Herr  Hermite 
in  dem  oben  citirten  Aufsatze  ^,Sur  quelques  appiications  des  fonctions 
eUipäques*"  und  in  der  Abhandlung  .^Sur  fequation  de  Lame^"  (Annali  di 
MaUiemaiicay  Ser.  II  t.  IX),  Der  wesenHiche  Vorzug  dieser  Methode  vor 
der  älteren  besteht  darin,  dass  sie  die  so  unerquickliche  Rechnung  mit 
elliptischen  Integralen  dritter  Gattung  vermeidet;  sie  zerlegt  die  zu  inte- 
grirende  Function  in  ihre  integrirbaren  Elemente  (^..elemenis  simpies^^  nach 
der  Hermite*8chen  Bezeichnung),  ihnlich  wie  miui  bei^  4§iL.^3^$gö^^o^ 
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ntionaler  Functionen  diese  in  unmittelbar  integrirbare  Partialbrüche  zer- 
legt. Sie  macht  überhaupt  alle  jene  Methoden  überflüBBig,  welche  „zur 
Bednction  elliptischer  Integrale  in  reeller  Form*^  dienen,  und  die  Unter- 
suchung der  verschiedenen  Fälle,  die  bei  dieser  Reduction  zu  unterschei- 
den sind,  insbesondere  also  auch  die  Eintheilung  der  elliptischen  Inte- 
grale dritter  Gattung  in  solche  mit  circulärem  und  solche  mit  logarith- 
mischem Parameter. 

Es  genügt  für  das  vorliegende  Problem,  den  einfachsten  Fall  dieser 
Hermite-Wei er strass' sehen  Methode  zu  betrachten.  Es  sei  <p{u)  eine 
doppeltperiodische  Function  n*«^  Ordnung  mit  lauter  einfachen  ünend- 
lichkeitsp unkten;  irgend  ein  vollständiges  System  incongruenter  Unend- 
lichkeitspunkte sei  bezeichnet  mit 

«n  «2»  •••  ^n» 
dann  besitzt  die  Entwickelung  der  Function  q){u)  in  der  Umgebung  des 
ünendlichkeitspunktes  ai  (A  =  l,  2,  ..«n)  die  Form 

wo  unter  dem  Symbol  $  eine  Potenzreihe,  also  eine  Reihe  von  der  Form 

$  (a;)  =  a  -f  6  a:  +  c  x*  -f  . . . 
zu  verstehen  ist.  Den  Coefficienten  der  (—!)*•"  Potenz  in  der  Entwicke- 
lung von  9>(u),  auf  den  es  hier  allein  .ankommt,  nennt  man  nach 
Cauchy  das  Residuum  der  Function  q>{u)  im  Punkte  a^.  Die  Summe 
dieeer  Residuen  hat  nach  einem  bekannten  Cauchy' sehen  Satze  den 
Werth  i_„ 

Hat  man  nun  die  Entwickelungen  der  Function  q>(u)  in  der  Um- 
gebung sämmtlicher  Unendlichkeitspunkte  hergestellt,  hat  man  also  sammt- 
licbe  Residuen  r^,  Cg,  ...  o»  gefunden,  so  lässt  sich  die  Function  q>{u) 
in  folgender,  unmittelbar  integrirbaren  Form  darstellen: 


wo  Cq  eine  gewisse  Constante  und  a  die  bekannte  Weierstrass'sche 
Function  bezeichnet,  welche  auch  durch  die  Jacob  i' sehe  Function  H 
oder  6  ersetzt  werden  kann. 

Um  diese  Methode  auf  die  Integration  unserer  Differentialgleichung 
36)  anzuwenden ,  haben  wir  zunächst  ^ie  Unendlichkeitspunkte  der 
Function  ,j  v      a>_  • 

^(")  = rr/i ; 

IQ  ermitteln  und  alsdann  die  Entwickelungen  der  Function  ^{u)  in  der 
Umgebuog    dieser    Unendlicbkeitspunkte    herzustellen.      Diese    Function^lC 
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kann  aber  nur  für  diejenigen  Werthe  von  u  unendlich  gross  werden ,  für 
welche  /'  einen  der  Werthe 

+  1,       -1,       00 

erhält.  Untersuchen  wir  zunächst  diejenigen  Stellen,  an  welchen  /' =+ 1  ist. 
Nach  Gleichung  35)  ist 

y''= /'o+ ^  tp(«+ »»)  -  ^gl » 
also 


1 


wo 

R(.r")=^(7\-r")(i  -  /'*)  -  ^  (Y'o-Y'y 

ist.     Für  /'=  +  !  wird  demnach  ^=  +  ^'(l-/'o)  nnd  f«'  /'=— 1 

du       —    A  ' 


rf«       -    J    ^^  +  ''oJ- 


Da  nun,  wie  ans  der  Form  der  Function  91  (u)  hervorgeht,  fpifi)  nur 
dann  unendlich  gross  wird,  wenn  gleichzeitig 

oder 

dy 
ist,   hingegen   endlich   bleibt   für   die   anderen  Vorzeichen   von   -^ ,    so 

entspricht 

dem  Werthe  y"=  +  l  »ur  ein  einziger  ünendlichkeitspunkt  u^ 

nnd     „  „        y"=  — 1     „       „  „  „  Mg, 

und   zwar  bestimmen  sich  diese  We];the  u^  und  u^  aus  den  Gleichungen 

37)  p(«.+«,,)  =  «,  +  ||(l-/',),     p'(«i  +  «,)-||-Cv(l-y"o) 
und 

38)  p(«,+  »,)  =  e,-|^(l  +  y"o),     p'0'2+«>,)  =  |§-Cro.(H-/'o)i 

auch   kann    man   sich    zur  Bestimmung  von   u^   und   u^  der  Gleichungen 
bedienen 

39)  p(«,)  =  ^,-f^(l  +  /'o).     p(«2)  =  «»  +  ||a-/'o). 

die  aus  Gleichung  34)  hervorgehen  und  von  denen  weiter  unten  ebenfalls 
Gebrauch  gemacht  werden  wird. 

Zu  den  Entwickelungen  der  Function  q>(u)  in  der  Umgebung  dieser 
beiden  Unendlichkeitspunkte  u^  und  u,  gelangen  wir  mit  Hilfe  des 
Taylor' sehen  Satzes.     Nach   diesem  ist  in  der  Umgebung  des  Punktes 
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^=      ^d-/'o) +  («-«,). ^(«-«,); 


hieraus  folgt 


•^a-y"o)  +  («'-"i)*("-"i) 


2c'/; 


^(l-/'o)("-"i)  +  ("-«'i)^H5(«'-"i) 


Ebenso   ergeben   sich  in   der   Umgebung   des  Punktes   u^  die   folgenden 
EntWickelungen : 

y"=-i  +  ^a  +  y"o)("-«.)+(«-«*)*^(«-",). 
Ä=         ^'(1+/'«) +  («-",)*(«-«,). 


also 


2  Cr 


^0 +/'<,)  +  («-«,)  *(«-««) 


Endlich  ist  noch  die  Beschaffenheit  der  Function  q>(u)  für  einen 
unendlich  grossen  Werth  von^  y"  zu  untersuchen.  Nach  34)  wird  aber 
/'  unendlich  gross,  wenn 

p  (m)  =  f?j,    d.  h.   u  =  (o^ 

ist.     Entwickeln    wir  /'  in    der  Umgebung   dieses  Punktes,   so   erhalten 
wir  nach  35) 

mithin 

At^  («-  »i)-*  +  («-«»)-» *  (« -  »,) 


=  _  2  (1/  -  «,)-<  +  (ii  -  mJ  .^  («  -  »,) , 

wo  noch  besonders  liervorznheben  ist,  dass  in  dieser  Entwickelang  kein 
conHtsntes  Glied  vorkommt. 

Zufolge  dieser  Entwickelnngen  sind  die  Punkte 

«1.      «».      »»  Digitizedby  Google 
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sämmtlich  Unendlichkeitspnnkte  erster  Ordnung,   und  die  Residuen  von 
(p{u)  in  diesen  Punkten  besitzen  resp.  die  Werthe 

+  1,     +1,     -2; 
demgemäss  lässt  sich  die  Function  (p(u)  in  folgender  Form  darstellen: 

40)         ^^u)  =  c,+':p::^+'':^^-2'^^^f^, 

WO  c^  eine  gewisse  Constante  bedeutet. 

Zur  Bestimmung  derselben  entwickeln  wir  beide  Seiten  dieser  Gleich- 
ung nach  Potenzen  von  m— Oj  und  vergleichen  die  beiderseitigen  con- 
stanten  Glieder.  Die  Entwickelung  der  linken  Sf^ite  enthält,  wie  wir 
soeben  gesehen  haben,  kein  constantes  Glied,  desgleichen  die  Entwicke* 

aYtt  —  öö")         ,  ,      , 
lune  von  -~ —,  welche  lautet: 

folglich  ergiebt  sich  zur  Bestimmung  von  c^  die  Gleichung 

g>|  — CPg)        g  (t/g  —  (Og) 


Nun  ist  aber 
also 


<y(Mi  — Q)g)      a(t/g-a)2) 
a  («  —  Wg)  =  —  a  (©g)  e"  1* "  (Tg  (w) , 

=  —  »?2  H 


mithin  wird 
und  somit 


a(.4-a,g)  '*^cyg(u)' 


^iW.^Vü?) 


.?V!fl}    1    ^V"2) 


^  ^  ^      <y  (m  —  w,)      a  (m  —  i/g)  ög  (w)  ^  ffg  (m J  ^  cig  (wg)  * 

Multipliciren  wir  diesen  Ausdruck  mit  du  und  integriren,  so  ergiebt  sieb 

4,)      .■■+,r,c..'C--.);(;-".)..-ISS?tSgi. 

wo  Oq  eine  Integrationsconstante  bedeutet. 

Bei  der  weiteren  Umformung  dieses  Ausdrucks  ist  znnSchst  die 
Bemerkung  wesentlich,  dass  sich  die  beiden  Constanten  u^  und  u^  auf 
eine  einzige  Constante  reduciren  lassen.  In  der  That  zeigt  der  unmittel- 
bare Anblick  der  Formeln  37  a)  und  39  b),  dass 

"i  +  a>2  =  +  "2 
ist,   d.  b.    M, +  C0g=  +  Mg  + 2N(ö  +  2w'a)',    wo   n   und    n    beliebige    ganze 
Zahlen  bedeuten.     Nehmen  wir  zunächst  an,  es  sei 

r/i  +  G)g  =  +  «g, 

so    folgt   aus    37  b)  DigitizedbyCnOOgle 
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mithin,  da 

also 

iat, 

p'(«  +  «>»)' 


■^^ |f,CV(l-y"o)=|f3CV(l  +  y"o), 


(liy.(.-/'o/ 


in  UebereinstimmQng  mit  38b].     Wäre  hingegen 

Mj  +  a)2  =  — Wg, 
so   würden   wir   darch   eine   ähnliche  Rechnung   für   ^'{u^+a}^)  den  ent- 
gegengesetzt gleichen  Werth  erhalten,  was  mit  Gleichung  38b)  in  Wider- 
sprach   stände.      Demnach   kann    in   nnserer   Congruenz   nur   das   obere 
Vorzeichen  gelten,  so  dass 

42)  «1  +  Wj  =  t/g 

ist. 

Um  ferner  die  Grenzen  zu  bestimmen,  zwischen  denen  diese  beiden 
Constanten  t/^  und  u^  liegen,  leiten  wir  mit  Hilfe  der  Gleichungen  30) 
aus  den  Formeln  37)  und  38)  die  folgenden  beiden  Formelsjsteme  her: 

43)|pK  +  ö,,)-c,=     ff(l-/'o) 


G&)/ 


p(«i  +  »»)— «s=     27^^"'''^ 


and 


p'(«',  +  «>,)  =  f^,.Cr,.-(l-y"o) 


(«ä+»»)  =  ft-^'-o'(l+/'o). 


2a* 


G  fc» 
P  ("8+ ««)  "  '^i  ==  "  2J  ^^  "^  ^  "^^ 

44)  <  pK  +  «»2)-^,  =  -|^(1+/'o) 

p(«i,  +  «,)-^8  =  -|j(l+/'i) 

Ans  43)  folgt-,  dass  ^    ,      ,       .  ^  . 

^       ^  ^2<pK  +  oi2)<ei 

und  dass,  wenn  wir  r^  als  positiv  annehmen ,  pX^i  +  fOs)  positiv  imaginär 

ist  (d.  h.  gleich  t,  muUiplicirt  mit  einer  reellen  positiven  Grösse);  mithin 

liegt  Mj  +  oog  zwischen  den  Grenzen  co  und  oo  +  w',  d.  h.  Wj  zwischen  —  w' 

und  0,  oder,  wenn  wir  hierfür  den  congruenten  Werth  im  ersten  Perioden- 

parallelogramm    wählen,    zwischen    den   Grenzen    ca    und   2(o,     Ebenso 

crgiebt  sich  aus  44),  dass  DigitizedbyGoOgk 
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und  dass  pX^^  +  cd^)  positiv  imaginär  ist;  folglich  liegt  u^  +  cd^  zwischen 
den  Grenzen  co'  und  2co',  also  Mg  zwischen  den  Grenzen  —  m  und  —©+1»', 
wofür  wir  wieder  das  kongruente  Intervall  cd  bis  to  +  a/  im  ersten  Perio- 
denparallelogramm  setzen  können.*  Hieraus  folgt,  dass  die  Grössen  11^ 
und  Ug  ▼on  der  Form  sind: 

45)  Wi  =  (»'+wf,     u^  =  (o  +  fvi, 

wo  fv  eine  positive  reelle  Grösse  ist,  die  innerhalb  des  Intervalls 

46)  0<«;<~ 

I 

liegt.  Durch  diese  Gleichungen  45)  wird  auch  in  der  That  der  Con- 
gruenz  42)  Genüge  geleistet. 

Die  Grösse  w,  auf  welche  wir  hiermit  die  beiden  Constanten  u^  und 
»2  reducirt  haben,  lässt  sich  durch  ein  bestimmtes  Integral  ausdrücken. 
Zu  dem  Zwecke  führen  wir  die  Substitution  45)  in  einer  der  Gleichungen 
43)  oder  44)  aus.  Am  geeignetsten  dazu  ist  die  Gleichung  44  a);  setzen 
wir  in  dieser  1/2  =  ^1+^0»  so  erhalten  wir,  da 

ist, 

oder  mit  Hilfe  von  30  b)  .  . 


♦  Bei  der  obigen  Intervallbestimmung,  die  in  ähnlicher  Weise  auch  bei 
Bämmtlichen,  auf  elliptische  Functionen  führenden  Problemen  vorkommt,  bedient 
man  sich  zweckmässig  einer  schematischen  Darstellung  der  Functionswerthe  von 
f(u)  und  f'{u)  im  ersten  Periodenparallelogramm,  wie  sie  in  den  Figuren  IIa, 
IIb  und  11c  gegeben  ist;  dieselbe  gilt  nur  unter  der  Voraussetzung,  dass  die 
QrÖBsen  ej,  e^,  e,  sämmtlich  reell  sind,  was  im  vorliegenden  Problem  der  Fall  ist. 
Fig.  IIa  stellt  die  Ebene  des  Arguments  ii  dar,  Fig.  IIb  die  correspondirenden 
Werthe  der  Function  p{u)  und  Fig.  11c  diejenigen  der  Function  f'{u).  Unter  c 
und  '>o  sind  positive  reelle  Grössen  zu  verstehen,  die  sich  den  Grenzen  0  und  00 
nähern,  wenn  sich  die  Stelle,  an  welcher  der  betreffende  Functionswerth  steht, 
nach  dem  bentichbarten  kritischen  Punkte  hin  bewegt.  Die  Art  der  Verwendung 
dieses  Schemas  ist  aus  der  Einrichtung  desselben  unmittelbar  ersichtlich.  Um  z.  B. 
in  unserem  Problem  Ui  zu  bestimmen,  berücksichtigen  wir  zunächst,  dass  p(tti+<Di) 
zwischen  den  Grenzen  et  und  e,  liegt;  nach  Fig.  Hb  ist  dies  aber  nur  fcir  solche 
Argumente  Ui  +  o»s  der  Fall,  die  entweder  in  dem  Intervalle  0...o+o>'  oder  in 
dem  Intervalle  co  +  o'*««  o>  +  2a>'  liegen.  Zu  dem  ersten  dieser  beiden  Intervalle 
gehören  nach  Fig.  11c  positiv  imaginäre  Werthe,  zu  dem  zweiten  negativ  imagi- 
näre Werthe  von  p'(t*,  +  a),);  da  nun  p'(wi+GJf)  positiv  imaginär  sein^soll,  so  gilt 
für  das  Argument  i«i  +  Ot  nur  das  erste  Intervall.  .^yiized  byCnOOQlC 
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47)  ^  =  /fe^ 

r      1  +  y  8 

ein  positiver  echter  Bruch  ist.    Hieraus  ergiebt  sich,  da  für  solche  Werthe 

von   ip,    die  innerhalb  des  Intervalls  46)  liegen,    c(ivt)  positiv  imaginär, 

hingegen  o^{n>i)^  ög(wi)  und  c^{foi)  positiv  reell  sind,  dass    -~ — r^  posi- 
tiv  reell,  also 

ist.     Bezeichnen  wir  die  Function  -^7 — -    für  variable  Werthe  des  Areu- 

(yj(iri)  ^ 

ments  rv  mit  x^  so  genügt  diese  Function  der  Differentialgleichung 

(J^/=(^i-'',)0-^*)(i-***»), 

wo    nach    der  in    der   Theorie   der   elliptischen  Functionen   üblichen  Be- 
zeichnung unter  x'^  der  positive  echte  Bruch 

49)  x'«  =  vz£2  =  >L»i:4o 

zu  verstehen  ist.     Berücksichtigen  wir  nun,  dass  der  Differentialquotient 

dx ^  d    ^s(^0 ^    (  \    <y(wf)  (F, (wt) 

drv'' ärv  a^(w{)^    ^*       ^''       <5^{ro{) 

zufolge  der  obigen  Bemerkung  einen  negativen  reellen  Werth  besitzt,  so 
erhalten  wir 

_  =  -  Y7;:i7, .  /(i  -  .t^^j  (1  -  x'«.*), 


mitbin 
50) 


dw 

X 

dx 


1      r 


^(l-a:«)(l-x'»a;«j 
e 

wo  den  Quadratwurzeln  ihr  positiver  Werth  beizulegen  ist. 

Nachdem    somit    w    in    einer   zur   Berechnung  sehr   einfachen  Form 

dargestellt  ist,  wollen  wir  in  dem  obigen  Ausdrucke  für  a'+i/S"  die  Con 

stanten  u^  und  u^  durch  w  ersetzen.     Es  ergiebt  sich  alsdann,  da 

femer 
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ist,  für  a'+if['  nach  einer  leichten  Reduction  der  folgende  Wortb: 

wo  eine  neue  Constante  C^  an  Stelle  der  früheren  Constanten  (\  getreten 
ist.  Der  Werth  dieser  Constanten  bestimmt  sich  leicht  ans  den  Anfangs- 
bedingungen.    Da  nämlich  für  /  =  ^o   u  =  0  ist,  so  wird 

«"o  +  ' /^"o  =  ^0  •  <^i  C«'  0  H  (^  0 
und  somit 

51) 


Statt  der  a- Functionen  können  wir  schliesslich  noch  die  zur  nume 
rischen  Berechnung  geeigneteren  Jaco  hinsehen  a>  -  Functionen  einführen; 
dieselben  seien  definirt  durch  folgende  Beihenentwickelungen : 

^(x)=:l^2g  cos  —  +  2  fr  cos 2</^   cos +     .  » 

ö)  G)  (»      — 

*^i  W=      2y^  5iw^r 2(^/*sm'-zr \-2f/  f*stn— h    .. , 

f,n\      J  *'^  •^flt>  •^A> 

loa                      ZOO                         2q) 
^sC^)  =1  +  25^05 h  2ö*  cos 1-2^/*  ros h  . . . , 

Q)  fl»  09 

WO  ^  =  e  "     ist.     Dann  besteht  zwischen  den  a-  und  O- Functionen  fol- 
gender Zusammenhang: 

•W-«     -^-^(oy     <J,(«J-e     .^^^^^, 


53) 
ferner  ist 


54) 


*'i  (0)  =  //^ .  Vie,  -  e,)  (..  -  .3)  (.,  -  .,) , 
»,C0)=//^.^/^^3,      . 

»(0)=/5.^T^„ 


also 


55)  »',<'0)  =  ^.»(0)»,(0)»,(0).  ^  , 
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Darch  Aasfübrong  dieser  SubstitutioD  erhält   der  Ausdruck  51)  folgende 
definitive  Form: 
56)    ->--r  _        VW         Hn--fvi)^.{u-n>i)     u[^y^^] 

Um    ferner    in    derselben    Weise    auch    den    Werth    von    y"    durch 
^•Functionen  darzustellen,   berücksichtigen  wir,  dass 

ist;  mithin  ergiebt  sich  aas  Grleichnng  34)  unmittelbar 

oder  mit  Hilfe  von  53)  and  54) 
5S)  /'^/'.-/TZTT.^J. 

Aus  dieser  letzten  Formel  ergiebt  sich,  da 

di(w  +  2a>)  =  -^ift/)  und  {^3  (u  +  2  oi)  =  ^8 («) 
ist,  dass  /'  die  reelle  Periode  2 od  in  Bezug  auf  u  oder  /  besitzt,  dass 
also  in  irgend  einem  Zeitmoment  die  Neigung  der  ^-Axe  gegen  die  Ver- 
tikale ebenso  gross  ist,  wie  vor  oder  nach  Ablauf  von  je  2a)  Zeitein- 
heiten. Da  ferner  für  reelle  Werthe  von  u  die  Function  ^^  (m)  nur  dann 
verschwindet,  wenn  u  die  Form  t/  =  2;2(i)  besitzt,  wo  n  eine  beliebige 
ganze  Zahl  bezeichnet,  so  ergiebt  sich,  dass  für  f/  =  2a>,t/=4o>,  t/ss6a>  etc. 
(d.  b.  für  (  =  /o4'2a),  /  =  r^+4ro  etc.)  der  Werth  von  y  gleich  dem  An- 
fangswerth  /'^  ist,  welche  Eigenschaft  auch  aus  der  PeriodicitÄt  von  /' 
hervorgeht.     Da  endlich  nach  bekannten  Formeln 

■^1  ("  +  «)  = -^2 (")  ^^^  ^**8(«  +  o>)  =  ^(w), 
fem  er 

ist,  so  wird  für  ti  =  o,  also  auch  für  i/s=3fi),  f/  =  5o)  etc. 


r"=f>-}Vi-r\  =  r\-yf^.Yi-f: 


=  '''-tf. 


TT 

-y  I 


7^yi-/'% 


■y  0 


d.  b. 

y  =y  u 

mitbin  erreicht  y"  für  /=/o+a),  f=/o  +  3a)  etc.  seinen  kleinsten   Werth 
y", ,    also    die  Neigung    der    f^Axe    gegen    die  Vertikale   ihren    grössten 

W*'Tth.  Digitized  by  CoO^le 
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Um  in  derselben  Weise  das  PeriodicitätsverhJlltniss  der  Grösse  a"+  i§>' 
zu  untersuchen,  empfiehlt  es  sich,  auf  Formel  41)  zurückzugehen.  Denken 
wir  uns  den  Schwerpunkt  des  Körpers  auf  die  horizontale  rcy- Ebene  pro- 
jicirt  und  bezeichnen  wir  die  rechtwinkligen  Coordinaten  der  Projectioo 
mit  (T,  y,  die  Polarcoordinaten  hingegen  mit  ^,  9  (vergl.  Fig.  9),  so  ist 

Demgemäss  erhält  die  Formel  41)  folgende  Gestalt: 

wo   für   den  Augenblick   k  zur  Abkürzung  gesetzt  ist  für  den  Ausdruck 

60)  ,^1^  +  ^^ 

aj(Mi)       <yg(«g) 

Ersetzen  wir  nun  in  59)  u  durch  t/  +  2^<^i  so  bleibt  auf  der  linken 
Seite  infolge  der  Periodicität  von  y"  der  Werth  von  g  unverändert;  hin- 
gegen wird  q>  einen  andern  Werth  erhalten ,  den  wir  mit  (pn  bezeichnen 
wollen.   Bei  der  Transformation  der  rechten  Seite  berücksichtigen  wir,  dass 


ist;  mithin  wird 


also 


wo 


61)  <p^\-\2X(o-2ri{u^  +  u^)\ 

ist.      Hieraus   ersehen   wir,    dass   im   Verlauf  von    2q>   Zeiteinheiten  der 
Winkel  q)  immer  um  die  constante  Grösse  q>  zunimmt.     Da  nun 
u^  =  wi+a/  und    «j  =  w  1  +  w , 

*^8Ö  Digitizedby  Google 
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(0     '^''^"^0(«;i)"*"^2(n;i)' 


ist,  80  wird 
mithin 

Nachdem  somit  die  Grössen  a\  ß^'^y'  ^^^  Functionen  von  t  bestimmt 
find,  haben  wir  zur  vollständigen  Lösung  unseres  Problems  noch  die 
Componenten  p  und  q  der  Rotationsgeschwiudigkeit,  sowie  die  Richtung 
ihrer  in  der  ^i^-Ebene  liegenden  Resultante  v  =  j/p*+g^  zu  ermitteln. 
Ans  den  beiden  ersten  Gleichungen  16) 

ergiebt  sich 

also  ^ 

^'"'  "»**»«'  Cr,    „       .,        df 

mithin  wird  .  „ 

dy 

63)         ^M^+90  =  (^-i)v-i-;^=t(«), 

WO  t|;(tt)  wieder  eine  doppeltperiodische  Function  von  u  bedeutet.  Dm 
dieselbe  in  ihre  einfachen  Elemente  zu  zerlegen,  könnten  wir  ebenso, 
wie  früher  bei  der  Function  q>{u)  verfahren.  Einfacher  ist  es  jedoch 
hier,  den  oben  gefundenen  Werth  von  y"  in  die  Function  i^(t/)  einzu- 
setzen.    Da  nämlich  '^{u)  auf  die  Form  gebracht  werden  kann 

and  da  nach  57) 

iat,  80  ergiebt  sich  durch  Substitution  dieses  Werthes 

Multiplieiren  wir  diesen  Ausdruck  mit  du  und  integriren,  tQ,,<&äft|t^^irQlc 
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64)  p+,i=c,.^^e<-^-'h\ 

wo  C^  eine  Integrationseonstante  bezeichnet,  welche  snfolge  der  Gleich* 
nng  21) 

/*  -ry  ^    Kr  0     Y  J       ji    ^*     y   •''■«»*(«) 

den  Werth  besitzt 

65)  £?,  =  ^yri7T.  _ 

Um   endlich   noch   die  Bichtung   der  Resultante   t>  =  j/p^  +  q^  gegen 
die  Azen  der  x^y^z  zu  bestimmen,  bilden  wir  die  Richtuugscosinns 

/  cos  (p,  x)  =  cos  (p,  I)  cos (j-,  I)  +  ro5  (p,  ti)  cos  (.r,  t/)  +  co5 (©,  f)  co5 (.r,  J) 

C05  («;,i^)  =  cos  (v,  ö  CO*  CVi  0  +  ^^^(«'j  *?)  ^<>*(y»  v)  +  ^o*(^»  0  <^05(y,  f) 
66)  ^  ^Pß  +  9^ 

CO*  (V,  «)  =  cos (P,  I)  CO*  (t,  I)  +  cos  Os  t?)  CO* (Z,  fl)  +  CO*  (»,  t)  CO*  (z,  J) 

Nun  folgt  aber  aus  Gleichung  16),  dass 

oder  ,, 

^^/p«  +  9«'+'-«")  =  r„(^-C)^-G6,r 
oder  endlich 

i^^^(p«  +  fi'a)  =  — ^^o-^""^S)/^  Md  ebenso 
^|i(/'/5  +  ^^)  =  -Cro^  +  (?£,«' 
ist     Hieraus  folgt 

68)   Aj^\(pa  +  qa)  +  i(pß  +  qß^)\=^Cr,jy+iß^')  +  GI;,f^^^^^ 

Da  nun  «"+ 1 /f  eine  bekannte  Function  von  i  ist,  so  ist  die  Integration 
dieser  Differentialgleichung  leicht  ausführbar  und  ergiebt  die  den  gesuch- 
ten Richtungscosinus  cos  (&,  x)  und  cos  (r,  y)  proportionalen  Grössen 
pa'{-qa  und  pß  +  qß^  ebenfalls  als  Functionen  von  t  Hiermit  aber  ist 
die  obige  Behauptung,  dass  die  Richtung  von  v  durch  Angabe  der  Werthe 
von  a\  ß^\  y"  mit  bestimmt  ist,  bewiesen,  und  folglich  das  gestellte 
Problem  als  gelöst  zu  betrachten. 
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Vin«   Eine  Polynomentwiokeliiiig. 

Es  soll  (l+a:  +  a:*+ ...+ar'"~')"  entwickelt  werden,  wenn  m  nnd  n 
ganze  positive  Zahlen  sind.     Wird 


gesetzt,  so   muss   eine  independente  Darstellung  für  a^  gesucht  werden. 
1.    Man  hat  k-nim    u 

i"i —  j  =  y  ^^^ 

\  1  — o:  /  j^ 

vmd  mit  Hilfe  des  binomischen  Satzes 

<r=n  k=n(m  —  I)  t=:n 

V(-l)*(n)tx'»*a=  V  a*a:*.  V(-l)*nta:* 
2)  ^*  »  .    , 

11.«       1       A      T      ,     w(n  — l)...(w  — ^+1) 

wenn    unter   («)it,   wie  gewöhnlich,    der  Ausdruck   — x 7 

1  •  ^  ...  Ar 

verstanden  wird.     Ist  nun  

n>  folgt  ans  2)  sofort  das  System 

5^  ^/     IM     /^  (0  falls  ?>0, 

fii  ''*^''^*-*=IC-l)''-»*(»)p  falls  ?  =  0, 

Ä  =  0,  1,  2,  ...  mw, 
wo  die   fljt  zu   bestimmen   sind.     Theilen   wir  hier  in  Classen  von  je  m 
Gleichungen  ab  und  untersuchen  wir  die  einzelnen  Classen. 
Erste  Classe:  p  =  0»   ä  =  0,  1,  2,  . ..  (m  — 1); 

«0  =^» 

«o(«)i     -«1  =ö. 


4) 


«oWt     -«iWt-i +...+  (-!)*«*  =0, 


Man  findet  daraus  successive  Digitizedby  VnOOQlC 
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«o=l=(«-l)o»    «i==(«)m    «2  =  («+1)«»    fl3  =  (''  +  2)3- 
Um  zu  beweisen,  dass  für  die  erste  Glasse  allgemein 

5)  öik  =  (H  +  A:-lH 

ist,  werde  angenommen,  diese  Identität  gelte  für  die  Indices  0,  1,2, 
(Ar— 1);  dann  ist  ak  zu  bestimmen  ans  der  Gleichung 

6)  2  (- l)'(«  +  '-l)< (")*-*• +  (-!)*«*  =  ^- 
Man  findet  nun  leicht 

was  auf  die  Vermuthung  führt,  es  sei  allgemein 


2' (-1)' («+••- 


Setzt  man  die  Richtigkeit  dieses  Ausdrucks  fttr  die  Indices  0,  1,  2,  .   .  r 
Yoraus,  so  hat  man 

^  (-iy{n  +  i~l)t{n)k.i  =  (rir(n+r)i{k-l)r  +  (-ir-^Hn+r)r+i(n)i.r.t 

~,\yi«  +  r)(n  +  r-l)...{n  +  r-k  +  2)r(n  +  r-k+l){k-l)r  n       T 

'^'-       '  (A-r-l)!  U(*-l)...(A-r)      (r+l):]' 

Der  Inhalt  der  grossen  Klammer  kann  geschrieben  werden 

(n+r-k-^l)(k-\)(k-^)...{k-r)  n       ^l/w  +  r-^^  +  l m_\ 

*(*-!). ..(A-r).r!  (r  +  l)!~r!\  k  r  +  l) 

(„+r+l)(fc-r-l) 
*.{r+l)! 
Fügt  man  hier  im  Zähler  und  Nenner  die  Fäctoren  (A— !)(*— 2)...(*— r) 
bei,  so  entsteht  endlich 

^(-l)'(«+i-l),(«)t_,=  {-l)'+'(n  +  r  +  l)t(Ä-l),+,, 

d.  h.  das,  was  aus  7)  wird,  wenn  man  r  durch  r  +  l  ersetzt.    Die  Gleich- 
ung 7)  gilt  demnach  allgemein,  und  man  hat  dann  in  6) 

8)    (-l)*-i('»+A-l)t(*-l)t-i+(-l)*«t  =  0,    flt  =  (n  +  A-l)t 
allgemein  giltig  fttr  A  =  0,  1,  2,  ...  (m  — 1). 

Zweite  Classe:  /»  =  1,    A  =  m,  m+1,'...  2m— 1; 

«oW«  -«.(»«U-l         +...  +  (-1)-  «m  =(-l)"-'K. 

«o(«)»+i  -«i(«)»      +...+(-ir+'  «-+1  =0, 


9) 
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Man    siebt  sofort,    dass,    wenn   f  einen   noch   zu   bestimmenden    Factor 
bedeutet,  in  Analogie  mit  8)  die  Relation  gelten  mass 

£r„+;t  =  (»  +  m  +  Ar-l)„,+;t  +  {«)i./;     /r==0,  1,2,  ...  (m-1). 

Darcli  directe  Ausrechnung  mit  Hilfe  der  bei  der  ersten  Classe  angestell- 
ten Betrachtungen  findet  man 

Arn        =(n  +  /W-l)„,         — («)j(n  — 1)^, 

und  scbliesst  daraus,  dass  allgemein 

10)  flm+Jb=(«  +  m  +  Ar~l)„,4.i-(«)i(»  +  Ar-l)l 

zu  erwarten  ist.     Gilt  diese  Relation  für  /:=0,  1,2,  ...  (/r-— J),  so  hat 
man  zur  Bestimmung  von  «m+it  die  Gleichung 

flo(")»n  +  *  -  «iWm  +  fc-l  +  .    •  +  (—  !)"•"*  «m-l  W*  +  l 
+  (--l)"'«m("n+(-l)'"  +  ^«m  +  l('0/k-l  +  ...  +  (-l)'"  +  *-'ö».  +  t-lH 

+  (-!)"•+*«».+*  =  0. 

Hierin  liefern  die  ersten  Bestandtheile  aller  «a  von  Ä  =  0  bi8Ä  =  m  +  ^  — 1, 
wie  in  der  ersten  Classe,  den  Werth  (— l)'"+*~^(«  +  m  +  Ar— 1)^+^. 

Die  zweiten  Bestandtheile  der  a^  von  hs=m  bis  A  =  m4-^  —  1  liefern 
gemäss  10) 

-K[(~irW*+Hir+M'0i('O*-i  +  (--i)"'+^{/»+i),('O*-2  +  ... 

oder 

d.  h.  nach  7)  den  Werth 

80  dass  endlich  entsteht 

11)  ^m  +  t  =  («  +  '«  +  ^-l)m+*-Wi(«  +  ^--l)/t. 

Die  Gleichung  lOj  gilt  also  allgemein  für  Ar  =  0,  1 ,  2,  ...  (m— 1). 

Dritte  Classe:   />  =  2,    Ä  =  2m,  2m +1 ,  . ..  3»i  -  1. 
Die  erste  Gleichung  der  dritten  Classe  lautet 

Man  findet  durch  die  nämliche  Untersuchung,  wie  in  der  zweiten  Classe, 
sehr  leicht 

12)  ö2«+*=(n  +  2m  +  A:.l)2^+4-K(«  +  w  +  Ar-l)«+it  +  (;i)8(n  +  Ar-l)4, 
k  =  Oy  1,  2,  ...  (m  — 1)  u.  s.  f. 

Die  bisherigen   Resultate   lassen  sich   in   etwas  veränderter  Gestalt, 

folgendermaasen  schreiben :  u^yu^ov. ..y  .^ ^. ^(^^^ 
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Erste  Classe:   k  =  q==    ' 

Zweite  Classe:   Ar  =  m  +  Ö'j 
«'«  +  9  =  ("  -  1  +»i  +  ^)„_i  —  {n\  (n  -  1  +  gr)„  ^1 . 

Dritte  Classe:   Ä  =  2fn  +  y, 
«2«+,  =  (w— 1  +  2ot  +  ^)^«i  —  (w)j  (n  —  1  +  w  H-^'),-!  +  («)2  (w  -1  +9)1.-1  - 
Allgemein  hat  man  also 

13)  ^/ym-f  ff  =  ^  (—  1)^  {p)i  {n  -  l+;?m+^  — mf)„_, 
oder  kürzer       *  *'^** 

14)  «*=2(-0'(")i(«-i  +  *-'«0«-i- 

1  =  0 

Die  Summation  bricht  von  selbst  ab,  da  (w)/t  =  0  für  n  </r. 
Es  mag  noch  bemerkt  werden,  dass  jedenfalls  immer 

15)  ak=^an{m-\)-k 

sein  mnss,  da  das  zn  potenzirende  Polynom  reciprok  ist. 
Schliesslich  hat  man 


16) 


=m-— 1    \n    kz=.nlm  —  \) 


2.  Ein  anderer,  vom  vorhergehenden  wesentlich  verschiedener  Weg 
zur  Lösnng  der  Aufgabe  ist  folgender. 

Ans  ])  ergiebt  sich,  dass  aj^  nichts  Anderes  ist,  als  die  Angabe, 
wie  oft  die  Summe  k  aus  je  n  Elementen,  welche  der  Zahlenreihe 
0,  1 ,  2,  ...  (»1  — 1)  zu  entnehmen  sind,  variationsmässig  mit  Wieder- 
holungen gebildet  werden  kann;  oder  auch: 

Es  ist  Hk  die  Lösungszahl  für  die  unbestimmte  Gleichung 

17)  ^y'=* 

mit  den  Bedingungen  y^  "^    ' 

Bei  den  unbestimmten  Gleichungen  wird  der  Werth  Null  für  die 
Unbekannten  in  der  Regel  ausgeschlossen;  wir  setzen  deshalb 

y<  =  t,— 1,     1  =  1,2,  ...  n 
und  haben  uns  dann  mit  der  Gleichung 

18)  yjz,  =  n  +  k 

und  den  Bedingungen  _^ 

zu   beschäftigen.     Bezeichnet  man  die  Anzahl  sämmtliohiBiry  L!$^l^o^fir 
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;s 


Zi  —  U 


durch  /'n(ti),  so  hat  man  für 

^1  +  ^2  ="  /iW  =  «'  —  !» 

^l  +  «2+^3  +  ^4=«  /'4(«)  =  («-03 

U.    8.    f., 

d.h.  fdr 

£r=n 

Es  sei  nnn  die  Anzahl  der  Lösungen,  in  denen  p  hestimrate  z  aus  der 
Reihe  z^,  Zg,  ...  z«  den  Werth  m  übersteigen,  gleich  ^)py  dann  ist 
^0  =  ^*  ^^^ 

20)  fniu)  =  («-  !)„_!  =  1^0  +  W,  ^1  +  («)2^2  +  iP\%  +  •  •  • 

Wird  nun  etwa  Zn  =  m  +  In  gesetzt,  so  entsteht  die  Gleichung 

21)  2  ^•  +  S«  =  «~m, 

deren  Lösungszahl  {u  —  m  —  Vjn  —  x  sich  zusammensetzt  aus  'i\^  tf/^,  ... 
derart,  dass 

(ti  — m~  !)„_,  =  t^i  +  («-  l)i t^2  +  (w  - 1)2^3  +  •  •  ' 
da   es  sich  jetzt  nur  noch  um  Zj,  z^,  ...  Zq^i  handelt.     Es  ist  klar,   wie 
man  hier  weitergehen  kann;  man  kommt  dadurch  auf  das  System 

|(ü-l)„-.l  =t^o  +  K)^I+W^2  +(«)8*3  +•    •» 

(u— m  — l)„_i     =  '«/^i  +  («  — 1)1  iJ'ji  +  C«— 1)2^3  +  -   •» 

(« -2m -!)„_,  =  ^jj+(„-.2)it(;s  +  ... 

U.  8.  f. 

Es  werde  hier  die  f**  Gleichung  mit  (— 1)*~  *  (n),-  _  1  mnltiplicirt  und  Alles 
addirt;  bemerkt  man,  dass 

'—  n\         {e4,     ...       A! 


I  =  Ü 

mit  alleiniger  Ausnahme  des  Falles  A  =  0,  so  resultirt,  wenn  nun  für  u 
der  Werth  /i  +  Ar  eingeführt  wird, 

23)  i^o  =  ''*=2(""^)'('')'("  +  ^""^-'"')"-»^ 

genau  wie  früher. 

3.    Die  Aufgabe  findet  in  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  Verweu- 
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Es  seien  n  Würfel  vorhanden;  wie  gross  ist  die  Wahrscheinlichkeit 
w,  mit  diesen  n  Würfeln  k  Aagen  zu  werfen? 
Entwickelt  man 


=yjbj,x^ 


so  hat  man  als  Zahl  q  der  günstigen  Fälle  den  Goefficienten  von  o;'^,  d.  h. 


Man  hat  nun 


also 

24) 


s'=2'(-')'('')'(*-i-6')--'' 


oder  auch  nach  der  Bemerkung  in   15) 

25) 
und  dann 

26) 


»*— n — "nm  —  ki 

q=^(-iy(n)t{7n-k-\-6i)„.i 


Beispiel.  Wie  gross  ist  die  Wahrscheinlichkeit,  mit  4  Würfeln 
19  Augen  zu  werfen? 

n  =  4,     *  =  19, 

9=2  ^')'W'(^S-^')s  =  (l8)s- 4.(12)3  +  6(6)3=56 
oder 

^=^(-iy(4).(8-603   =(8)3  =  56, 

""         ^  =  Tih' 

In  der  That  hat  man  die  Gombinationen  1666,  2566,  3466,  3556, 
4456  und  4555,  welche  permutirt  4  +  12  +  12  +  12  +  12  +  4  =  56  Varia- 
tionen liefern. 

Dorpat,  1.  November  1880.  K.  WBiHRAUca. 


IX.    Werth  einiger  doppelt- orthosymmetrischer  Determinanten. 


Ist 


C  = 


"0  *•!  '*2 


.    ön_4      ön-3 


so  hat  man  für  ^'j^  = 


"1  "8  "8 

(fr+l)(Ar  +  2) 


flfi-l       «0 
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c=  (-■r-.;->+.)(»+2)  ((„^3)--(„+.).). , 

für  ak^=cos(ka) 
für  a*  =  sin  (Ar  a) 

c=(-i).(2..^)-(™,.(»^)-^.(i=.^,)). 

Man  beweist  diese  Formeln,  indem  man  in 


f °'"*)' . 


wo  «it  eine  «'«  Wurzel  der  Einheit  ist,  die  Sumraationen  ausführt. 
Dorpat,  1.  November  1880.  K.  Wbhirauch. 


X.   Ein  Satz  vom  ebenen  Viereck. 

(Hierzu  Taf.  II  Fig.  12.) 

Sei  L»äc  =  a,   iabc^ß  (Fig.  12). 

Macht  man  Lbce  =  l,adb^  l^cbe^=  Labd^  so  ist 

also 

ad.bc  =  bd,ce^     ab:be  =  bd:bCy 
^ahe  (^^  ^dbc^ 
nb.cd=:  bd.aBy 

ae^-Y  c^*—  2ae.ce,cos{nec)  =  ac\ 
{ab.cd)^+(ad.hc)^  —  2ab.be.cd.da.cos{a  +  ß)  =  {ac.bdy 
eine   Relation    zwischen    den   vier   Seiten,    beiden    Diagonalen   und    der 
Samme  zweier  Gegenwinkel  eines  Vierecks. 

1.  Eis  sei  a-{-/3s=7c,  dann  Entsteht 

ab.cd  +  bc.ad  =  ac,bd, 
der  Satz  des  Ptolemaeus. 

n 

2,  Es  sei  «  + (5  =  /^     ,   so  entsteht 

T 

{ab.cdf)^+{bc.ad)^^{aC.bd)K       DigitizedbyGoOgk 
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Betragen  also  in  einem  ebenen  Viereck  zwei  Gegenwinkel  zusammen  einen 
oder  drei  Rechte ,  so  ist  die  Summe  der  Quadrate  der  Froducte  je  zweier 
Gegenseiten  gleich  dem  Quadrat  des  Products  der  Diagonalen. 

Dieser  specielle  Satz  lässt  sich  auch  folgendermassen  beweisen. 

Es  seien  in  einer  Ebene  zwei  Dreiecke  gegeben,  deren  Ecken  a^,  o^^  a^ 
und  6],  6^,  63,  deren  Inhalte  d  und  ö  sein  mögen;  beissen  die  Radien 
der  ihnen  umschriebenen  Kreise  r  und  p;  ist  der  Winkel,  unter  dem  sich 
beide  Kpeise  schneiden,  gleich  <p,  und  bezeichnet  man  die  Strecke  afh^ 
durcb  Sik^  so  existirt  nach  Siebeck  (Crelle*s  Journal  62,  S.  153)  die 
Relation 

rp  dS  cos  qo  =  —  "5*^ 

Es  falle  nun  n^  mit  6^,  a^  mit  63  zusammen,  also  s^  =  s^^^=i),  dann  sind 

5,2,  Sjj,  .Vgj,  .?j3  die  vier  auf  einander  folgenden  Seiten  m,  ti,  p,  q,  5|,  und 

5^3  =  ^32  die  Diagonalen  5,  i  eines  Vierecks  V,     Falls  nun  die  Kreise  um 

die   beiden   Dreiecke,    in   welche   V  etwa   durcb   ^23   getheilt   wird,    sich 

n 
rechtwinklig  schneiden,    <p  = -^  1    was,    wie    man    sich   leicht  überzeugt, 

darauf  hinausläuft,  dass  dann  die  Summe  zweier  Gegenwinkel  in  V  gleich 
einem  oder  drei  rechten  ist,  so  hat  man  zufolge  obiger  Relation 


Al 

»*« 

*»« 

*»« 

.«„ 

**«, 

**8, 

**8» 

**«, 

S* 

m» 

g* 

«« 

0 

fi 

P' 

fl 

0 

0  =    «*      0       fi       oder   tn^p^  +  u^g^  =  s^t^. 
p^      fi      0 
Dorpat,   1.  November  1880.  K.  Weihrauch. 


XI.  Bas  Reciprocitätsgesetz. 

Ira  Jahre  1877  theilte  mir  Herr  A.  Voigt  eine  Abkürzung  des  dritten 
Gauss' sehen  Reciprocitätsbeweises  mit  und  sprach  die  Absicht  aus,  die- 
selbe der  Oeffentlichkeit  zu  übergeben.  Da  derselbe  aber,  der  damals 
in  Stuttgart  als  Versicherungsbeamter  thätig  war,  bald  darauf  starb,  so 
ist  die  Veröffentlichung  wohl  unterblieben,  wenigstens  ist  mir  Nichts 
davon  bekannt  geworden,  weshalb  ich  seine  Methode  hier  mittheilen  will. 

Es  seien  p  und  g  zwei  ungerade  Primzahlen,  und  es  sei  (i  die  An- 
zahl der  Reste  der  Zahlen  ^,  2^,  3^,  ...  ^(p— 1)?  in  Bezug  auf  p, 
welche  grösser  als  ^p  sind,  oder  (wenn  man  die  kleinsten  positiven  und 
negativen  Reste  betrachtet)  welche  negativ  sind.  Ebenso  sei  v  die'  An- 
zahl der  kleinsten  Reste  der  Zahlen  p,  2/?,  ...  }(9  —  l)/>  in  Bezug  auf  9, 
welche  grösser  als  ^q  sind.     So  ist  nach  Gauss 

(?)(7)-(-'>'^-- 

Soll  der  Rest  von  kq  nach  p  negativ  sein,  so  ist  r^^^^^T^ 
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{k'-\)p<h<i<kp, 
und    umgekehrt    geboren    zu    solchen    ganzen   Zahlen   /i,    welche   dieser 
Bedingung   gentigen,    negative  Reste.     Da  h   nicht   grösser   als  ^(p  —  l) 
sein  darf,  so  kann  k  nicht  grösser  als  ^{q  —  l)  werden.     Die  Anzahl  der 
Zahlen    A,    welche    bei    gegebenem   k   die    Ungleichung  befriedigen,    ist 

pj  _  \^±ZM^  „„d  mithin  ist 


.='- 


■■+[^']-[^i=^['f]-[f-'f]' 

Ist  nun  der  Rest  von  sp  nach  q  kleiner  als  \q^  so  ist 
Ist  der  Rest  grösser  als  \q^  was  vmal  eintritt,  so  ist 
Daraus  folgt 

(f)a)=<-) 


2  -2 


w.  z.  b.  w. 


J.  Thomak. 


xn.   Eine  Eigenschaft  concentrischer  Ellipsen  und  Hyperbeln. 

(Hierzu  Taf.  II  Fig.  13  u.  14.) 

In  einer  aus  den  Halbaxen  CA  =  a  und  CB  =  b  construirten  Ellipse 
(Fig.  13)  sei  P  der  Punkt,  welcher  zu  der  beliebig  gewählten  excentri- 
ßchen  Anomalie  ACM=  oi  gehört,  mithin  x  =  a  cosco^  y=^l)  sina;  in  einer 
zweiten,  aus  gleichgerichteten,  sonst  aber  willkürlichen  Axeu  CA^  und 
Cfi^  construirten  Ellipse  bedeute  Pj^  den  zu  derselben  Anomalie  gehören- 
den Punkt;  die  Verbindungslinie  der  entsprechenden  Punkte 
P  und  Pi  ist  dann  immer  normal  zu  einer  dritten  Ellipse 
A^P^B^  und  schneidet  letztere  in  einem  Punkte  /\,  welcher  zu 
derselben  Anomalie  gehört. 

Die  dritte  Ellipse  wird  auf  folgende  Weise  construirt.  Aus  den 
Seiten  CA  und  CB  bilde  man  das  Rechteck  AC BDy  ebenso  aus  C A^  und 
CB^  das  Rechteck  A^CB^Di  und  ziehe  B D^'^  ferner  lege  man  durch  C 
eine  Gerade,  welche  mit  C'itf  denselben  Winkel  einschliesst,  wie  2>Z>.  miKlp 
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D^A^\  diese  Gerade  schneidet  D D^  in  einem  Punkte  D^^  dessen  Projec- 
tionen  anf  die  Coordinatenaxen  swei  Hau ptsch eitel  der  Ellipse  A^  P^  P^  sind. 

Erwähnung  verdienen  noch  die  Grenzfälle,  in  denen  CA^  und  C R^ 
entweder  verschwinden  oder  unendlich  gross  werden.  Der  erste  Fall  tritt 
ein  fär  0^:0  =  b^:b^  also  bei  ähnlichen  Ellipsen;  die  Gerade  PP^  geht 
dann  immer  durch  den  Goordinatenanfang.  Der  zweite  Fall  tritt  ein  für 
öl  — a^6j  — 6,  und  zwar  wird  hier  CÄ^  =  cd^  C^j^oo,  jedoch  so,  dass 
CA^  —  CB^  den  endlichen  Werth  ^(fl  — *)  erhält;  bezeichnen  ü  und  V 
die  Punkte,  in  denen  PP^  die  Axen  schneidet,  so  ist  dann  Z/Fconstant 
=  0  —  6. 

Die  angegebenen  Sätze  gelten  mit  geringen  Modificationen  für  die 
Hyperbel,  wenn  letztere  durch  die  Gleichungen  x^=^asecfo^  y  =  btan(o 
ausgedrückt  und  00  die  excentrische  Anomalie  genannt  wird.  Auch  hier 
ist  PP^  normal  zu  einer  dritten  Hyperbel  A^P^  (^ig«  14)  und  schneidet 
letztere  in  einem,  gleichfalls  der  excentrischen  Anomalie  co  entsprechen- 
den Punkte  P^* 

Für  die  Construetion  der  Halbaxen  CA^  und  CB^  bleibt  die  Bemer- 
kung ungestört,  dass  B^  in  die  Gerade  />Z>j  fällt,  nur  ist  der  Winkel 
ACD^^  LDD^A^  auf  die  entgegengesetzte  Seite  zu  legen,  d.  h.  D^  ist 
der  Fusspunkt  der  Senkrechten  von  C  auf  DD^^  mithin  CD^  eine  Asym- 
ptote der  dritten  Hyperbel. 

Für  den  Fall,  dass  a,: 0  =  6^:6  ist,  verschwinden  CA^  und  C B^-^  die 
Gerade    PP^    geht    dann   immer   durch   C,      Ist   «j  — a  =  6,  —  6,    so    wird 

CA^=CB^.  SCHLÖMILCH. 


XTTT.    Das  gleichseitige  Hyperboloid. 

Herr  A.  Voigt  hat  im  86.  Bande  des  Grell  ersehen  Journals  ein 
Hyperboloid  zum  Gegenstande  seiner  Studien  gemacht,  welches  durch 
drei  gegen  einander  senkrechte  windschiefe  Gerade  definirt  ist.  Er  nennt 
dasselbe  ein  gleichseitiges  und  entwickelt  auf  synthetischem  Wege  eine 
Reihe  Eigenschaften,  welche  manches  Interessante  bieten.  Da  seine 
Methode  eioe  besondere  Kraft  der  räumlichen  Anschauung  erfordert,  so 
denke  ich,  wird  es  Manchem  genehm  sein,  die  interessanten  Ergebnisse 
der  betreffenden  Arbeit,  auf  einem  zweckmässigen  Wege  analytisch  ver 
mittclt,  zu  erhalten;  ich  erlaube  mir  deshalb,  die  wesentlichsten  Eigen- 
schaften oes  gleichseitigen  Hyperboloids  hier  in  Kürze  abzuleiten  und 
zum  Schluss  auf  eine  Verallgemeinerung  hinzuweisen,  welche  die  Beson- 
derheit dieser  Fläche  in  ihrer  Beziehung  zu  einer  Eigenthümlichkeit 
zweier  allgemeinen  Flächen  zweiten  Grades  hervortreten  lässt. 


*  um  die  Figur  nicht  zu  überladen,  sind  «  und  die  Constructionen  von  x 
und  y  weggelassen  worden.  ^ 
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Sind  im  Räume  drei  normal  gegen  einander  gerichtete  windschiefe 
Gerade  G^^  Q^^  G^  gegeben,  so  werden  die  drei  Geraden  G\  G"^  Gr'\ 
welche  durch  die  kürzesten  Abstände  zwischen  jenen  bestimmt  sind, 
gleichfalls  in  dem  Hyperboloid  enthalten  sein,  das  durch  G^^G^^  G^  definirt 
ist.  Von  diesen  sechs  Geraden  bestimmen  je  zwei  sich  schneidende  eine 
Berührungsebene  des  Hyperboloids  und  die  sechs  durch  sie  bedingten 
Berührungsebenen  begrenzen  ein  rechtwinkliges  Parallelepipedon ,  welches 
man  als  dem  Hyperboloid  umgeschrieben  «bezeichnen  darf.  Man  beziehe 
nunmehr  das  Hyperboloid  auf  ein  rechtwinkliges  Axensystem,  dessen 
Anfangspunkt  im  Mittelpunkt  des  Parallelepipedons  gelegen  ist  und  dessen 
Axenrichtungeu  den  Kanten  desselben  parallel  laufen.  Die  Länge  der 
Kanten  in  der  o*-,  ^-,  z- Richtung  mögen  durch  2a,  2/3,  2/  gemessen  sein. 

Da  je  zwei  Gegenebenen  Berührungsebenen  des  Hyperboloids  sind, 
so  muss,  da  ihr  Durchschnitt  im  Unendlichen  liegt,  die  Gerade,  welche 
ihre  Berührungspunkte  verbindet,  ein  Durchmesser  des  Hyperboloids  sein, 
denn  sie  ist  die  jenem  Durchschnitt  polarisch  zugeordnete  Gerade.  Es 
muss  deshalb  der  Mittelpunkt  des  Parallelepipedons  mit  dem  Mittelpunkte 
des  Hyperboloids  zusammenfallen ,  und  die  Gleichung  desselben  kann  die 
Glieder  nicht  enthalten,  welche  linear  in  x^  y,  z  sind..  Denkt  man  die 
Gleichung  nach  Potenzen'  von  z  geordnet,  so  folgt,  da  sie  für  a;  =  a, 
y^ß  und  jedes  z  ejfüllt  werden  muss,  dass  das  Glied  mit  s'  für  das 
Axensystem  verschwindet.  Dasselbe  gilt  für  die  Glieder,  welche  x*  und 
y'  enthalten.     Die  Gleichung  des  Hyperboloids  hat  also  die  Form 

Jxy+  Byz  +  Czx  +  /?  =  0. 
Diese  Gleichung  muss  für  x=:a,  y  =  ß  ^^ä  jedes  z  erfüllt  werden,  was 
die  Bedingung  liefert 

1)  Jaß  +  J)  =  0, 

Sie  muss  femer  befriedigt  werden  für  y  =  — jS,  z  =  y  und  jedes  a:,  was 
zur  Folge  hat 

2)  -Bßy+D  =  0. 

Drittens  endlich  muss  ihr  Genüge  geschehen  durch  xs^a^  z  =  y  und 
jedes  ffy  und  dies  erfordert 

3)  Cay  +  2?  =  0. 

Snbstituirt  man  aus  diesen  drei  Gleichungen  die  Werthe  für  Ay  B^  C  \n 
obige  Gleichungsform,  so  hebt  sich  D  heraus  und  die  Gleichung  des 
Hyperboloids  nimmt  die  Gestalt  an 

xyy--yza  +  zxß^€ißy^{). 
Stellt  man   sich   die  Frage,   ob   diese  Gleichung  durch  eine  orthogonale 
Substitution  für  x,  y,  z  in  eine  Gleichung  von  derselben  Form  transfor- 
mirbar  ist,  so  entwickelt  man  folgende  Bedingungen.    Sei  die  orthogonale 
Substitution  ausgedrückt  durch 

a:  =  U  +  i?fi  +  U     y  =  SA'+i?f*'+tv,     ?  =  Sr+i7/'+£v". 
so  müssen  aus  der  Gleichung  DigitizedbyGoOgle 
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die  CoefBcienten  von  J^  ij*,  J*  verschwinden.     Dies  erfordert 

vvy  —  V  V  ft+v  vp=0. 
Die  Summe  dieser  drei  Gleichungen  giebt  eine  Identität «  sie  setzen  des- 
halb nur  zwei  Bedingungen  fest  zwischen  den  neuen  Substitutionscoef^- 
cienten.  Da  diese  ausserdem  noch  durch  die  bekannten  sechs  Gleich- 
ungen, welche  die  Orthogonalität  ausdrücken,  verknöpft  sind,  so  bleibt 
noch  eine  Variabilität  in  den  Substitutionscoefficienten,  d.  h.  durch  un- 
endlich viele  orthogonale  Substitutionen  ist  obige  Gleichung  des  Hyper- 
boloids  in    eine  Gleichung  derselben  Form  transformirbar.     Ersetzt  man 

in  dem  Gleichungssystem  I)  die  k^  k\  A"  durch  ~,   — ,   — ,  wo.^  irgend 

einen  beliebigen  Vector  auf  der  £-Axe  anzeigt,  so  giebt  die  erste  Beding- 
ungsgleichung 

und  diese  drückt  aus,  dass  die  $-Axe  in  dem  Asjmptotenkegel  des 
Hyperboloids  enthalten  ist.     Dasselbe  gilt  für  die  i^-  und  ^-Axe. 

Zu  jeder  Eegelkante  £  giebt  es  immer  ein  reelles  Paar  Kanten  17  >  t 
Man  erkennt  dies  leicht  durch  folgende  Betrachtung.  Schneidet  man  den 
Asymptotenkegel,  welcher  auch  die  x-,  y-,  z-Axe  enthält,  durch  eine 
Ebene  in  einer  Ellipse,  so  liegen  die  Durchschnittspunkte  x\  y[,  z  der 
Axen  in  dieser  Ellipse.  Dreht  man  das  System  um  die  x-Axe,  so 
durchlaufen  die  Punkte  y\  z  eine  elliptische  Involution.  Setzt  man 
daher  die  Drehung  fort,  bis  die  $Axe  in  eine  jener  Coordinatenebenen 
fällt,  so  müssen  die  Punkte  17',  ^^  in  welchen  die  i;-,  i;-Axe  die  Schnitt- 
ebene treffen,  in  einer  Geraden  liegen,  welche  die  Ellipse  reell  schneidet. 
Es  müssen  also  auch  die  17-  und  ^-Axe  reell  in  dem  Asymptotenkegel 
enthalten  sein.  Es  lässt  sich  daher  das  Ergebniss  der  Analyse  so  zusam- 
menfassen : 

Lässt  sich  einem  Hyperboloid  ein  rechtwinkliges  Paral- 
lelepipedon  so  umschreiben,  dass  seine  Seitenflächen  das- 
selbe berühren,  so  giebt  es  eine  unendliche  Anzahl  solcher 
rechtwinkliger  Parallelepipeda,  welche  in  demselben  Sinne 
dem  Hyperboloid  umgeschrieben  sind. 

Die  interessanten  Relationen  zwischen  dieser  Schaar  rechtwinkliger 
Parallelepipeda,  welche  Herr  A.  Voigt  aufgestellt  hat,  gewinnt  man 
schnell  durch  folgenden  Gedankengang.  Wird  die  Form  ü^xyy^-yza 
+  zxß'—  aßy    durch    eine   orthogonale   Substitution   in    V^i^'Lj-V^^' 

^.y.iized  by  VnOöQ  IC 
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+  fli3'— a'/3'/  transformirt,  so  geht  gleichzeitig  ein  Ausdruck  von  der 
Form  Sz^x*+y^  +  -J  \u  5'=|«+i?Ht*  über;  es  wird  sich  also  Ü+%S 
in  O'+nS^  umbilden.  Wird  für  x  ein  solcher  Werth  gewählt,  dass 
O'\-xS=0  sich  in  einen  Kegel  auflöst,  so  löst  sich  ftir  denselben  Werth 
auch  ü'-\'kS's=0  in  einen  solchen  auf.  Es  muss  demnach  die  Discrimi- 
Dante  beider  Formen  dieselben  Werthe  für  n  ergeben  oder  beide  Dis- 
criminanten  müssen  identisch  gleich  sein.  Da  nun 
du  ^     ds  .     ^  .  « 

du  ^    ds  .   ^,     ^ 

80  ist  die  Discriminante         ^  ^ 

2k     Y       ß 

y     2x     — a    =0 
ß    — a     2ä 
oder  nach  Auflösung  der  Determinante  und  Beduction 

4x»  -  X  (a«  +  /J«  +  y«)  .-  a/Jy  =  0. 
Da  diese  Gleichung  dieselben  Wurzeln  hat,  als 

4x8-  H(a  «+/5'»+/8)  -  «'/r/=  0, 
80  ist 

«^  +  /5*  +  y*  =  a«  +  ir»  +  A     «i5y  =  «'ir/. 
Die  Interpretation  dieser  Gleichungen  zeigt: 

„Die  Ecken  der  rechtwinkligen  Parallelepipeda,  welche 
sich  einem  gleichseitigen  Hyperboloid  umschreiben  lassen, 
liegen  auf  einer  mit  ihm  concentrischen  Kugel  und  haben 
unter  einander  gleiches  Volumen.'* 

Um  die  Beziehung  zwischen  den  Halbaxen  eines  gleichseitigen  Hyper- 
boloids zu  gewinnen,  welche  die  besondere  Natur  desselben  ausprägt, 
gehe  man  zurück  auf  die  obige  orthogonale  Substitution  und  verlange, 
dass  die  Gleichung  in  £,  17,  ^  dies  Hyperboloid  auf  die  Axen  bezogen 
darstelle.  Es  sind  dieser  Forderung  gemäss  ausser  der  Constanten  nur 
die  Glieder  |^  17^  ^  in  der  Gleichung  enthalten,   und  die  Coefficienten 

derselben  stellen   die  Werthe   -r:,   t^^  —  ,   dar,  wenn  a.h.c  die  Halb- 

axen  bedeuten. 


Es  ist  demnach 

a'jSy 

1 

1 

aßy 

6*' 

'                   f    ff         1         f      0 

vvy  —  vv  a  +  vvß 

1 

"ßy  «*■  Digitizedby  Google 
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Die  Addition  dieser  Gleichungen  ergiebt 


a 


Dm  die  Axen  in  ihrem  Zusammenbange  mit  «,  j3,  /  und  dem  Radtns 
der  Engel  r,  auf  der  die  Ecken  der  rechtwinkligen  Parallel epipeda  gelegen 
sind,  darzustellen,  transformire  man  die  Form  ü=^xyy —-ytct-^r^^ß 
-—aßy  durch  eine  orthogonale  Substitution  in  die  Form  V==^P  +  fi*0 
+  £*/?  — a/Jy,  und  bestimme  Py  ö,  B  durch  eine  der  obigen  entsprechende 
Methode.  Wenn  S  und  S'  die  obige  Bedeutung  haben,  so  muss  sich 
ü+xS  in  V'+kS'  umbilden  und  es  müssen  die  Discriminanten  beider 
Formen  dieselben  Wurzeln  x  ergeben.  Die  Discriminante  der  ersten 
Form  ist  oben  gebildet«  Die  Discriminante  der  zweiten  Form  ist  die 
Eliminationsresultante  aus 

alao  die  cubische  Gleichung  {P+x){Q+»){B-\-n)^0  oder 

x»  +  x«(/>+0+Ä)  +  x(/»£>+pß+Ä/>)  +  PJ?fi=O. 
Da  diese  Gleicbnng  dieselben  Warseln  liefern  moss,  als  die  Gleichung 

SO  folgt  4x3-x(aH^^  +  y^)-a^y  =  0, 

T.,.,.  ,  P         1        Q         l        R  1. 

Berücksichtigt  man,  dass    —5-==-«,    —5- =75^»   — ^- = 7   i»t,  so  ist 

*  '  aßy      ö*'    aßy      b*      aßy  c*         * 

1.1_1_^      J 1 1 c?+§^  +  y^      _! 1 

oder  in  anderer  Form 

a«  +  ft«-c«=«H^^  +  y«-rS     n6c  =  2«(Jy,     1  +  1-1  =  0. 

Herr  Voigt  bemerkt,  dass  jedes  Hyperboloid,  welches  durch  die 
Höhen  eines  Tetraeders  bestimmt  ist,  ein  Hyperboloid  obiger  Art  ist. 
In  der  That,  projicirt  man  die  drei  Höhen  des  Tetraeders  aa,  bß^  cy 
senkrecht  auf  die  Grundfläche  abc^  so  sind  die  Projectionen  Höhen  im 
Grunddreieck  und  treffen  sich  im  Höhenschnitt.  Die  Normale  in  diesem 
schneidet  jene  drei  Höhen  und  die  vierte  d8  im  Unendlichen,  trifft  also 
alle  vier  Höhen  des  Tetraeders.  Dasselbe  gilt  von  den  Normalen  in  den 
Höhenschnitten  der  übrigen  Seitendreiecke.  Diese  liegen  also  mit  den 
Höhen  in  einem  Hyperboloid,  und  zwar  schneidet  dieses  jede  Seiten- 
fläche  in   ihren  Ecken   und  ihrem  Höhenschnitt.     Der  Durchschnitt  ist 
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demnach  eine  gleichseitige  Hyperbel.*  Schneidet  man  das  Hyperboloid 
durch  eine  Ebene,  welche  die  Höhe  dd  enthält  und  parallel  einer  Asym- 
ptote der  gleichseitigen  Hyperbel  läuft,  die  in  der  Grundfläche  abc  auf- 
tritt, so  muss  diese  das  Hyperboloid  in  einer  zweiten  Geraden  G^  schnei- 
den, welche  jener  Asymptote  parallel  läuft,  also  senkrecht  die  betrachtete 
Höhe,  die  nunmehr  mit  G'  bezeichnet  werden  mag,  durchschneidet.  Hätte 
man  die  andere  Asymptote  berücksichtigt,  so  wäre  man  auf  eine  Gerade 
G^  geführt  worden,  welche  die  Höhe  G'  gleichfalls  senkrecht  durchsetzt. 
Eine  Ebene,  welche  G^^  enthält  und  parallel  G^  läuft,  schneidet  das 
Hyperboloid  in  einer  Geraden  G"^  welche  G^  parallel  läuft,  also  senk- 
recht gegen  G'  gerichtet  ist,  und  eine  Ebene,  die  ^2  ^^  ^^^^  schliesst 
und  parallel  Gj^  ist,  schneidet  das  Hyperboloid  in  einer  Geraden  G"\  die 
parallel  G^  liegt,  also  gegen  G'  senkrechte  Richtung  hat.  Es  sind  also 
die  drei  Geraden  G\  G^y  G'"  derselben  Schaar  angehörig  und  normal 
gegen  einander  gestellt;  es  muss  demnach  das  betreffende  Hyperboloid 
gleichseitig  sein. 


*  Dais  alle  Hyperbeln,  welche  durch  die  Eckpunkte  eines  Dreiecks  und  durch 
den  Höhenschnitt  desselben  gehen,  gleichseitige  Hyperbeln  sind,  dafür  habe  ich 
einst  bei  Steiner  in  einer  Vorlesung  einen  recht  eleganten  Beweis  gehört.  Da 
ich  vermuthe,  dass  derselbe  weiteren  Kreisen  kaum  bekannt  geworden  sein  wird, 
so  erlaube  ich  mir,  ihn  hier  kurz  zu  skizziren.  Zwei  Büschel  a  und  5  können 
durc)i  jede  Gerade  in  der  Ebene  projectivisch  aufeinander  bezogen  werden.  Durch 
Drehung  derselben  erwächst  aus  jeder  Geraden  ein  Kegelschnitt  durch  a  und  6. 
Das  Mass  der  Drehung  kann  durch  einen  beliebigen  Punkt  y  bestimmt  werden, 
indem  man  festsetzt,  dass  die  Strahlen  ay  und  &y  in  die  gemeinsame  Gerade  ah 
nach  der  Drehung  fallen.  Der  Spiegelpunkt  von  y  gegen  die  Gerade  a&,  der 
Punkt  c,  sowie  die  Punkte  a  und  h  werden  demnach  Punkte  jedes  Kegelschnitts 
werden,  der  aus  irgend  einer  Geraden  der  Ebene  hervorgeht  Der  Kreis  durch 
ayh  zeigt  bei  der  Drehung  eine  bemerkenswerthe  Singularität;  es  entweichen 
n&mlich  alle  Punkte  x  auf  dem  Bogen  a&,  auf  dem  y  nicht  liegt,  bei  der  Drehung 
in  das  Unendliche.  Denn  das  Viereck  xayh  bleibt  bei  der  Drehung  stets  ein  Kreis- 
▼iereck,  da  sich  in  ihm  die  Winkel  bei  a  und  h  nicht  ändern*,  es  muss  also,  da  der 
Winkel  y  =s  wird,  der  Winkel  «  =  0  werden.  Ebenso  leicht  überzeugt  man  sich, 
dass  der  Mittelpunkt  des  Drehkreises  in  einen  Punkt  d  übergeht,  der  zu  a,  2»,  c 
so  gelegen  ist,  dass  jeder  der  Höhenschnitt  ist  von  dem  Dreieck,  was  durch  die 
drei  anderen  gebildet  wird.  Jede  Gerade»  welche  den  Drehkreis  in  den  Punkten 
y  und  z  schneidet,  entfaltet  sich  nach  der  Drehung  zu  einer  Hyperbel,  jede  Gerade, 
welche  ihn  berührt,  zu  einer  Parabel,  und  jede  Gerade,  welche  ihn  nicht  schnei- 
det, zu  einer  Ellipse.  Der  Winkel  yaz  misst  den  Asymptotenwinkel  der  Hyperbel. 
Soll  derselbe  ein  rechter  sein,  so  muss  die  Gerade,  ans  der  die  Hyperbel  ent- 
springt, durch  den  Mittelpunkt  des  Drehkreises  gehen,  und  jede  Gerade,  welche 
dorch  ihn  hindurchgeht,  entwickelt  sich  zu  einer  gleichseitigen  Hyperbel.  Also 
sind  alle  Hyperbeln,  welche  durch  solche  vier  Punkte  gehen,  von  denen  jeder  der 
Höfaenschnitt  des  durch  die  drei  anderen  bestimmten  Dreiecks  ist,  gleichseitige 
Hyperbeln.  Auch  erkennt  man  aus  diesem  Gedankengange  leicht,  dass,  wenn  drei 
Punkte  a,  b,  e  auf  einer  gleichseitigen  Hyperbel  liegen,  der  Höhenschnitt  des  von 
ihnen  gebildeten  Dreiecks  gleichfalls  in  der  gleichseitigen  Hypj^b^L@|^tbal^lLi|t^. 
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Ebenso  würde  man,  wie  es  Herr  Voigt  gethan,  leicht  entwickeln, 
dass  vier  Erzengende  einer  Schaar  eines  gleichseitigen  Hyperboloids  stets 
als  Höhen  eines  Tetraeders  anfgefasst  werden  können. 

Um  diejenige  allgemeine  Eigenschaft  von  Flächen  zweiten  Grades 
zu  kennzeichnen,  die  jene  besondere  des  gleichseitigen  Hyperboloids  in 
ihrem  Reime  enthält,  verwende  ich  eine  Methode,  die  sich  faänfig  mit 
Erfolg  bei  derartigen  Generalisationen  verwenden  lässt. 

Denkt  man  den  Raum  dnrch  Gerade  parallel  der  z-Axe  eines  recht- 
winkligen Coordinatensysteras  durchsetzt,  so  markirt  jedes  rftnmliche 
Gebilde  auf  diesen  Geraden  gewisse  Punkte.  Hält  man  jeden  deraelben 
in  der  Vorstellung  auf  seiner  Geraden  fest,  verschiebt  aber  das  ganze 
System,  ohne  den  Parallelismus  zu  ändern,  so  dass  das  ganze  Coordi- 
natensystem  in  ein  gewöhnliches  schiefwinkliges  x'y'z  übergeht,  so  trans- 
formirt  sich  das  räumliche  Gebilde.  Bei  dieser  Transformation  würde  der 
Würfel  (ir  =  l,  y  =  l,  «  =  !)  in  ein  Rhomboeder  (a?'=l,  y'=l,  t  =  l) 
übergehen,  und  umgekehrt  könnte  dieses  die  Transformation  kennzeich- 
nen. Das  transformirte  Gebilde  steht  mit  jenem  in  der  Verwandtschaft 
der  Affinität;  es  ändern  sich  nicht  die  Strecken,  welche  parallel  den 
Axen  laufen;  es  bewahren  parallele  Gerade  im  Räume  ihren  Parallelis- 
mus, die  Proportionalität  auf  parallelen  Geraden  erhält  sich  und  gleiche 
Volumina  gehen  in  gleiche  Volumina  über.  Demgemäss  verwandelt  sich 
eine  Kugel  in  ein  Ellipsoid,  je  drei  senkrecht  auf  einander  stehende 
Durchmesser  der  Kugel  gehen  in  ein  Tripel  von  conjugirten  Durchmes« 
Sern  des  Ellipsoids  über  und  ein  gleichseitiges  Hyperboloid  bildet  sich 
in  ein  beliebiges  Hyperboloid  um.  Rückwärts  lässt  sich  jedes  Hyper- 
boloid durch  geeignete  Verschiebung  in  ein  gleichseitiges  verwandeln; 
denn  iegt  man  parallel  drei  beliebigen  Erzeugenden  einer  Schaar  die 
Axen  x^  y\  z\  so  lassen  sich  diese  in  drei  senkrecht  gegen  einander 
gerichtete  x^  y^  z  zurUckverschieben ,  und  das  transformirte  Hyperboloid 
muss  gleichseitig  werden. 

Sind  6^,  G^y  G^  drei  beliebige  Erzeugende  einer  Schaar  des  Hyper- 
boloids, so  muss  jede  Ebene,  welche  eine  von  diesen  enthält  und  parallel 
einer  zweiten  läuft,  das  Hyperboloid  in  einer  Geraden  schneiden,  welche 
zwei  durchschneidet  und  der  dritten  parallel  läuft.  Dadurch  entstehen 
drei  neue  Gerade  der  zweiten  Schaar  G\  G'\  G"\  welche  mit  jenen  ein 
Parallelepipedon  bestimmen.  Dieses  ist  dem  Hyperboloid  in  dem  Sinne 
umgeschrieben,  dass  jede  Seitenfläche  Tangentialebene  an  ihm  ist.  Legt 
man  durch  die  Ecken  dieses  Parallelepipedons  irgend  eines  der  möglichen 
Ellipsoide,  so  sind  für  dieses  die  Riebtungen  der  Kanten  drei  conjugirte 
Richtungen.  Führt  man  dieses  durch  Verschiebung  in  eine  Kugel  über, 
so  stellen  sich  die  drei  conjugirten  Richtungen  normal  zu  einander  und 
das  Hyperboloid  bildet  sich  in  ein  gleichseitiges  um.  Berücksichtigt  man 
nun  jene  Eigenschaft  des  gleichseitigen  Hyperboloids  und  erwägt,   dass 


Kleinere  Mittheilungen.  143 

gleiche  Volnmina  sich  in  gleiche  Volumina  transformireu ,  so  läset  sich 
das  Theorem  aussprechen: 

Ist  ein  Parallelepipedon  einem  Ellipsoid  eingezeichnet 
and  zugleich  einem  Hyperboloid  umgezeichnet,  so  giebt  es 
eine  ganze  Schaar  Parallelepipeda,  welche  der  einen  Fläche 
ein-  und  der  andern  umgezeichnet  sind,  und  alle  diese  Pa- 
rallelepipeda haben  gleiches  Volumen. 

Berlin.  Dr.  Ad.  Schumann. 

.XIV.   Eigenschaften  der  Lenmisoate. 

Für  die  Lemniscate  q^  =  2a^  co$2<p  =  b^  cos2q>  lassen  sich,  wie  für 
die  Kegelschnitte,  mit  denen  dieselbe  in  gewissem  Sinne  verwandt  ist, 
einfache  Satze  aufstellen,  von  denen  —  unter  Beibehaltung  der  bei  den 
Kegelschnitten  giltigen  Nomenclatur  —  einige  der  interessanteren  hier 
aasgesprochen  werden  mögen. 

Mittelstrahl  und  Brennstrahlen.  Für  jeden  Lemniscatenpunkt 
ist  die  Summe  der  Brennstrahlen  gleich  der  Projection  der  Axe  26  auf 
den  Mittelstrahl.  Zieht  man  also  durch  den  Mittelpunkt  gerade  Linien 
and  fallt  auf  sie  von  den  Scheiteln  Perpendikel,  so  schneiden  die  mit 
den  abgegrenzten  Stücken  als  grosser  Axe  beschriebenen ,  der  Lemniscate 
confocalen  Ellipsen  das  Geradenbüschel  in  Punkten  der  Lemniscate.  — 
Zieht  man  zu  einem  Brennstrahl  durch  den  benachbarten  Scheitel  eine 
Parallele,  so  schneidet  diese  auf  dem  Mittelstrahl  ein  Stück  ab,  das  der 
Differenz  der  Brennstrahlen  gleich  kommt.  —  Trägt  man  im  Mittelpunkte 
an  einen  Mittelstrahl  einen  rechten  Winkel,  im  Carvenpunkte  dagegen 
den  halben  Winkel  der  dort  sich  treffenden  Brennstrahlen  an,  so  ist  die 
Hypotenuse  des  entstehenden  rechtwinkligen  Dreiecks  gleich  der  Halb- 
axe.  —  Die  auf  den  zwei  Brennstrahlen  in  den  Brennpunkten  errichteten 
Perpendikel  schneiden  auf  der  Halbirungslinie  des  Winkels  der  Brenn- 
strahlen die  Focalentfernung  2  a  aus.  —  Die  Halbirungslinie  des  Winkels 
zweier  Brennstrahleu  bildet  mit  dem  zugehörigen  Mittelstrahl  und  der 
Axe  ein  gleichschenkliges  Dreieck,  dessen  Basis  der  Mittelstrahl;  sie 
schneidet  also  die  Axe  unter  doppelt  so  grossem  Winkel ,  wie  der  Mittel- 
strahl. Umgekehrt  liegen  die  Spitzen  aller  Dreiecke  über  derselben 
Basis,  für  welche  die  Mittellinien  von  diesen  Spitzen  aus  gegen  die  von 
ebenda  auslaufenden  Winkelhalbirungslinien  und  die  feste  Basis  gleich  ge- 
neigt sind,  auf  der  Lemniscate,  deren  Brennpunkte  die  Ecken  der  Basis  sind. 

Scheite'lstrahlen.  Das  aus  zwei  Scheitelstrahlen  als  Katheten 
construirte  rechtwinklige  Dreieck  hat  die  Summe  der  Brennstrahlen  zur 
Hypotenuse.  —  Die  Differenz  der  Quadrate  zweier  Scheitelstrahlen  steht 
zur  Differenz  der  Quadrate  der  Brennstrahlen  in  constantem  Verhältniss, 
nämlich  wie  jK^ :  1 ,  d.  h.  wie  Halbaxe  b  und  Excentricität  joTj^  f^^^Qlp 
Unterschied  der  Winkel ,  den  ein  Mittelstrahl  mit  den  beiden  zugehörigen  ^ 
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Scheitelstrahlen  bildet,  ist  ein  rechter.  —  Die  Halbirnngslinie  des  Win- 
kels zweier  Scheitelstrahlen  schneidet  den  Mittelstrahl  stets  unter  45?. 

Tangente  und  Normale.  Ans  der  Thatsache,  dass  die  Nonnale 
in  einem  Cnrvenpnnkte  die  Aze  unter  dreifach  so  grossem  Winkel  schnei- 
det, wie  der  zugehörige  Mittelstrahl,  resultirt  in  Verbindung  mit  dem  Vor- 
hergehenden: Die  Winkelhalbirungslinie  des  Winkels  zweier  Brennstrahlen 
ist  zugleich  die  des  Winkels  zwischen  Mittelstrahl  und  Normale.  Eine 
Lemniscate  und  eine  ihr  confocale  Ellipse  schneiden  sich  daher  unter  dem 
nämlichen  Winkel ,  wie  der  nach  dem  Schnittpunkte  führende  Mittelstrahl 
und  die  Axe.  Durch  den  Schnittpunkt  geht  noch  eine  Ellipse,  deren 
Brennpunkte  der  Lemniscatenmittelpunkt  und  der  Schnittpunkt  der  Nor- 
malen  und  Axe  sind ;  diese  Ellipse  berührt  die  vorige.  —  In  jedem  Curven- 
punkte  bildet  der  Mittelstrahl  mit  dem  einen  Brennstrahl  denselben  Winkel, 
wie  die  Normale  mit  dem  andern.  —  Die  in  den  Brennpunkten  auf  den 
zwei  Brennstrahlen  nach  einem  Punkte  errichteten  Senkrechten  schneiden 
zu  beiden  Seiten  des  Punktes  gleiche  Stücke  auf  seiner  Tangente  ab.  — 
Verlängert  man  den  einen  Brennstrahl  nach  einem  Punkte  über  diesen 
hinaus  um  sich  selbst,  so  schneidet  die  in  dem  Endpunkte  errichtete  Senk- 
rechte jene  im  andern  Brennpunkte  auf  den  von  ihm  ausgehenden  Brenn- 
strahl errichtete  in  einem  Punkte  der  Tangente.  (Vergl.  Cantor,  diese 
Zeitflchr.,  Bd.  12  S.  428  —  430.)  —  Die  Neigungswinkel  zweier  Scheitcl- 
strahlen  nach  einem  Punkte  und  der  Axe  sind  zusammengenommen  dem 
stumpfen  Winkel  zwischen  der  Tangente  und  dem  Mittelstrahl  des  betref- 
fenden Punktes  gleich. 

Krümmungsradius.  Der  Winkel  zweier  Tangenten  ist  dreimal  so 
gross,  als  der  Winkel  der  nach  ihren  Berührungspunkten  zielenden  Mittel- 
strahlen; der  eine  ist  also  zugleich  mit  dem  andern  constant.  Der  Contin* 
gen z Winkel  zweier  Tangenten  ist  somit  das  Dreifache  des  der  unendlich 
benachbarten  Mittelstrahlen  nach  den  Berührungspunkten.  —  Das  Rechteck 
aus  dem  Krümmungsradius  und  Mittelstrahl  ist  für  jeden  Curvenpunkt. con- 
stant dem  Qnadrat  des  Radius  jenes  Kreises  gleich,  der  dem  aus  der  Halb- 
axe  gebildeten  gleichseitigen  Dreieck  umschrieben  ist.  —  Errichtet  man 
im  Mittelpunkte  ein  Perpendikel  auf  dem  nach  einem  Punkte  führenden 
Mittelstrahl,  so  schneidet  dieses  auf  der  Normalen  den  dreifachen  Krüm- 
mungshalbmesser für  den  Punkt  aus. 

Lemniscatensector.  Die  Senkreckte  von  einem  Brennpunkt  auf  einen 
Mittelstrahl  halbirt  den  von  diesem  und  der  Axe  gebildeten  Flächensector.  -- 
Das  Rechteck  aus  den  zwei  Scheitelstrahlen  eines  Punktes  ist  das  Vierfache 
des  von  dem  Mittelstrahl  dieses  Punktes  und  der  Axe  begrenzten  Sectors. 

Besondere  Punkte.  Als  solche  heben  wir  den  Punkt  hervor,  der 
von  der  Axe  am  weitesten  absteht,  und  den  Berührungspunkt  der  von  einem 
Brennpunkt  an  den  andern  Lemniscatenzweig  gehenden  Tangente,  weil  für 
beide  Punkte  die  vorangehenden  Sätze  sich  bedg^,t^u,4yi^4iA^>'^n* 

München.  Dr.  Wilhelm  Hess. 


VII. 

Die  Discontinuit&ten  der  zweiten  Differentialquotienten 
des  Oberflftchenpotentials,  * 

Von 

Theodor  Hobn 

in  Leipzig. 


Hierzu  Taf.  HI  Fig.  1—6. 


Einleitung. 

Die  vorliegende  Arbeit  stellt  sich  die  Aufgabe,  zu  untersuchen,  in 
welcher  Weise  sich  die  nach  beliebigen  Richtungen  genommenen  zweiten 
Differentialquotienten  des  Potentials  einer  mit  Masse  belegten  krummen 
Oberfläche  ändern,  wenn  der  Punkt,  für  welchen  man  dieselben  bildet, 
die  Oberfläche  durchschreitet.  Namentlich  ist  auch  festzustellen,  welche 
Eigenschaften  die  gegebene  Fläche  und  die  auf  ihr  befindliche  Masseu- 
belegung  besitzen  müssen,  damit  etwaige  sprungweise  Aenderungen  der 
zweiten  Derivirten  dieses  Potentials  noch  bestimmt  angebbare  Werthe 
besitzen. 

Die  Methode,  die  wir  zur  Lösung  dieser  Aufgabe  anwenden,  wird 
derjenigen  analog  sein,  deren  sich  Gauss  u.  A.  bei  der  Berechnung  der 
Discontinni täten  der  ersten  Differentialquotienten  des  Flächenpotentials 
bedient  haben.  Auch  werden  wir  zunächst  die  Discontinuitäten  derjenigen 
zweiten  Differentialquotienten  des  Flächenpotentials  berechnen,  die  nach 
gewissen  Tangenten  der  gegebenen  Fläche  und  nach  der  Flächen- 
normale im  Durchgangspunkte  0  genommen  sind.  Mit  Hilfe  der  Dis- 
continuitäten dieser  speciellen  Differentialquotienten  können  wir  dann 
leicht  die  sprnngweisen  Aenderungen  der  nach  beliebigen  Rich- 
tungen genommenen  zweiten  Derivirten  des  betrachteten  Oberflächen- 
potentials aufstellen. 

Bei  der  vorliegenden  Untersuchung  genügt  es,  diejenigen  Theile  der 
mit  Masse  belegten  Fläche  in  Betracht  zu  ziehen,  die  der  Stelle  0,  in 
welcher  der  Punkt  P,  in  Bezug  auf  welchen  die  Differentialquotienten  des 
betrachteten  Potentials  gebildet  werden,  die  Fläche  durchschreitet,  un- 
endlich oder  ausserordentlich  nahe  liegen;  denn  von  allen  Stellen  der- 
selben, die  um  eine  endliche,  wenn  auch  noch  so  kleine  Strecke  von  0 


.  *  Diese  Arbeit  wurde  veranlasst  durch  eine  von  der  philosophischen  Facultät    j 
der  Universität  Leipzig  im  Jahre  1878  gestellte  Preisaufgabe.       u^yu^ov.  ^y  .^^^^^IC 

ZftiUoIixift  f.  Mathematik  u.  Physik  XXVI,  3.  U 
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entfernt  sind,  bleibt  anch  der  Punkt  P  nm  eine  endliche  Strecke  entfernt. 
Es  ändern  sieb  dann  bekanntlich  das  von  den  auf  der  gegebenen  Fläche 
befindlichen  Massen  herrührende  Potential  und  seine  sämmtlichen  Deri- 
virten  stetig,  wenn  die  auf  der  Fläche  verbreitete  Gesammtmasse  endlich  ist. 
Wir  denken  uns  daher  auf  der  gegebenen  Fläche  ein  kleines,  aber 
endliches  Flächenstück  o  durch  eine  geschlossene,  den  Punkt  0  ein- 
schliessende  Curve  s  so  abgegrenzt,  dass  alle  Punkte  dieser  Grenzcurve 
um  eine  endliche,  wenn  anch  noch  so  kleine  Strecke  von  0  entfernt  sind. 
Wir  nennen  nun  das  Gesammtpotential  der  gegebenen  Fläche  F,  bezeich- 
nen den  Theil  desselben,  welcher  von  der  auf  dem  sehr  kleinen  Fläcnen- 
stück  0  befindlichen  Masse  herrührt,  mit  F,  und  den  von  den  übrigen 
Massen  herrührenden  Theil  des  Potentials  mit  F^,  so  dass  die  Relation  gilt 

Da  nach  den  oben  gemachten  Bemerkungen  V^  und  seine  Derivirten  keine 
Discontinuitäten  besitzen,  wenn  der  Punkt  P  die  gegebene  Fläche  in  0 
durchschreitet,  so  untersuchen  wir  in  der  Folge  immer  nur  F^  und  seine 
Di£ferentialquotienten. 


§1. 
Coordinatensystem. 

Wir  führen  ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem  (^,  y,  2)  ein,  wel- 
chem wir  eine  speciellc  Lage  ertheilen  können,  ohne  dadurch  die  All- 
gemeinheit der  Untersuclinng  zu  beschränken.  Wir  wählen  den  Punkt  0 
der  gegebenen  Fläche,  in  welchem  der  Punkt  P  dieselbe  durchschreiten 
soll ,  zum  Anfangspunkt  des  Coordinatensystems.  Wir  betrachten  in  der 
Folge  nur  solche  Flächen,  die  an  der  Durchgangsstelle  0  eine  stetige 
Krümmung  und  somit  auch  eine  Tangentialebene  besitzen,  und  wählen 
diese  zur  a*^- Ebene  unseres  rechtwinkligen  Coordinatensystems.  Ferner 
denken  wir  uns  im  Punkte  0  die  Richtung  der  beiden  Krümmungs- 
linien der  gegebenen  Fläche  bestimmt  und  wählen  die  in  0  an  dieselben 
gelegten  Tangenten,  welche  natürlich  auch  in  die  Tangentialebene  der 
Fläche  in  0  hineinfallen,  zur  x-  und  y-Axe.  Wir  dürfen  dies,  weil 
nach  einem  bekannten  Satze  der  analytischen  Geometrie  die  Krümmungs- 
linien senkrecht  aufeinander  stehen.  Ferner  nennen  wir  die  Seite  der 
gegebenen  FlJIche,  welche  im  Punkte  0  der  positiven  z-Axe  zugewandt 
ist,  die  positive  Seite,  und  verstehen  demnach  unter  der  positiven  Flächen- 
normale  n  diejenige,  welche  nach  dieser  positiven  Seite  gerichtet  ist. 
(Fig.  1.) 

Wir  Hihren  nun  in  Bezug  auf  das  gewählte  Coordinatensystem  die 
folgende  Bezeichnung  ein.  Wir  nennen  die  Coordinaten  eines  beliebigen 
Punktes   der  mit  Masse  belegten  Fläche  a,  6,  c  und  verstehen  unter  E 
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die  Entfernnng  des  Tariabelen  Punktes  P  (mit  den  Coordinaten  x^  y^  z) 
von  der  Stelle  (aib^c)^  wir  setzen  also 

E*^{a^xy+  {b-yy  +  (r  -  r)>. 
Ferner  zerlegen  wir  die  gegebene  Fläche  so  in  Elemente  do,  dass  do 
auf  derselben  Ton  einem  rechtwinkligen  Prisma  ausgeschnitten  wird, 
dessen  Seitenflächen  parallel  den  Coordinatenebenen  sind  und  dessen 
auendlich  kleine  Basis  gebildet  wird  von  dem  Element  der  a:|/- Ebene 
dadb, 

§2. 
Eigenschaften  der  gegebenen  Fläche  und  ihrer  Massenbelegnng. 

Wenn  die  Discontinuitäten  der  zweiten  Di£Perentialquotienten  des 
Fischenpotentials  noch  bestimmte,  endliche  Werthe  erhalten  sollen,  so 
müssen  wir  tiber  die  Beschaffenheit  der  gegebenen  Fläche  und  der 
FlSehendichtigkeit  q  gewisse  beschränkende  Voraussetzungen  machen. 
Es  ist  zweckmässig,  diese  Voraussetzungen  von  vornherein  als  erfüllt  zu 
betrachten,  obwohl  sich  erst  im  Laufe  der  Untersuchung  zeigen  kann, 
aas  welchen  Gründen  die  jetzt  anzuführenden  Bedingungen  zur  Lösung 
unserer  Aufgabe  nothwendig  und  hinreichend  sind. 

Während  es  bei  der  Berechnung  der  ersten  Differentialquotienten  des 
Flächenpotentials  hinreichend  ist,  vorauszusetzen,  dass  die  gegebene  Fläche 
an  der  Durchgangsstelle  0  eine  Tangentialebene*  oder  stetige  Biegung** 
besitze,  ist  es  bei  der  Berechnung  der  Discontinuitäten  der  zweiten  Dif- 
ferentialquotienten  nothwendig,  die  Voraussetzung  der  stetigen  Krümmung 
der  Fläche  in  0  in  vollem  Umfange  zu  machen,  also  anzunehmen,  dass 
sich  die  Krümmungsradien  der  Normalschnitte  in  Stellen,  die  0  unend- 
lich nahe  liegen,  nicht  sprungweise  ändern  und  nicht  unendlich  klein 
werden.  'Unter  diesen  Voraussetzungen  können  wir  der  Gleichung  der 
mit  Masse  belegten  Fläche,  welche  im  Allgemeinen  von  der  Form 

c  =  c{a^  b) 
ist,  eine  specielle  Gestalt  geben,  insofern  wir  nur  den  unendlich  kleinen, 
äen  Punkt  0  unmittelbar  umgebenden  Theil  der  Fläche  in  Betracht  ziehen. 
Zq  dem  Ende  führen  wir  die  beiden  Hauptkrümmungsradien  derselben 
im  Punkte  0  ein.  Bei  der  speciellen  Lage  unseres  Coordinatensystems 
sind  die  den  Hauptkrümmungsradien  zugehörigen  Hauptschnitte  gelegen 
in  der  ?x-  resp.  zy- Ebene.  Wir  nennen  nun  den  Krümmungsradius, 
welcher  dem  in  der  ;ra:- Ebene  liegenden  Hauptschnitte  zugehört,  r^^  den 


*  Gauss,  Allgemeine  Lehrsätze  in  Beziehung  auf  die  im  verkehrten  Ver- 

bältnisse  des  Quadrats  der  Entfernung  etc.,  Art.  13. 

**  Neu  mann,    Untersuchungen    über  das  logarithmische  und  Newton'sche 

Potential,  S.  15.  Digitized  by GoOQle 
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entsprechenden  in  der  zy -Ebene  r^,  beide  Krttmmangsradien  auf  den 
Anfangfipnnkt  0  bezogen  gedacht.  Legen  wir  ferner  durch  den  Anfangs- 
punkt einen  beliebigen  Normalschnitt,  dessen  Ebene  mit  der  zx- Ebene 
einen  Winkel  d  bildet,  und  bezeichnen  wir  den  Krümmungsradius  dieses 
Normalschnittes  mit  r,  so  gilt  bekanntlich  die  Relation 

Mit  Hilfe  des  Krümmungskreises  vom  Radius  r  ergiebt  sich  nun  sofort 
die  Ordinate  c  eines  unendlich  nahe  an  0  gelegenen  Punktes  bis  auf 
Unendlichkleines  höherer  Ordnung  genau.  Nach  Fig.  2,  welche  in  der 
Ebene  desjenigen  Normalschnittes  liegt,  der  den  betrachteten  Flächen- 
punkt (a,  by  c)  enthält,  folgt  sofort 

1')  2rc  =  a«  +  62=:^« 

oder  mit  Rücksicht  auf  1) 


da  nun  aber 


TT"      TT'j 

2  ^2 


ist,  so  wird  für  unendlich  kleine  a  und  b  bis  auf  Unendlichkleines  höherer 
Ordnung  genau 

2)  ^  =  or+or- 


2ri^2 


2 


Ferner  muss  mit  Rücksicht  auf  die  geforderte  Stetigkeit  der  Krümmung 
der  gegebenen  Fläche  für  verschwindende  a  und  b 

de      a       de      b 

da^      r^'     dadb^     '  .db^'^r^ 

werden,   und   zwar  müssen   sich  die  Wertbe  der  genannten  Differential- 
quotienten in  stetiger  Weise  den  angegebenen  Grenzwerthen  nähern. 

Bede 
Mit  Hilfe  der  Grössen   ^,   ^  bestimmen   wir   nun  die  Richtungs- 
cosinus  der  Flächennormalen  für  Punkte,   die  0  unendlich  nahe  liegen. 
Sind 

of  =a CO« (« ,  a:) ,     ß  =  cos{n,y)^     y^eos{n,z) 

diese   Richtungscosinus   der   Flächennormalen    n   an    der   Stelle   (<x,6,  c), 
80  ist  z.  B. 

1 


^       \dbj     \dbj  Digimed by Google 
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Da  nun  für  unendlich  kleine  a  und  b  7—   von  der  Ordnung  a,    —   von 

da  ^         db 

der  Ordnung  b  ist,  »0  können  wir  für  verschwiudendje  a  und  h 

3)  y  =  l-/,     -  =  1  +  / 

y 

setzen,  wenn  /  eine  Function  von  a  und  h  ist,  die  mit  a  und  b  unend- 
lich klein  wird  von  der  Ordnung  q^. 

Wir  setzen  nun  ferner  voraus,  dass  die  Dichtigkeit  der  Flächen- 
belegung  ^,  sowie  deren  erste  Ableitungen  nach  den  Tangepten  der 
Fläche  in  0  für  alle  Punkte,  die  der  Durchgangss teile  0  unendlich 
nahe  liegen,  endlich  und  stetig  sind. 

Unter  dieser  Annahme  kann  man  setzen 

4)  </=--go  +  9,     ä^  =  9i+?i>     sl  =  9t  +  92, 

wenn  g^y  ^/j,  g^  die  Werthe  bedeuten,  welche  resp.  5^»   t"»   TT   erhalten 

da     ob 

im  Punkte  0,  und  wenn  ferner  /,  g\ ,  g\  Functionen  von  a  und  b  sind, 

die  mit  a  und  b  stetig  verschwinden,  wie  Q^^f/a^  +  O^. 

Wir  bilden  endlich  noch  den  Ausdruck 

y 

Mit  Rücksicht  auf  die  Formeln  3)  und  4)  ergiebt  sich  dann 

4')  <  =  ^o  +  ^'t     aTi""^^"*"''^'    äfr""^«"*"''«' 

Es  ist  leicht  zu  sehen,  dass  t\  ^\,  i\  liier  ebenfalls  Functionen  von  a 
und  b  sind,  die  für  verschwindende  a  und  b  verschwinden  wie  q. 


§3. 

Discontinmt&t  von  :r-^  und  ^r-^. 

Wenn  wir  unter  t  und  a  zwei  Punkte  des  Baumes  verstehen,  von 
denen  der  erstere  auf  der  positiven ,  der  letztere  auf  der  negativen  Seite 

der  Fläche  gelegen  ist,  so  erhalten  wir  die  Discontinuitftt  von  7--^  als 

die  Differenz   der  Grenzwerthe,   welchen  sich   -r-^,  genommen  für  den 

ox' 

Punkt  t  und  andererseits  für  den  Punkt  a,  nähert,  wenn  diese  Punkte 
(  und  a  von  beiden  Seiten  in  den  Punkt  0  hineinrücken.  Bezeichnen 
wir  diese  Discontinuität  mit  ^{x^),  und  definiren  wir  sie  als  die  sprung- 

weise  Aenderuug,  die  -r— ^  erleidet,  wenn  der  Punkt,  für  welchen  -s— ajTp 
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gebildet   wird,   von   der   negativen  Seite  der  gegebenen  Flftcbe  auf  die 
positive  übergeht,  so  haben  wir  die  Relation 


'<-')-(S),-(m- 


dV 
Wir  gehen  aus  von  dem  Werthe  -r-^ ,  welcher,  so  lange  der  Punkt 

P{x^  y,  z)  nicht  in  der  gegebenen  Fläche  selbst  liegt,  identisch  ist  mit 
der  X'  Componente  der  von  den  auf  dem  kleinen  Flächenstück  o  gelege- 
nen Massen   auf  den  Punkt  (a?,  y^  z)  ausgeübten  Wirkung*.     Es  ist  also 

wo  das  Integral  zu  erstrecken  ist  über  das  kleine  Flächenstück  o.  Ersetzt 
man  noch  das  Element  do  durch  seine  senkrechte  Projection  auf  die  xy- 
Ebene  cfoo,  so  wird 


ao), 


da 

y  y 

ist.  Selbstverständlich  ist  dann  dieses  Integral  zu  erstrecken  über  sammt- 
liche  Elemente  der  senkrechten  Projectionen  oü  des  kleinen  Flächenstücks  o 
auf  die  (ry- Ebene.  Ausserdem  ist  bekannt,  dass  der  Werth  dieses  Inte- 
grals endlich  und  bestimmt  sein  muss  bei  den  über  die  Beschaffenheit 
der  gegebenen  Fläche  und  der  Belegung  gemachten  Voraussetzungen. 

Um   nun    für   -^—t   einen  Ausdruck   zu  erhalten,   der   für  unendlich 

kleine  -o;,  y  und  z  seinen  Sinn  nicht  verliert,  formen  wir  das  Integral  5) 

zunächst   durch   eine   partielle  Integration  um.     Zu  dem  Ende  benutzen 

wir  die  identische  Gleichung 

d  {  \\_  1    di        a  —  x        c-^z  de 

da\  e)'^  E  da  B^        '    E^    da' 

(l  —  X  , 

Setzen  wir  den  aus  dieser  Formel  für  t      3     folgenden  Werth  in  5 )  ein, 

so  erhalten  wir 

wo  sämmtliche  Integrale  auszudehnen  sind  über  den  kleinen ,  den  Punkt 
0  unmittelbar  umgebenden  Theil  der  xy- Ebene ^  den  wir  mit  09  bezeich- 
net haben. 

Das  Integral  der  letzten  Formel   . 


^/ÄG)""" 


*  GauBS,  Allgemeine  Lehrsätze  etc.,  Art.  18.  r^^^^^T^ 
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können  wir  tbeilweise  ausführen.  Denn  ersetzen  wir  das  Flächenelement 
dta  durch  das  äquivalente  dadby  so  können  wir  schreiben 

')     -//ä^a)--=/'/l(i)- 

-&,  ai 
Verstehen  wir  unter  a  die  Curve,  welche  den  kleinen  Theil  w  der  xy- 
Ebene  begrenzt,  so  bedeuten  «,  und  a^  die  Werthe,  welche  n  für  die 
Grenzcnrve  0  annimmt,  und  —  A^  und  b^  den  kleinsten,  resp.  grössten 
Werth,  den  b  auf  co  annehmen  kann,  b^  und  b^  sind  offenbar  positiv. 
Wir  fuhren  in  /  die  Integration  nach  a  aus  und  erhalten 

Dieses  Integral  können  wir  auf  die  Form  eines  Linienintegrals  bringen. 
Zu  dem  Ende  bezeichnen  wir  mit  n  die  nach  Innen  gerichtete  Normale 
von  0  und  mit  de  ein  Element  der  Randcnrve  6.  Dann  folgt  aus  Fig.  3 
sofort 

db=^'^  do  co${nyx)y 

wo  das  negative  oder  positive  Vorzeichen  zu  wählen  ist,  je  nachdem  die 
positive,  d.  h.  nach  dem  Innern  von  00  gerichtete  Normale  n  mit  der 
positiven  a:-Axe  einen  stumpfen  oder  spitzen  Winkel  bildet,  denn  db 
und  da  sind  ihrer  Natur  nach  positiv. 

Denken  wir  uns  aus  der  von  a  begrenzten  kleinen  Fläche  o>  einen 
UDendlich  schmalen,  zur  j:*Axe  parallelen  Streifen  von  der  Breite  db 
ausgeschnitten,  so  bildet  an  der  Stelle  a:=a,,  wo  der  Streifen  beginnt, 
n' mitMer  or-Axe  einen  spitzen,  und  an  der  Stelle  rr^a^,  wo  der  Streifen 
endet,  mit  derselben  einen  stumpfen  Winkel.  Wir  haben  für  die  Eintritts- 
stelle a^  des  Streifens 

rf6  =  +  rfö  cos(«',  a:) 

und  für  jede  Austrittsstelle  a^ 

db  =  —  d<fcos{n\x). 
Analoges  findet  statt,  wenn  ein  solcher  unendlich  schmaler  Flächenstreifen 
aus  mehreren  getrennten  Theilen  besteht.     Führen  wir  im  Integral  /  in 
der  angegebenen  Weise  für  db  den  Ausdruck  da  cos{n\x)  ein,  so  erhal- 
ten wir 

8)  J  =  —  \  -p  <^os{n\  x)  da, 

welches  Integral  auszudehnen  ist  über  die  geschlossene  Curve  a. 

Wir   bilden    nun    -^—^  dadurch,    dass   wir  die  Gleichung  6)  partiell 
0  X 

nach  X  differentiiren.     Hierdurch  erhalten  wir  Digitizedby  vjOOQIC 
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Od- 


Hierbei  sind  das  erste  und  zweite  Integral  rechter  Hand  zn  erstrecken 
über  die  kleine  Fläche  cd,  das  letzte  Integral  dagegen  über  die  Cnrve  9. 
So  lange  z  (und  somit  auch  E)  endlich  bleibt,  ist  diese  Formel  richtig; 
wenn  aber  neben  x  und  f/  auch  z  nnendlich  klein  wird,  so  wird  der 
Ausdruck  unter  dem  zweiten  Integral  der  Formel  9)  unendlich  und  das 
Integral  selbst  scheinbar  unbestimmt.  Wir  müssen  daher,  um  den  rich- 
tigen Werth  desselben  zu  ermitteln,  z  vorläufig  als  endlich  annehmen 
und   das   Integral   durch   eine  partielle   Integration   umzuformen   suchen. 

c  "~"  z  3  c 
Zu   dem  Ende  differentiiren  wir  den  Ausdruck  ^—^  öt  partiell  nach  a 

und  erhalten  hierdurch 

d  /  de  c— 2\ 

dc{c^z){a^x)        (dcY  gg-3(r-z)»       d  /  dc\c^z 
""       "^    da  E^'         '^    \da)  E^  ^da\da)    E^  ' 

Lösen  wir  diese  Gleichung  nach  dem  ersten  Gliede  rechter  Hand  auf 
und  substituiren  diesen  Werth  in  das  zweite  Integral  der  Formel  9),  so 
erhalten  wir  schliesslich 

10)  .   rd  (de  c-t\^         dJ 

wo  sämmtliche  Integrale  mit  Ausnahme  des  letzten  zu  erstrecken  sind 
über  OD,  das  letzte  dagegen  über  die  Grenze  0  von  oo. 

Das  vorletzte  Integral  der  Gleichung  10)  können  wir  in  derselben 
Weise,  wie  das  Integral  J  (S.  151)  behandeln.  Bezeichnen  wir  das  zu 
betrachtende  Integral  mit  i'  und  ersetzen  wir  darin  cfo»  durch  da  dby  so 
erhalten  wir 

-5i    at 
y  ist  also  von  der  Form  /  (7)]  und  ist  ebenso ,  wie  /  zu  erstrecken  über  a». 
Transformiren  wir  J'  in   analoger  Weise  wie  /  in  ein  Randintegral,   so 
müssen  wir  geführt  werden  zu  einem  Resultat  von  der  Form  8),  also 


wo  dieses  Integral  auszudehnen  ist  über  die  kleine  Curve  a. 

Wir  bezeichnen  nun  in  der  Formel  10)  die  drei  Integrale  der  ersten 
Zeile  der  Reihe  nach  mit  J^,  J^,  Jg.  Es  ist  nun  zu  untersuchen,  ob  alle 
Glieder  dieser  Formel  bei  verschwindenden  x ,  y  und  z  bestimj[)^te  Wertbe 
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annebmen  und ,  wenn  dies  der  Fall ,  wi^  gross  etwaige  sprungweise  Aen- 
derangen  derselben  sind,  wenn  der  Punkt  (ar,y,  t)  die  gegebene  Fläche 
in  0  dnrchscbreitet.  Wir  bezeichnen  die  Discontinuitftt  eines  solchen 
Integrals,  z.  B.  von  J\^  durch 

(A)!.  =  (A),-W.. 

und  wir  erhalten  für  die  Discontinuität  /i  {x^)  von   -^—^  mit  Rücksicht  auf 

ex' 

10)  die  folgende  Gleichung: 

10')  Ax*)  =  ( J,)l  -  {/,)!  -  {,J,)\  +  {J'l  -  (|^)\ 

Dm  erste  dieser  Integrale 

fdta-x  r/dt  \a-x. 

ist  Ton  der  Form  5)  und  lässt  sich  daher  auffassen  als  der  erste  Diffe- 
rentialquotient nach  X  von  einem  Potential,  welches  herrührt  von  einer 
auf  dem   kleinen   Flächenstück  o   befindlichen   Massenbelegung  von   der 

Dichtigkeit  (^yj*     Dft   nun    in   allen    dem  Funkte   0   unendlich   nahe 

liegenden   Stellen   ( j-)')  endlich  und  stetig  und  ferner  die  rr-Axe  eine 

in  0  an  die  gegebene  Fläche  gelegte  Tangente  ist,  so  folgt  nach  einem 
bekannten  Satze  über  das  Flächenpotential  *,  dass  das  Integral  J^  endlich 
und  stetig  bleibt ,  wenn  der  Punkt  (x ,  y,  z)  in  0  die  gegebene  Fläche 
durchschreitet.     Also  ist 

Wir  untersachen  nun  das  zweite  Integral  der  Formel  10) 
,       r,(de>?  g«-3(c-r)«  , 
^-=J\d-a)     E^ "»■ 

welches  wir  unter  Benutzung  der  Relationen 

y 

in  der  Fonn  schreiben 


")  '.-ß'i- 


wo  dann 


-'(-'C-?)')(Ki)" 


zu  setzen  ist.  Es  lässt  sich  nun  leicht  zeigen,  dass  der  Ausdruck  fi  im 
Allgemeinen  endlich  bleibt,  auch  für  verschwindende  o;,  y,  z»  Zunächst 
ist  q  immer  endlich  nach  den  über  die  Flächenbelegung  gemachten  Vor- 
aoasetzangen.     Ferner  ist  stets 
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12)  _2<l-3(^*y<l, 


weil  c  —  2<^E  ist.     Der  Aasdmclc   fi   kann   also   nur  unendlich  werden, 

wenn  der  Factor 

de    1 

unendlich  wird. 

Für  unendlich   kleine   a   und  6,    auf  die   es  bei  dieser  Betraclitang 
allein  ankommt,  können  wir  setzen  nach  Formel  2') 
de       a       de   l       \    a 

wo  Tj  immer  endlich  ist.  Bezeichnen  wir  nun  (Fig.  4)  einen  Punkt  der 
gegebenen  Fläche  (/?,  ^,  c)  mit  Q^  die  Sehne  OQ  mit  $,  die  Senkrechte 
von  Q  auf  OP  mit  e  und  den  Winkel  POQ  mit  J,  so  ist 

abs.a<.Sy     E>  e^ 
also 

^o'x  .     «       abs.a  ^  s         1 

E         E     ~  €       sinö 

Der  Ausdruck  —   wird  daher  immer  endlich  sein,   wenn  für  alle  Stellen 

des  Integrationsgebiets  d  von  Null  verschieden  ist.     Das  Letztere  ist  aber 

dann   der  Fall,  wenn   der  Punkt  P{xyz)   die   gegebene  Fläche  in  0  in 

einer  Richtung   durchdringt,   die  mit   der   in  0  an    die  gegebene  Fläche 

gelegten   Tangentialebene  einen   von  Null  verschiedenen  Winkel  bildet. 

de  1 
Unter   dieser  Voraussetzung   ist   dann   auch   j-  —-    und    damit  fi  immer 

endlich.     Das  zu  untersuchende  Integral 

welches  die  Form  eines  Oberflächenpotentials  besitzt  und  wo  jn  die 
Flächendichtigkeit  repräsentirt,  bleibt  dann  bekanntlich  endlich  und 
stetig,  wenn  der  Punkt  P  die  gegebene  Fläche  in  O  durchschreitet.  Es 
ist  also 

Das  dritte  Integral  der  Gleichung  10) 


C  —  Zy 


'    J  da\da) 

13)  /"'ir'"». 

d.  h.  von  der  Form  eines  ersten  Differentialquotienten  nach  z  desjenigen 
Potentials«  welches  von  Massen  herrührt,  die  mit  einer  Dichtigk|Mi' 


ist  von  der  Form 
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über  die  gegebene  Fläche  ausgebreitet  sind.  Da  die  z-Axe  mit  der 
Fläcbeunormale  in  0  zusammen flillt,  so  besitzt  das  betrachtete  Integral 
nach  einem  bekannten  Potentialsatze*  eine  Unstetigkeit  von  der  Grösse 
--4»Vo,  vorausgesetzt,  dass  sich  v  in  unmittelbarer  Nähe  von  0  stetig 
ändert  und  in  0  selbst  den  Werth  Vq  annimmt. 
Nun  ist 

d  (dc\        d^c  .     dt  de 

o  / 

Da  q  und  -r-    nach    den    über    die   Flächendichtigkeit  und   ihre   ersten 
Ca 

Ableitungen  nach  den  Tangenten  der  Fläche  gemachten  Voraussetzungen, 

d^  c     d  c 
sowie  y,   7-^9  ^  nach  den  über  die  Krümmung  getroffenen  Bedingungen 

endlich  und  stetig  sind ,  so  ist  der  Ausdruck  v  endlich  und  in  der  unmit- 
telbaren Nähe   von  0  auch   stetig.     Nun  wird  für  a  =  0,   b==0  nach  4) 

,     d^c      1      de  1 

^=?n»  ttöd   nach   den  Formeln   2')   --^  =  — ,  —-  =  0,   daher  VQ  =  qf.—' 
**  '    da^      r^     da  "        "  r^ 

Die  Unstetigkeit  des  Integrals  J^  beträgt  demnach 


EiS  erübrigt  noch,    die  beiden  letzten  Glieder  der  Gleichung  10)  zu 

dJ 
betrachten,  nämlich  J    und  — .     Die  Integrale  J    und  /  erstrecken  sich 

0  X 

über  eine  den  Punkt  0  umschliessende  Curve  a,  welche  in  allen  ihren 
Theilen  um  eine  sehr  kleine,  aber  endliche  Strecke  von  0  entfernt  bleibt. 
Lassen  wir  nun  den  Punkt  {x^y^  z)  die  gegebene  Fläche  in  0  in  einer 
im  Allgemeinen  beliebigen  Richtung  durchschreiten,  die  aber  mit  der  in 
0  an  die  gegebene  Fläche  gelegten  Tangentialebene  einen  noch  angeb- 
baren, endlichen  Winkel  bildet,  so  kann  die  Entfernung  i?  nie  unendlich 
klein  werden.  Es  müssen  also  diese  ,, Randintegrale'*  mit  Rücksicht  auf 
die  Endlichkeit  und  Stetigkeit  aller  übrigen  in  ihnen  auftretenden  Grössen 
endlich  bleiben  und  sich  stetig  ändern,  wenn  der  Punkt  (^,^9^)  die 
gegebene  Fläche  in  0  durchschreitet.  Ganz  dasselbe  gilt  aber  auch  von 
den  Ableitungen   dieser  Integrale  nach   Xy^y  und   z.     Wir  finden  daher 


<-n=-'  G-o:-»- 


Stellen  wir  das  Resultat  für  äd{x^)  nach  der  Formel  10^  zusammen, 
so  erhalten  wir,  da  nur  (/g)^  von  Null  verschieden  ist,  die  Relation 
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14)  J{x^)  =  ^^\ 

Man  kann  nun,  da  :r  und  y  in  den  Ausdrücken  für  V^  etc.  ganz 
symmetrisch  Torkommen,  sofort  das  Resultat  angeben,  zu  welchem  man 
gelangen    muss,    wenn    man   in    analoger  Weise   die  Discontinuitftt  von 

^    bestimmt.      Bezeichnen    wir   dieselbe   entsprechend    mit   ^{y^),    so 

erhalten  wir 

15)  ^(„«)  =  ii!^o^ 

In  den  Formeln  14)  und  15),  welche  ausführlicher  lauten 

VaW,  Kdx^Ja  r,  '  Kdy^Ji  \cy^Ja  r,  ' 
bedeuten  qQ  die  Flächendichtigkeit  im  Funkte  0  und  r^  resp.  r,  die 
Krümmungsradien  -der  beiden  Hauptschnitte,  die  in  der  xz-  resp.  yz- 
Ebene  des  eingeführten  Coordinatensystems  gelegen  sind.  Selbstver- 
ständlich sind  diese  Krümmungsradien  positiv  oder  negativ  zu  rechnen, 
je  nachdem  der  zugehörige  Krümmungsmittelpunkt  mit  dem  Punkte  i  auf 
derselben  oder  entgegengesetzten  Seite  der  gegebenen  Fläche  liegt. 

(Bohlnu  folgt.) 


Digitized  by  VjOOQIC 


VIII. 

Beiträge  zur  Kinematik  ähnlich -veränderlicher  und 
affin -veränderlicher  Gebilde. 

Von 

Dr.  Ad.  Schümann, 

Oberlehrer  am  Atcftnischen  Qymnftsiam  In  Berlin. 


Im  23.  Bande  dieser  Zeitschrift  hat  Herr  L.  Bnrmester  sich  mit 
der  Bewegung  affin -veränderlicher  Systeme  heschHftigt*,  welche  als  beson- 
dere Formen  die  ähnlich -veränderlichen  und  starren  Systeme  in  sich 
begreifen.  Von  synthetischen  Gesichtspunkten  ausgehend,  untersucht  er 
die  Geschwindigkeiten  un^  Beschleunigungen  der  einzelnen  Systempunkte 
und  giebt  ttber  die  Abhängigkeit  der  Bewegungszustände  eines  Punktes 
von  seiner  Lage  eine  Reihe  einfacher  Gesetze,  welche  eine  klare  Ein- 
sicht in  die  Bewegungsformen  jener  Systeme  ermöglichen.  Auf  die  Flächen- 
geschwindigkeiten der  Systempunkte,  welche  man  gegen  einen  beliebigen 
festen  Punkt  schätzen  mag,  geht  er  nicht  ein,  auch  nicht  auf  die  Bogen- 
längen, welche  eine  Systemgerade  bei  der  Bewegung  umschreibt,  oder 
auf  die  Flächen ,  welche  eine  solche  umzieht.  Fragen  dieser  Natur  sind, 
soweit  sie  sich  auf  starre  Systeme  beziehen,  in  letzter  Zeit  von  Herrn 
Liguine**  im  Anschluss  an  die  Stein  er 'sehe  Abhandlung:  „Ueber  den 
Krümmungsschwerpunkt  ebener  Curven'*  (Crelle*s  Journal,  Bd.  XXI, 
1840),  und  von  Herrn  Darboux**"^  behandelt  worden.  Auch  ich  habe 
über  die  Flächen,  welche  eine  Gerade  eines  starren  Systems  bei  der 
Bewegung  desselben  umzieht,   bereits  im  Jahre  1$67  einige  Theoreme f 


*  L.  Bnrmester,  Kinematisch -geometrische  Theorie  der  Bewegung  der 
affin  veränderlichen,  ähnlich  -  veränderlichen  und  starren  räumlichen  oder  ebenen 
Systeme.    Zeitschrift  f.  Math.  u.  Phys.,  Bd.  23  S.  108—131. 

*•  F.  Liguine,  Sur  les  aires  des  trajectoires  d^crites  dans  le  mouvenient 
plan  d'une  figure  de  forme  invariable.  Bull.  d.  scienc.  math,  Tom.  II,  Äout  1878, 
p.306, 

♦•*  6r.  Darboux,  Sur  le  mouvement  d'u/ne  figure  invariable;  prqpriäes  rela- 
tives aua  aires,  aux  arcs  des  courbes  dicrites  et  aux  volumes  des  surfaces  trc^ec- 
toires.    BuU.  d.  scienc.  math,  Tom,  II,  Äout  1878,  p,  383, 

t  Ad.  Schumann,  Beziehungen  zwischen  Flächen  im  Zusammenhange  mit 
dem  KrümmungsBchwerpunkte  von  Curven.    Progr.  d.  Louisenstädt.  Realschule  in    . 
Berlin,  1867.  ^^    ...y  ^OOgle 
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veröffentlicht,  und  ans  Anlass  der  Da rbonx' sehen  Abhandlang  im 
25.  Bande  dieses  Journals*  die  Theoreme  in  generellerer  Form  vor- 
gelegt nnd  über  die  Bogenlängen ,  welche  eine  solche  Gerade  umschreibt, 
andere  hinzugefügt. 

Alle  diese  Theoreme  lassen  sich  auch  auf  solche  Gebilde  ausdehnen, 
welche  während  der  Bewegung  ihre  Aehnlichkeit  bewahren,  ein  Theil 
derselben  selbst  auf  diejenigen ,  welche,  während  sie  sich  bewegen,  solche 
Aenderungen  der  Gestalt  zulassen ,  dass  die  Affinität  erhalten  bleibt.  Es 
haben  diese  Gesetze  nicht  nur  deshalb  Interesse,  weil  sie  tr»tz  so  all- 
gemeiner Voraussetzungen  sich  in  höchst  einfachen  Formen  darstellen, 
sondern  auch  insofern,  als  sie  bereits  bekannte  Theoreme  unter  andere 
Gesichtspunkte  stellen  und  so  auf  ihre  Natur  ein  neues  Licht  werfen. 


I 

Es  seien  u  und  v  zwei  complexe  Zahlen;  ihnen  entsprechen  in  der 
Ebene,  welche  das  Reich  der  Zahlen  veranschaulicht,  zwei  Punkte.  Sind 
2  und  7}  gleichfalls  zwei  complexe  Zahlen,  welche  durch  die  Gleichung 
tj=:zu  +  v  verbunden  sind,  so  gehört  zu  jedem  Punkte  z  der  Zahlen- 
ebene ein  Punkt  ij  dergestalt,  dass  jedem  Gebilde  aus  einer  Anzahl  von 
Punkten  z  ein  ähnliches  Gebilde  von  Punkten  rj  entspricht.  Es  liegen 
nämlich  die  Punkte  17  zu  den  Punkten  v  und  v  +  u  m  derselben  Lage, 
wie  die  Punkte  z  zu  den  Punkten  Null  und  Eins,  d.h.  das  Dreieck  (?, 0, 1) 
ist  stets  dem  Dreieck  (ij,»,  t^  +  w)  ähnlich. 

Fasst  man  nunmehr  u  und  t>  als  Functionen  der  Zeit  auf,  so  wird 
das  ij- System  sich  mit  der  Zeit  verändern,  aber  die  Aehnlichkeit  in  Bich 
bewahren;  denn  es  bleibt  stets  dem  z* System  ähnlich.  Man  könnte  sich 
die  Vorstellung  bilden,  dass  eine  Strecke  (*',  c-f-ii)  sich  beliebig  bewegte 
und  während  ihrer  Bewegung  sich  ganz  willkürlich  änderte;  jeder  Punkt 
ri  würde  mit  dieser  Strecke  zu  jeder  Zeit  ein  Dreieck  bestimmen,  welches 
mit  dem  von  der  Zeit  unabhängigen  Dreieck  (: ,  0,  1)  die  Aehnlichkeit 
bewahrt. 

Soll  das  System  während  der  Bewegung  in  sich  starr  bleiben,  so 
hat  man  nur  die  Bedingung  mod,u  =  const,  hinzuzufügen;  denn  die 
Strecke  zwischen  e  und  t>  +  u  ist  nichts  Anderes,  als  mod.u.  Es  muss 
also  in  diesem  Falle  der  Punkt  it  auf  einem  Kreise  um  den  Nullpunkt 
seine  Bahn  haben. 

Hiermit  ist  die  Grundlage  für  die  Behandlung  ähnlich -veränderlicher 
ebener  Gebilde  gegeben,  und  es  würde  ein  Leichtes  sein ,  die  wesentlich- 
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steu  Theoreme  des  Herrn  Bnrmester  aus  den  analytischen  Furmeu, 
welche  sich  aus  diesem  Boden  entwickeln,  abzulesen.  Aber  es  steht  die 
Untersuchung  einer  andern  Frage  in  Absicht. 

Wenn  das  17 -System  sich  nach  einem  willkürlich  gewählten  Gesetz 
bewegt,  'Itber  während  seiner  Bewegung  nur  solche  Veränderungen  in 
sich  zulässi,  dass  es  die  Aehnlichkeit  mit  dem  z- System  beibehält,  so 
wird  ein  Richtstrahl,  welcher  von  dem  Nullpunkte  nach  einem  Punte  1} 
ISnft,  eine  Fläche  durchstreichen.  Die  Grösse  dieser  Fläche  ist  theils 
abhängig  von  der  Wahl  des  Bewegungsgesetzes,  theils  von  der  Lage  des 
Panktes  17  im  System.  Ist  über  jenes  entschieden ,  so  lässt  sich  nach  der 
Abhängigkeit  von  dieser  fragen.  Zu  diesem  Zwecke  stelle  ich  die  Auf- 
gabe: Welche  Systempunkte  umschreiben  bei  der  Bewegung  gleiche 
Flächen? 

Es  sei 

Da  pp*y  =  ?/r  +  r,  so  folgt  durch  eine  logarithmische  Differentiation 

..                                        dg                   zdu  +  dv 
1)  -^  +  irf(p= -^ . 

Q  UZ  +  ü 

Um  die  Trennung  der  rechten  Seite  der  Gleichung  in  einen  reellen  und 
imaginären  Bestandtheil  zu  vollziehen,  erweitere  man  sie  mit  dem  con- 
jngirten  Werthe  von  1?.  Dadurch  wird  der  Nenner  p^,  der  Zähler  aber 
erhält  die  Form 

[{x  +  iy){dp  +  idg)  +  {dr  +  ids)][{x^iy){p^fq)  +  {r-is)'] 
=  [(xdp-ydq  +  dr)  +  i(xdq  +  ydp  +  ds)][{.rp^yq  +  r)-^i(xq  +  yp  +  s)]. 
Der  imaginäre  Bestandtheil  dieses  Ausdruckes  ist 

» [(-rp  —  y9  +  OG'«^  äq  +  ydp  +  ds)  —  {xq  +yp  +  s)  (a-  dp  ^ydq+  dr)]. 
Denkt  man    nun    beide  Seiten    der  Gleichung  1)  mit  q^  multiplicirt  und 
vergleicht  die  rein  imaginären  Werthe,  so  ergiebt  sich 
Q*  d<p  =  X^{p  dq^q  dp)  +  y^{p  dq-^q  dp) 

+  x(r  dq  —  q  dr  -\-p  ds  —  s  dp)  ■jry{rdp— pdr-^-sdq^q  ds) 
+  (r  ds  —  s  dr). 

Die  Grösse  ^{pdq  —  qdp)  ist  das  Flächendifferential,  welches  der  Punkt 
"  in  dem  Zeitdifferential  umschreibt,  und  möge  mit  dlJ  bezeichnet  wer- 
den; die  Grösse  \{r  ds  —  s  dr)z=^dV  hat  dieselbe  Bedeutung  für  den 
Punkt  r,  endlich  sind  die  Coefficienten  von  x  und  y  gleichfalls  gewisse 
nächendifferentiale,  von  deren  Bedeutung  indessen  vorläuüg  abgesehen 
werden  mag. 

Führt  man  eine  Integration  Über  einen  beliebigen  Zeitabschnitt  aus, 
Bo  können  x  und  y  vor  die  Integrale  genommen  werden,  da  sie  von  der 
Zeit  unabhängig  sind,  und  man  erhält,  wenn  man  mit  F  die  von  dem 
Punkte  ij  umschriebene  Fläche  bezeichnet,  für  F  einen  Ausdruck  der 
Form  L.,y,u.^uüy  vjOOQIC 
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Hierin  sind  ü  and  V  die  Flüchen,  welche  u  und  v  während  des  Be- 
wegungsvorganges  umschreiben ,  J  und  B  aber  gewisse  Integrale,  die 
gleichfalls  als  Flächen  angesehen  werden  dürfen. 

Ans  der  Form  für  F  ergiebt  sich,  dass  alle  diejenigen  Punkte  Flä- 
chen von  gleichem  Inhalt  umschreiben,  welche  Punkten  z  entsprechen, 
die  auf  der  Peripherie  eines  Kreises  gelegen  sind;  da  einem  Kreise  im 
2 -System  aber  ein  Kreis  im  17 -System  entspricht,  so  liegen  diese  Punkte 
tl  gleichfalls  auf  einem  Kreise.  Was  den  Werth  der  umschriebenen 
Flächen  betrifft,  so  mag  die  Bemerkung  hinzugefügt  werden,  dass  die- 
selben stets  in  Gauss^schem  Sinne  in  Rechnung  zu  stellen  sind. 

Im  Besondern  umschreiben  diejenigen  Punkte  17  Flächen werthe  Null, 
deren  z -Werthe  auf  dem  Kreise 

sich  befinden.     Der  Mittelpunkt  dieses  Kreises  hat  zu*  Coordinaten 

und  zum  Radius  die  Grösse  ^,  welche  durch  die  Gleichung  bestimmt  ist 

J*+B*      V 

Für  die  FlMcbe  M,  welche  der  Mittelpnnkt  des  Nnllkreises  umschreibt, 
gewinnt  man  hiernach  den  Werth 

'»-(«'+>+"l+f?+r)'' 


=( 


ü        4(/W 


=  -  Ä«  £/. 
Ist  z^ssXj^'i'  ipi  ein  beliebiger  Punkt  des  z  -  Systems ,   so  stellt  der  alge- 
braische  Ausdruck  .  «         rr 
9    1         9    1            ^1           ^     I     '^ 

^i^  +  yi^  +  ^iJj+yi-^+fj 

die  Potenz  des  Punktes  z^  in  Beziehung  auf  den  Kreis  im  z- Gebilde 
dar,  welcher  dem  Nullkreis  im  fi  -  Gebilde  entspricht.  Bezeichnet  Q  den 
Abstand  des  Punktes  z,  von  dem  Mittelpunkte  jenes  Kreises  im  z- System, 
so  drückt  sich  diese  Potenz  durch  0*— Ä*  aus  und  der  Punkt  rji  um- 
schreibt daher  eine  Fläche 

/•=  (/((?«-./?«)  =  iW  +  ß^i/. 
Um  endlich  alle  Grössen  auf  das  17  System  zu  beziehen,   sei  q  der  Ab- 
stand  eines  Punktes  tf  vom  Mittelpunkte  des  Nullkreises  und  modu^o 

zu  Besinn  der  Bewegung.     Da  alsdann   --=3--,  so  ist   r^^^^i^ 

^  ^       ^  1         fl    DigitizedbyCnOOgle 
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oder  mit  Einftihrung  des  Radius  r  des  Nullkreises  an  Stelle  der  Grösse  a 

/•=A/(l-J*); 

denn  es  ist   -r  =  -^  und  if=—  UR^. 
1        n 

Wenn  daher  ein  Gebilde  sich  ganz  willkürlich  bewegt 
und  wfthrend  der  Bewegung  sich  so  ändert,  dass  es  die  Aehn- 
lichkeit  bewahrt,  so  umschreiben  diejenigen  Punkte  gleiche 
FUchenräume,  welche  auf  einem  bestimmten  Kreise  gelegen 
sind.  Dem  veränderlich  gedachten  Werthe  dieser  Flächen- 
räume  entspricht  eine  Schaar  concentrischer  Kreise.  Der 
Mittelpunkt  dieser  Kreisschaar  umzieht  eine  Minimal-  oder 
Maxi  mal  fläche,  je  nachdem  das  Bewegungsgesetz  so  beschaf- 
fen ist,  dass  die  vom  Punkte  u  umschriebene  Fläche  einen 
positiven  oder  negativen  Werth  empfängt. 

Bleibt  während  der  Bewegung  das  System  in  sich  starr,  so  beträgt, 
da  zu  jeder  Zeit  modu=sa  ist,  die  von  u  umschriebene  Fläche  ^a^S, 
▼0  8  die  Gesammtdrehung  des  Systems  bedeutet,  und  es  ist  die  von 
einem  Systempunkte  umschriebene  Fläche  F^M  +  ^q^S, 

Ist  endlich  die  Bewegung  des  starren  Systems  periodisch,  d.  h.  gelangt 
das  System  nach  einer  vollständigen  Umdrehung  in  seine  ursprüngliche 
Lage  zurück,  so  ist  6:=2;r,  und  daher  F=Af-f  ^*;e,-  es  unterscheidet 
sich  also  die  Fläche,  welche  ein  beliebiger  Punkt  des  Systems  umzieht, 
von  der  Minimalfläche  um  die  Grösse  eines  Kreises,  dessen  Radius  die 
Entfernung  des  Punktes  von  demjenigen  Punkte  ist,  welche  die  Minimal- 
fläche umschreibt.  Hierin  liegt  das  Gesetz  von  Steiner,  welches  der- 
selbe in  seiner  oben  citirten  Abhandlung  veröffentlicht  hat  und  welches 
in  der  Folge  durch  eine  Anzahl  allgemeinerer  Gesetze  der  Kinematik 
nmfasst  wurde. 

Sind  1,2,3  Punkte  des  ähnlich  veränderlichen  Systems,  welche  in 
einer  Geraden  liegen,  und  bedeuten  ^^^  pg)  Ps  ^^^  Abstände  derselben 
▼on  dem  ausgezeichneten  Punkte,  der  eine  Minimal-  resp.  Maximalfläche 
nmachreibt,  so  gelten  für  die  drei  Flächenränme  F^,  F^,  F^  die  Gleich- 
ungen 

Bezeichnet  (t,  Ar)  den  Abstand  des  Punktes  t  von  dem  Punkte  k  und  wird 
(i,  Ar)  =  — (Xr,i)  gerechnet,  so  lässt  sich  die  Relation  folgern 

A-,(2.  3)  +  F,(3,  1)  +  f,(l, 2,  =^  Ce,«(2,  3)  +  p,«(3, 1)  \^lih^oOg\Q 

ZdtMhilft  £.  MAthemattk  u.  Physik  XXVI.  3.  12 


1G2      Beitr.  z.  Kinematik  ähnl-veränderl.  u.  affin- veränderl.  Gebilde. 


Der  Ausdruck   (>i'(2,  3)  +  ^,*(3,1)  +  ^8*{1»  2)   läset  sich   nach   folgenden 
Gesichtspunkten   transformiren.     Man  überzeugt  sich  leicht,    dass,   wenn 
der  Punkt   1   proportional    (2,3)    und   der  Punkt  3   proportional   (1,2) 
belastet   gedacht   wird,   der  Punkt  2  der  Schwerpunkt  des  so  belasteten 
Systems  ist.     Wendet  man  daher  einen  bekannten  Satz  vom  Schwerpunkt 
an,  so  ist 
?i*(2,  3)  +  (.,«(1, 2)  =  (1, 2)»(2,  3)  +  (3,  2)«(1,  2)  +  e,*[(2.-3)  +  (1,  2)] 
=  -(l,2)(2,3)(3,l)  +  (.,«(l,3). 
Daher  ist 

^iH2,  3)  +  ^,^3, 1)  +  P3^(l,  2)  =  -  (1,  2)(2,  3)(3, 1). 

Führt  man  diesen  Werth  in  obige  Gleichung  ein,  so  darf  jene  Beziehung, 
wie  folgt,  ausgesprochen  werden: 

Wenn  ein  ähnlich-veränderliches  Systemsich  nach  einem 
ganz  willkürlich  gewählten  Gesetz  bewegt,  so  sind  die  Flä- 
chen, welche  drei  in  gerader  Linie  liegende  Systempunkte 
umschreiben,  durch  die  Relation  verknüpft 

/•j(2,3)  + F,(3,  l)  +  if,(l,2)  +  ^  (1,  2)(2,  3)(3, 1)  =  0. 

In  dieser  Gleichung  liegt  als  besonderer  Fall  der  bekannte  Satz  von 
Holditsch.  Man  nehme  zu  dem  Ende  das  System  starr  an  und  lasse 
die  starre  Strecke  a,  deren  Endpunkte  die  Punkte  1  und  3  sein  mögen, 
auf  einer  geschlossenen  Curve  gleiten,  bis  sie  in  ihre  Anfangslage  zurück- 
gekehrt ist.  Diesen  Annahmen  gemäss  ist  (1,  3)  =  a,  ü=a^n^  und 
F^  =  F^=  F,  wenn  F  die  Fläche  bezeichnet,  in  deren  Umgrenzung  die 
Endpunkte  der  Strecke  sich  bewegen.  Theilt  nun  ein  Punkt  ^  die 
Strecke  a  in  dieTheile  h  und  c,  so  wird  die  Fläche  F^  bestimmt  durch 

nc)  +  M-^)  +  nb)  +  7i{b){c){-a)  =  0 
oder 

F'-Ff.^nbc. 

Bewegt  sich  daher  eine  Strecke  in  einer  geschlossenen  Curve,  bis  sie  in 
ihre  Anfangslage  zui^ückgekehrt  ist,  so  unterscheidet  sich  die  Fläche, 
welche  ein  Punkt  dieser  Strecke  umschreibt,  von  der  geschlossenen  Curve 
um  den  Inhalt  der  Ellipse,  welche  zu  Halbaxen  die  Thcile  hat,  in  welche 
der  beschreibende  Punkt  die  Strecke  zerlegt. 

Eine  Verallgemeinerung  dieses  Holditsch' sehen  Theorems  tritt  aus 
obiger  Relation  in  folgender  Form  hervor: 

Umlaufen  zwei  Punkte  die  Umgrenzung  einer  beliebigen 
Fläche  F,  bis  sie  in  ihre  Anfangslage  zurückgekehrt  sind, 
so  wird  ein  Richtstrahl,  welcher  von  einem  beliebigen  festen 
Punkte  ausläuft  und  die  jedesmalige  mit  der  Zeit  variable 
Distanz  der  beiden  Punkte  in  Grösse  und  Richtung  darstellt, 
eine  Fläche  U  durchstreichen.  Ein  Punkt  fi,  welcher  den 
Teränderlichen  Abstand   jener  Punkte  .^im^uVerhältniss   von 
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p:g  theilt,   umschreibt  eine  Fläche  F^,   welche  mit  den  FlA- 
cben  0  und  F  in  der  Verbindung  steht: 


£s  seien  1,  2,  3,  4  vier  beliebige  Punkte  eines  ähnlich -veränder- 
lichen Systems,  und  die  Form  (t ,  Ar, /)  bedeute  den  Werth  der  Dreiecks- 
fliehe,  welche  von  den  Punkten  t,  A-,  /  gebildet  wird.  Diese  Dreiecks- 
fliehe  mag,  in  einem  Sinne  umlaufen,  positiv  gezählt  werden,  in  dem 
entgegengesetzten  Sinne  aber  negativ,  so  dass  in  der  Rechnung  die  For- 
mel {f,Ar, /)  gleichwerthig  mit  —  (/,^tO  behandelt  werde. 

Der  obigen  Formel  gemäss  sind  die  Flächen  räume ,  welche  jene  vier 
Punkte  umschreiben,  durch  die  Gleichungen  bestimmt 

Aus  ihnen  folgt 

^-,(2,  3,  4)  -  F,(3,  4,  1)  +  ^3(4, 1,  2)  -  f'.O,  2, 3) 

=  ^  k*(2,  3,  4)  -  P3«(3,  4,  1)  +  ()3»(4,  1,  2)  -  (>,^1,  2,  3)]. 

Dm  den  Ausdruck  Pi»(2,  3,  4)  -  ^,«(3,  4, 1) +P8*(4,  1,  2)- ^,«(1,  2,  3) 
in  eine  andere  Form  überzuführen,  möge  man  in  den  Eckpunkten  des 
Dreiecks  (1,2,3)  sich  Massen  denken,  welche  proportional  den  Werthen 
+  (2,3,  4),  —(3,  4,  1),  +(4,  1,  2)  sind.  Der  Schwerpunkt  dieser  Massen 
ist  der  Punkt  4.  Wendet  man  nun  einen  bekannten  Satz  vom  Schwer- 
punkte an,  so  ergiebt  sich 

(>,»{2,3,4)-V,»(3,4,l)  +  p,»(4,l,2) 
=  (1,  4)*(2,  3,  4)-  (2,  4)«(3,  4,  l)  +  {3,  4)''(4,,1,2) 
+  ?4*l(2,3,4)-(3,4.1)  +  (4,l,2)] 
oder 

^.»(2,  3,  4)  -  p,*(3,  4, 1)  +  p,*(4, 1, 2)  -  ^,«(1, 2,  3) 
=  (1,  4)«(2,  3,  4)  -  (2, 4)»(3,  4,1)-  (3,  4)«(4, 1, 2). 

bt  A  der  Radina  des  Kreises,  welcher  dem  Dreieck  (1,2,3)  mngescbrie-    ' 
beo  ist,  und  m  der  Abstand  seines  Mittelpunktes  von  dem  Schwerpunkte 
4,  so  folgt  darch  Benutzung  desselben  Satzes 

Ä»(2,3,4)-Ä*(3,4,1)  +  Ä>(4,1,2) 
=  (1,  4)«(2,  3,  4)  -  (2,  4)«(3.  4,  1)  +  (3,  4)«(4,  1,2) 
+  «*[(2,3,4)-(3,4,l)  +  (4,l,2)J 
oder 

Ä«(l.  2, 3)  -  m*(l,  2, 3)  =  (1,  4)»(2, 3, 4)  -  (2,  4)»(3. 4,  l)  +  (3, 4)» (4, 1, 2). 

Aus  beiden  Gleichungen  ergiebt  sich  ^  t 

P.*(2,3, 4)-p,«(3,  4. 1)  +  ^3»(4, 1,2)-  ^,»(1,  2,  3)  =  (Ä* -«»)'(! ,'2.  3?°S  ^ 

12* 
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Der  Werth  m^-^IP  ist  die  Potenz  des  Punktes  4  in  Bezug  auf  den  Kreis, 
welcher  dem  Dreieck  (1,2,3)  umgeschrieben  ist.  Wird  diese  f^  gesetzt, 
so  folgt: 

Wenn  ein  ähnlich. veränderlich  es  Gebilde  sich  nach  einem 
ganz  willkürlichen  Gesetz  bewegt,  so  umschreiben  vier  be- 
liebige Punkte  desselben  vier  Flächenräume,  welche  durch 
die  Gleichung  verbunden  sind 

F,(2,3,4)-F,(3,4,l)  +  F,(4,l,2)-F,(l,2,3)  =  -^/>»(l,2.3), 

worin  P  die  Potenz  des  Punktes  4  gegen  den  dem  Dreieck 
(1,2,3)  umgeschriebenen  Kreis  bedeutet. 

Diese  Relation  enthält  die  Generalisation  des  Theorems  von  Herrn 
Leudersdorf.  Denn  wenn  das  System  starr  ist  und  eine  vollständige 
Umdrehung  macht,  so  ist  6'^=a^7r,    und  führt  man  die  Dreieckscoordi- 

naten  des  Punktes  4  gegen  das  Grunddreieck  in  der  Form  ein  X=  ^  '  , 
^     (3,4,1)     _     /l,  4, 2\  ..*•!, 

Aus  der  obigen  Relation  springt  eine  einfache  Beziehung  zwischen  vier 
Punkten  einer  Ebene  hervor,  auf  die  noch  die  Aufmerksamkeit  gelenkt 
werden  mag.  Wenn  nämlich  P^m  die  Potenz  eines  Punktes  m  gegen  den 
Kreis  bedeutet,  welcher  dem  Dreieck  (>,  ^, /)  umgeschrieben  ist,  so  geht 
die  Gleichung 

F,(2,3,4)-/;(3,4,l)  +  /^3(4,l,2)-/',(l,2,3)  =  -^/>/a,2,3), 

wenn  man  1  mit  2,  2  mit  3,  3  mit  4  und  4  mit  1  vertauscht,  in  fol- 
gende über: 

^,(3,4, 1)  -  /•,(4, 1,  2)  +  F,(l,  2,3)  -  i?,(2.  3,  4)  =  -^P,«^2,  3,4). 
Aus  beiden  aber  ergiebt  sich 

^4*U.2,3)  +  /^,2(2,3.4)  =  0. 

Wenn  demnach  vier  Punkte  in  der  Ebene  gegeben  sind,  so  hat  das 

Product ,  gebildet  aus  der  Dreiecksfläche  von  dreien  und  der  Potenz  des 

vierten    gegen   den  Kreis,   welcher  durch  die  drei  anderen  bestimmt  ist, 

denselben   absoluten  Werth,   wie  man  auch  die  Punkte  combiniren  mag. 

n. 

Eine  andere  Frage,  welche  gleichfalls  eine  Lösung  in  einfacher  Form 
znlässt,   ist  die:    Welche  Geraden   eines  ähnlich- veränderlichen  Systems 

*  Leudersdorf,  Theoran  in  Kinematics,  The  Messenger  of  Mathematics, 
t.  VII  p,  125,  1877,  "^  ^""  "^  ^ ö^^ 
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umschreiben  während  der  Bewegung  Bogenlängen  von  gleicher  Grösse? 
Ehe  auf  sie  eingegangen  wird,  soll  ein  einfacher  analytischer  Ausdruck 
ftir  das  Bogendifferential  gegeben  werden,  welches  eine  Gerade,  deren 
Coefficienten  als  Functionen  einer  willkürlichen  Variabein,  etwa  der  Zeit, 
angesehen  werden,  umhüllt. 

Werden  in  der  Gleichung xcosa  +  y  sin a  —  6  =x  0  die  Coefficienten  als 
Fanctionen  der  Zeit  betrachtet,  so  umhüllt  die  Gerade  eine  Curve.  Ein 
Punkt  derselben  ist  durch  die  Gleichungen  gegeben 

X  cosa  +  y  5tw «  —  6  =  0 ,     —  x  Striae y  cosa  — —-  =  0: 

da 

aus  ihnen  folgen  für  x  und  y  die  Werthe 

x  =  ö  cosa  —  ^-  Stria,     t/  =  ö  5i« a  +  — -  cos «. 
da  ^  da 

Es  ist  demnach 

dx  ,    .  (flS    .  dy      ^  .  d^8 

-r-  =  —  ö  5IW  a  —  — -^  stna.       -~  =  ö  cos  o  +  -—;  cos  a 

da  da*  da  da* 

und  das  Bogen differential  ds  wird  in  der  Form  gewonnen 

Die  Bewegung  eines  ähnlich -veränderlichen  Systems  sei  dadurch 
gekennzeichnet,  dass  ein  rechter  Winkel  mit  der  Schenkellänge  r  sich 
bewegt,  die  Grösse  r  aber  während  der  Bewegung  sich  nach  irgend  einem 
besetz  ändert.     Auf  diesen  rechten  Winkel  sei  eine  Systemgerade  durch 

flie  Gleichung  ---f  ^  =  1  bezogen,  und  ihr  Abbild  in  dem  festen  System 

sei  durch   die  Abschnitte   auf  den  Axen  Ay^  und  B^  bestimmt,   so   dass 

A      A  B      B  1 

— =~  und  ~=--i.  Führt  man  die  Liniencoordinaten  w  =  — -r, 
r       1  r        1  Ay^ 

»= — --  ein,  so  stellt  sich  die  Gleichung  der  Geraden  in  der  Form  dar 

|tt  +  ij!7  +  r  =  0,  worin  u  und  v  von  der  Zeit  unabhängig  sind.  Ist  nun- 
mehr (p  der  Winkel,  den  die  positive  17 -Richtung  mit  der  positiven 
^-Richtung  bildet,  und  bedeuten  a  und  b  die  Abstände  der  |-  und 
17-Aze  von  dem  Anfangspunkte  des  festen  Coordinatensystems ,  so  ist 

71  =.  X  cos  (p  +y  sintp  —  a ,     J  =  —  x  sin<p  '^-y  cos  q>  —  6 , 
und  daher  die  Gleichung  der  Geraden 

x(e  cosfp  —  u  sinq))  +  y (»  sing)  +  u  cosq))  —  {av  +  6w  —  r)  =  0. 
Wenn  daher  die  betrachtete  Systemgerade  durch  x  cosa +  y  sin a  — i=»0 
dlrgestellt  ist,  so  ist 

ecosa  —  usincp  esincp  +  ucosw       ^      a »  +  6  m  —  r 

co«a  = 3L  --  ,      sina  = ,  — ,     d  =  — -^ 

j/u*+v*  }/u^+v*  j/u*+v* 

Ans  diesen  Gleichungen  ist  zu  folgern  DigitizedbyGoOgle 
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dS   .     di       dr 

V  —  +  u 

,  dö         dq>         dip      dtp 

da=:dw^     —-  = ,  

da  j/u^+v^ 

ds      .  .    rf  /dö\  .  .      ^  ..      „1^       . 

Da  nun  T-  =  ö  +  -r- 1 -;-  )i  so  ist,  wenn  man  eine  Integration  über  emen 
da  da  \da/ 

Zeitabschnitt  ansfilhrt,  die  Bogenlänge  S  dargestellt  durch 


-ß 


Führt  man  in  diese  Form  obige  Werthe  ein  und  zieht  die  von  der  Zeit 
unabhängigen  Grössen  vor  die  Integrale,  so  ist 

9i      ,  .    ^  y« 


tzt  man  ^ 

/■''+|^!='.  y'^^+ifti-*'  /'^-+!r;t=*' 


9o  V^  9o 

SO  ergiebt  sich 

vL  +  uM-^N 

oder  ~       ^^'' 

Aus  dieser  Gleichung  ist  zu  erkennen,  dass  die  Systemgeraden,  welche 
gleiche  Bogenlängen  umschreiben ,  als  Abbilder  in  dem  festen  System 
eine  Schaar  Gerade  haben,  welche  einen  Kreis  umhüllen,  dass  also  auch 
diese  Systemgeraden  selbst  Tangenten  eines  gewissen  Kreises  sind. 

Ist  die  Gleichung  der  beschreibenden  Systemgeraden  auf  den  sich 
bewegenden  rechten  Winkel  in  der  Form  bezogen  |  cosfi  +  ^  ^<^  f*  ^P  =  Oi 
so  lassen  sich  die  Coefficienten  dieser  Gleichung  durch  u  und  v  aus- 
drücken; es  ist  nämlich 


COSfl 


A.B      ^  A^,B^      _  1 


J/A^  +  B^           yAj^+B^^  j/u^+  v^ 

Da  nun    iS=— =r-  L  H =  M ,  N.  so  ist  S  auch  darstell- 

Digitized  by  VjOÖQIC 
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S  =  —  LsirifA—  Mcosfi iV. 

Für  f4  =  0,  p  =  0  ist  S=— il/,  d.  h,  —M  bedeutet  die  Bogenlänge, 
welche  die  tj-Axe  nmzieht;    für  jü=y,  p  =  0  ist  S  =  —  L^  also  bezeich« 

net  —  Z  die  von  der  §-Axe  umschriebene  Bogenlänge.  Führt  man  diese 
beiden  Bogen  bezüglich  S^  und  S,j  ein,  so  ist 

S=  S„cosu+  St  sin  f*  —  —  JV, 

Der  Ausdruck  in  der  Klammer  stellt  den  Abstand  eines  Punktes  mit  den 

Coordinaten   — rr^j,  — ^   von  der  beschreibenden  Sjstemgeraden  dar.     Da 

diese  Coordinaten,  unabhängig  von  der  Lage  der  Geraden  im  ähnlich- 
veränderlicben  System,  einzig  und  allein  durch  das  Bewegungsgesetz 
bedingt  sind,  so  spielt  der  Punkt  für  alle  Systemgeraden  dieselbe  Rolle. 
Nennt  man  den  Abstand  desselben  von  einer  Systemgeraden  P,  so  ist 
der  von  ihr  umzogene  Bogen  «r 

r 
Zum  Verständniss  der  Formel  möge  bemerkt  werden ,  dass  bei  den  Rück- 
kehrpunkten die  Bogen  ihr  Zeichen  wechseln,  unter  S  also  die  in  diesem 
Sinne  gezählte  algebraische  Summe  der  Bogenlängen  zu  verstehen  ist. 
Der  Inhalt  der  letzten  Gleichung  lässt  sich  so  darstellen: 
Wenn    ein   ähnlich-veränderliches    System   eine   willkür- 
lich gewählte  Bewegung   macht,   so   giebt   es   in   dem  System 
einen   Punkt    mit    der  bemerkenswerthen    Eigenschaft,    dass 
alle   Geraden,   welche   durch    ihn   hindurchgehen,   Bogen    bei 
der  Bewegung   umschreiben,    deren  Gesammtwerth  Null   ist; 
die   Geraden    aber,    welche   gleiche   Bogenlängen   umziehen, 
umhüllen    einen   Kreis,    für    welchen    jener  Punkt   Mittel- 
punkt ist. 

Ist  das  System  starr,  so  ist  r  unveränderlich,  daher 

Vi        . 
A'=  /rd(p-f  |^|=rö  und   S=P.e, 

worin  S  die  bei  der  Bewegung  vom  System  vollzogene  Drehung  angiebt. 
Ist  die  Bewegung  periodisch,  d.  h.  kehrt  das  System  nach  einer  Um- 
drehung in  seine  Anfangslage  zurück,  so  ist  S^=^nP^  also  gleich  der 
Peripherie  eines  Kreises,  dessen  Tangenten  alle  denselben  Bogen  S  bei 
der  Bewegung  umschreiben. 

Wenn  n  Gerade  des  Systems  die  Bogen  <S^,  8^,  ...  S^  während  der 
Bewegung  umschreiben,  so  gelten  die  Gleichungen  C^OOölp 

igi  ize     y  g 
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S-p    I^       S-P    !^  S=P    ^ 

Begrenzen  diese  n  Geraden  ein  n-Eck  mit  den  l^eiten  a^,  a^^  ...  a„,  bo 
lässt  sich        * 

^1  «1  +  ^2  ««  +  --  +  ^i-««  =  7(^1^1 +  ^««8 +  •••  +  ''»«») 

folgern,   und   wenn   man  Pia^^  P^n^  + .,,+ P„an   durch   den  doppelten 
Inhalt  des  n-Ecks  ersetzt,  so  ergiebt  sich: 

Die  n  Seiten  a^,  a^,  ...  an  eines  /i-Ecks  umschreiben  bei 
der  Bewegung  eines  ähnlich-veränderlichen  Gebildes  n  Bo- 
genlängen S^^  5^,  ...  5„,  welche  durch 

Siai  +  S^a^  +  ,.,  +  Snan^2j.fß 

N 
verknüpft  sind,   worin  $  den  Inhalt  des  'i-Ecks,    —   aber  für 

alle    Systemgeraden    denselben    oben    definirten   Werth   be- 
deutet. 

Für  ein  Dreieck  mit  dem  Inhalt  J  gilt  demnach  die  Beziehung 

pjrsetzt  man  n^^  a^^  a^  durch  den  Radius  des  umgeschriebenen  Kreises /{ 
und  die  Sinns  der  ihnen  gegenüberliegenden  Winkel,  so  ist 

«1  ««(2,  3)  +  S,  Wn(3, 1)  +  S,  m(l,  2)  =  |. ^. 
Denkt  man  eine  Dreiecksseite  so  verschoben,  dass  sie  durch  den  Durch- 
schnitt  der  beiden   anderen   geht,   so   convergirt  -^  zu  Null,   und  man 

darf  daher  folgenden  Satz  aussprechen: 

Drei  Systemgerade  1,  2,  3,  welche  sich  in  einem  Punkte 
schneiden,  umschreiben  bei  der  Bewegung  eines  ähnlich- 
veränderlichen Systems  drei  Bogenlängen  5^,  S^,  S^y  für 
welche  die  Beziehung  gilt 

S^  sin  (2,3)  +  cSg  sin  (3,  1)  +  .%  sin  (1,  2)  =  0. 
Es    überträgt    sich    also    dieser    für    starre    Systeme    zuerst    von    Herrn 
Darboux*    aufgestellte   Satz    in    aller   Reinheit   auch    auf  ähnlich -ver- 
änderliche Gebilde. 

Es  war  oben  gezeigt,  dass,  wenn  eine  Systemgerade  in  der  Form 
icosfi  +  rj  sinfi  —  p  ^  0  dargestellt  ist,  die  von  ihr  umschriebene  Bogen- 

N 
länge  durch  S  =  5,,  cosfi  +  S^  sinfi  —  p,—  angegeben  ist.  Sind  vier  System- 
gerade  durch  die  Werthe  f<iPj,  jü2/^2»  f'sPs»  (^aPa  bestimmt,  so  erhält  man 
*  Darboux,  Bull  des  Scienc.  nuith.,  Tom  II,  Aout  1878,  p.345,  itTp 
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zur  Darstollung  der  von  ihnen  umschriebenen  BogenlHngen  5^,  5^,  Sg,  S^ 
vier  Gleichungen.  Eliminirt  man  aus  ihnen  5,j,  5^,  — ,  so  gewinnt  man 
als  Eliminationsresnltante 


=  0. 


, 

^i 

cos  fi^      Äl/l^^      pj 

Sj,      CO$\k^      51/1 1»8      pg 

Sg     cos^^     sinfA^     pg- 

, 

^4       COSf^A       ""f*4      Pi 

Die  Determinanten  von  der  Form 

cos^i^     sirifi^     pj 

cosfA^     strifi^    p^ 

cos  11^       SWfi^      Pg 

sind  Invarianten  und  haben  folgende  geometrische  Beziehung.    Bezeichnet 
man    den    Abstand   des  Schnittpunktes   der   Geraden    1   und   2  von   der 
Geraden  3  mit  h^^  so  ist  dies  h^  zu  bestimmen  aus 
|co5f*i  +  i2«>i^j—      Pj^       =0, 

I  coÄfig  +  ri  sin  fi^  -  (Ps+^g)  =  0. 
Nach  Elimination  von  §  und  ij  ergiebt  sich 


C0SH2 

cos  11^ 

Da  nun 


5fnfi| 

COSf*i 


(p,+^) 


COS  fi^ 

cos  flg 

CO*  flg 


sin  fi^ 

5l>lflg 


Pi 
P2 
P» 


+  ^ 


COJfl, 
C05  fl, 


sinfji^ 


=  0. 


5tn 


^1 


COS  flj  5t/l  |[i2 
COS^j 
C0SfA2 

C05  fig 


s=«/i(|»j-— ^j)  =  sm(2,  1)  =  — ««(1,2),   so  ist 


Ät«fig 


Pi 
P« 
Ps 


=   AgSI>l(l,2) 


^■1,2,8 


wenn  ^^1,2,3  die  Dreiecksfläche,  welche  von  den  Geraden  1,  2,  3  gebil- 
det wird,  und  ^1,2,3  den  Radius  des  ihr  umgeschriebenen  Kreises  bedeutet. 

Entwickelt  man  daher  obige  Determinante  und  führt  für  die  Partial- 
determinanten  die  erhaltenen  Werthe  ein,  so  erhält  man  folgenden  Satz: 

Wenn  ein  ähnlich-veränderliches  System  sich  nach  einem 
willkürlichen  Gesetz  bewegt,  so  sind  die  vier  Bogenlängen 
^n  ^f  ^si  ^4«  welche  vier  beliebige  Gerade  des  Systems  bei 
der  Bewegung  umziehen,  durch  die  Gleichung  verbunden 

S,^+6',^  +  5g^  +  5,^  =  0, 
''2,8.4  r,,4j  r4j,a  r,,2,3 

worin  ^i^k,i  die  aus  den  Geraden  f,  /r,  /  gebildete  Dreiecks- 
Häcbe  und  n^kj  den  Radius  des  ihr  umgeschriebenen  Kreises 

angiebt.  DigitizedbyGOOglC 
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Weun  also  drei  Gerade  eine  gegebene  geschlossene  Cnrve  so  um- 
laufen, dass  sie  stets  ein  Dreieck  mit  denselben  Winkeln  bilden,  so 
lässt  sich  bei  einem  vollständigen  Umlauf  der  Bogen ,  welchen  irgend  eine 
vierte  Gerade,  die  mit  jenen  in  der  Beziehung  der  Aebnlichkeit  bleibt, 
durch  den  Bogen  der  geschlossenen  Curve  ausdrücken  und  durch  ein- 
fache geometrische  Elemente,  welche  durch  die  Lage  der  Geraden  gegen 
das  Dreieck  im  Anfangszustande  der  Bewegung  bedingt  sind. 

m. 

Aehnlich  einfache  Gesetze  ergeben  sich,  wenn  man  die  von  Sjstem- 
geraden  umschriebenen  Flächenräume  in  Betracht  zieht. 

Ist  a-  cosa  -^  y  sina —  5  =  0  eine  Gerade,  auf  ein  festes  Axensystem 
bezogen,  so  wird  diese,  wenn  a  und  8  als  Functionen  der  Zeit  anf- 
gefasst    werden,    einen    Bogen    umschreiben,    dessen    Differential    durch 

ds  =  lö  +  —Ada   angegeben   ist.      Das   Flächendifferential   rf  F,    welches 

durch  dieses  Bogenelement  und  die  Richtstrahlen  nach  seinen  Endpunk- 
ten begrenzt  ist,  hat  zum  Ausdruck  ^6  ds.     Es  ist  daher 

dy^X6^da  +  X8—^da^i6^da  +  i6d('^-^) 

und  nach  einer  Integration  über  einen  endlichen  Zeitabschnitt 

v^ißu.  +  ifuQ 

«0 

Weun  nun  die  Gerade  einem  ähnlich -veränderlichen  System  angehört,  so 

ist  mit  Beibehaltung  der  früheren  Bezeichnung 

da    ,      db        dr 

V  —  "+•  u 

nV'\-bu  —  r       dd         d<p         d<p      dq> 

öassam,     ö= — ^= — ,     -;- = ; 

j/u^  +  v^  rfa  yti^  +  v^ 

und  daher 

Vi 


2V 


//   da    .      db       dr\% 
/  f) 1- 1/ \ 
\   dq>        dq>      dq>J 


Nimmt   man    die   von    der  Zeit  unabhängigen  Grössen  vor  die  Integrale, 
so  ergiebt  sich 

2  F(f/*  +  t;«)  -{Lu^  +  Mv^  ^  2  ISuv  +  2/>m  +  2£r  ^(^(^0\(> 
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Die  Coefficienten  Z,  M^  N^  P,  0,  R  bedeuten  gewisse  Flächenräume;  sie 
sind  nur  von  dem  Bewegnngsgesetz  abhängig)  nicht  aber  von  der  Lage 
der  betrachteten  Geraden  im  System.  Was  im  Besondern  den  Werth  H 
anbetrifft,  so  ist  dieser 

9i 


-/-^+14;i-j'(0'- 


Er  reducirt  sich  in  dem  Falle,  dass  das  System  in  sich  starr  bei  der 
Bewegung  bleibt,  auf  r^G,  wo  S  die  Gesammtdrehung  des  Systems 
bezeichnet. 

Will  man  V  als  Function  der  Lage  der  beschreibenden  Geraden  gegen 
die  Azen   des  ähnlich -veränderlichen  Systems  darstellen,   so  setze  man 
1  r  ,  1  r  , 

man  erhält 

Da  u  und  e  Liniencoordinaten  einer  Geraden  gegen  die  Axen  des  beweg- 
lichen Systems  bedeuten,  so  zeigt  die  Form  der  Gleichung,  dass  die 
Systemgeraden,  welche  gleiche  Flächen  V  umschreiben,  Tangenten  eines 
Kegelschnittes  sind,  dass  aber  den  veränderlichen  Werthen  von  F  eine 
Schaar  confocaler  Kegelschnitte  entspricht. 

Ist  eine  beliebige  Beweguugsform  und  ein  Flächenwerth  V  gewählt, 
so  ist  in  dem  beweglichen  System  ein  Kegelschnitt  durch  obige  Gleich- 
ung in  dem  angegebenen  Sinne  charakterisirt.  Hätte  man  die  Axen 
dieses  Kegelschnittes  als  diejenigen  Linien  gewählt,  worauf  man  die 
Systemgeraden  bezieht,  so  müssen  für  dies  Axensystem  die  Grössen  iV, 
P^  0  verschwinden  und  der  Kegelschnitt  sich  in  der  Form  darstellen 

(2  F- Z)  m'2  +  (2  F- i»/)  c'2  -  4  =  0. 

r 

Ist  die  Gerade  auf  dies  Azenkreuz  in  der  Form  bezogen  ^  cos fi  +  rj  sitifi 

—  p«©,   so  ist 

—  w  —  p  1 

rnxu.z=z  stnu=^    ^  ,       p=s  

^      j/i'MVS  l/u^  +  v^  }/u^  +  v'^ 

und  nach  Einführung  dieser  Werthe 

Für  fi=0,p  =  Oist   F=4^,  also  ^L  die  Fläche,  welche  die  eine  Axe 

des  Kegelschnitts  umschreibt,  und  für  |»=-5-,  p  =  0  ist  F=^Äf,  also  ^Äf 

die  Fläche,    welche   die  andere  Axe  des   Kegelschnitts  umzieht.     Setzt 
man  jene  F„  diese   F^,  so  ist  .„^..yGoOgle 
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Eb  beschreiben  daher  unter  allen  parallelen  Geraden  diejenigen  Maximal- 
oder Minimalflächen,  welche  dnrch  den  Mittelpunkt  des  Kegelschnitts 
gehen,  und  zwar  das  Eine  oder  das  Andere,  je  nach  der  Natur  von  Ä. 
Von  den  Geraden  aber,  welche  durch  den  Mittelpunkt  laufen,  umzieht 
die  eine  Aze  eine  Minimal-,  die  andere  eine  Maximalfläche,  denn  unter 
den  gemachten  Annahmen  ist 

^  =  «n2tt(F,-Fj)  und  $-^=  2  co52fi(Fj- F^). 

Es  tritt  daher  für  fi  =  0  ein  Maximum  ein,  wenn  F,  ^  F^^,  und  ein  Mini- 
mum, wenn  ^i  >  ^g*  ^^^^^  ^^^  ^^^i"  ^i®  Axen  so  yerfügt,  dass  ^i  >  ^t» 
so  umschreibt  die  ij-Axe  von  allen  Geraden  die  kleinste  Fläche. 

Stellt  man   sich   die  Frage,   welche  Geraden   den   Flächenwerth    F^ 
umschreiben,  so  giebt  die  Gleichung 

V,  =  F,  cos^f,  +  F,  ««V  +  272  •  P'i 
also 

p^  =  2cosV^^^'"^/^^^ 
M 

Schneidet    man    daher    auf   der    ^-Axe    nach    beiden   Seiten    ein   Stück 
— ^^—  ab,  so  ist  für  alle  Geraden,  welche  durch  die  End- 


»/y 


B 

punkte  /j  und  F,  dieser  Stücke  gehen ,  p  =  e  cos(ij  also  die  obige  Gleich- 
ung erfüllt;  es  umschreiben  also  alle  Geraden,  welche  durch  f^  und  f^ 
gehen,   gleiche  Flächen.     Führt  man   die  Grösse  e  in   den  allgemeinen 

jf      2(F V  ) 

Ausdruck  für  F  ein,  so  ist,  da  -r  = ^-5 — —^ 

r*  er 

V==V^  cos*  II  +  F,  sin^f,  +  ^^^^.  P\ 

und  es  haben  nunmehr  alle  Grössen  in  dieser  Relation  ihre  geometrische 
Bedeutung. 

Es  war  aus  einer  früheren  Gleichung  abgeleitet  worden,  dass  die 
Geraden,  welche  bei  der  Bewegung  einen  willkürlich  gewählten  Flächen- 
raum F  umschreiben ,  in  dem  ähnlich -veränderlichen  System  einen  Kegel- 
schnitt umhüllen.  Hat  dieser  die  Halbaxen  a  und  6,  so  hängen  diese 
Grössen  mit  V  durch  die  Gleichungen  zusammen 

denn  man  hat  die  obige  Relation  nur  auf  diejenigen  Geraden  anzuwen- 
den;  welche  den  Kegelschnitt  in  seinen  Scheiteln  berühren.  Durch  Eli- 
mination von  F  aus  jenen  beiden  Gleichungen  folgt  «*  —  6*  =  ^',  also  sind 
f^  und  /g   die  Brennpunkte   des  Kegelschnitts,   dej^^gin^W^r^^  F^nt- 


Von  Dr.  Ad.  ScnüMANN.  173 

spricht.     Will   man    den   Kegelschnitt   in    Cartesius' sehen  Coordinaten 

darstellen,  so  hat  man  aus  ohigen  Gleichungen  a^  i^nd  6^  durch   V  dar- 

F— F  V—V 

zustellen,  nämlich  a^  =  -7? =^e*  und  b^  =  -p r^  ö^  und  man  erhält 

Kj  —  ^2  M ""  '^i 

Das  Ergehniss  der  Analyse  ist  also  dies: 

Wenn  ein  ähnlich- veränderliches  System  sich  nach  einem 
ganz  willkürlichen  Gesetz  bewegt,  so  giebt  es  in  demselben 
zwei  Punkte  /*|  und  f^  ^^^  ^^^  Beschaffenheit,  dass  alle  Ge- 
raden, welche  durch  sie  hindurchgehen,  gleiche  Flächen- 
räume F,  umziehen.  Die  Gerade,  welche  in  der  Mitte  der 
Verbindungslinie  beider  Funkte  senkrecht  steht,  umschreibt 
von  allen  Geraden  die  kleinste  Fläche  F^;  die  Geraden  aber, 
welche  einen  beliebigen  Flächenwerth  V  umziehen,  umhül- 
len   einen   Regelschnitt,    für    welchen    die   Punkte   f^  und  f^ 

Brennpunkte   sind.     Ist  deren  Distanz  2e,   so  sind  die  Halb- 

«    y jr 

axen    des    Regelschnitts    gegeben     durch    ö*  =  -p ^^    und 

Fj—  F, 

F—  F 
^^=='p r  ^^'     ^^^  veränderlichen  Werthen  von  F  entspricht 

eine  Schaar  confocaler  Regelschnitte. 

Denkt  man  von  einem  beliebigen  Systempunkte  aus  die  Tangenten 
an  ein  Glied  der  Schaar  gelegt,  so  erkennt  man,  wenn  man  das  Glied 
variabel  sich  vorstellt,  folgende  Beziehung: 

Verbindet  man  einen  beliebigen  Systempunkt  mit  den 
beiden  ausgezeichneten  Punkten  f^  und  /*,,  so  wird  die  Ge- 
rade, welche  den  Winkel  dieser  Verbindungslinien  halbirt, 
eine  Minimalfläche,  diejenige,  welche  den  Nebenwinkel  hal- 
birt, eine  Mazimalfläche  von  allen  denjenigen  Geraden  um- 
schreiben, welche  durch  den  gewählten  Punkt  gehen;  Gerade 
aber,  welche  mit  der  ersten  Geraden  gleiche  Winkel  ein- 
sehliessen,  umziehen  während  der  Bewegung  gleiche  Flä- 
cbenräume. 

Endlich  mag  noch,   was  aus  dem  Ausdruck   F=  F^  ro5*fA  +  Fj  «n*^ 

V  —  V 

+—^-5 — '*P^  unmittelbar  abgelesen  werden  kann,  bemerkt  werden: 

Senkrechte  Gerade,  welche  durch  einen  Systempnnkt 
gehen,  umschreiben  gleiche  Flächensummen,  und  dieser  Sum* 
roenwerth  ist  unveränderlich  für  alle  Punkte  eines  Kreises, 
welcher  mit  der  Schaar  confocaler  Kegelschnitte  concen- 
trisch  liegt.  Den  verschiedenen  Summenwerthen  entspricht 
eine  Schaar  concentrischer  Kreise.  DigitizedbyGoOQlc 
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IV. 

Bei  affin -veränderlichen  Gebilden  zeigen  eich  analoge  einfache  Ge- 
setze nur  für  die  Flächenräume,  welche  irgend  ein  Systempunkt  um- 
schreibt. 

Es  seien  (ar^yj),  (^^2^2)»  (^8^3)  irgend  drei  Punkte  der  Ebene.  Ordnet 
man  ihnen  bezüglich  die  Coefficienten  cty  ßy  y  zu  und  bezieht  einen 
vierten  Punkt  (x^y)  durch  die  Gleichungen 

^(«  +  i5+y)  =  ^i«  +  ^2|3  +  a;3y,     y{a  +  ß  +  y)^y^a  +  y^ß  +  y^y 
auf  jene   drei  Grundpunkte,    so   wird    durch  jede  Wahl   von    a:ß:y  ein 
Punkt    (x^y)    und    durch  jede   Wahl   von    {x^y)   ein  Verhältniss   aißiy 
bestimmt   werden.     Fasst   man  (-^iVi)«  (x^y^),  {x^ys)  ^1^  Functionen  der 
Zeit   auf,   während   man   a:ß:y   als   von  der  Zeit  unabhängig  behandelt, 
so    wird    nach    einem    Zeitabschnitte    (^r^y,),   (ar^yg),   (^^3^3)    in    {x\y\)y 
(^2^ «)>  (^s^'s)  übergegangen  sein,  der  Punkt  (xy)  aber  in  einen  Punkt 
(.rV),  dessen  Lage  gegen  die  neue  Stellung  der  Grundpnnkte  durch 
x{a  +  ß+y)  =^x\a  +  x\ ß  +  x\y,    yia+ß+y)  =  y i«  +  y\ß  +  y\y 
gegeben  ist.     Aus  den  Gleichungen 

«  +  ^  +  y  =  ^,     x^a  +  x^ß  +  x^yz=zk,x,     y^a  +  y^ß  +  y^y  =  k.y 
folgt 


1 

1     1 

1 

1     1 

"1 

"t       ^3 

=  /. 

X 

'»       *8 

S^i 

»*     «'s 

y 

»2       »3 

und  aus  den  entsprechenden  Gleichungen 

a  +  /3  +  y=xÄ',     x\a  +  x\ß  +  x^y^k.x\     y\a +  y\ß  +  y\y  =  k.y 
ergiebt  sich  die  Relation 


1       *2      •''S 

y\    y\   y\ 

aus  beiden  aber  ist  die  Folge 
1       1       1 


1 


1        1 


=  Ä- 


1 

r 

^2 

y\ 


1 
y\ 


-1 

Vi 


^2       ^3 


1         1  1 

T       X^       J-3 

y    y%   ys 


1      1     1 


y\ 


*2 
//2 


"8 

y^ 


1     1     1 


y     y^    Vs 


Es  hat  demnach  das  Dreieck,  welches  der  Punkt  (x^y)  mit  irgend  zwei 
Grundpunkten  bestimmt,  gegen  die  Dreiecksfläche  der  Grundpunkte  ein 
von  der  Zeit  unabhängiges  Verhältniss.  Dies  ist  aber  nothwendige,  wie 
ausreichende  Bedingung  dafür,  dass  das  System  (a*y),  dessen  Punktele- 
mente durch  die  Wahl  von  a:ß:y  bestimmt  sind,  während  der  Bewegung 
die  geometrische  Verwandtschaft  der  Affinität  bewahrt. 

Die    von   einem   Systempunkte    {x,  y)  während   eines   Zeitabschnitts 

umschriebene    Fläche    ^  j  (x  dy  — y  dx)^=^  V    stellt    sich    zu  folge  ^^pbiger 
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GleicIiuDgen ,    welche   die  Beziehung   zu   den  beweglichen  Grandpunkten 
ausdrücken,  durch 

2^f\i^i^  +  ^2ß  +  ^'sy)  (« ^yi  +  ßdy^  +  Y  ^Vz) 

dar,  und  man  erhält,  wenn  man  die  von  der  Zeit  unabhängigen  Grössen 
vor  die  Integrale  zieht, 

Ä«F=  ««  Fji  + /52  Tjj  +  y2  Fg  +  2 ^  a/3  +  2^ i5y  +  2Cy6; 
hierin  bedeuten  Tj,  F^,  Fg  die  von  den  Grundpunkten  umzogenen  Flä- 
chen; A^  B,  6^  sind  aber  gleichfalls  als  gewisse  Flächenstücke  aufzufassen. 
Nennt  man  /<|,  h^^  h^  die  Höhen  des  Grunddreiecks  und  p,  ^,  r  die 
bezüglichen  Abstände  des  Systempunktes  (x,  y)  von  seinen  drei  Seiten, 
so  folgt  aus 


1 

1       1 

1 

1 

1 

X, 

X,      X, 

=--  /. 
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Xj 

^•a 

Vi 

Vi    Vi 

y 

Vi 

Vi 

die  Beziehung   a,h^=^k.p.     Führt   man  demnach  für  of  =  -^,    ß  =  -j—^ 


y= -~  in  den  obigen  Ausdruck  für    V  ein,  so  erhält  man 

'»8 


^  =  Ap'+;^***+^Jr*  +  2-^p,  +  2-^,r+2 


ÄjÄg 


^'2^3 


^^ 


rp. 


Sind  demnach  ausser  T^,  Tg,  Fj  noch  für  drei  Systempunkte  die  Flächen- 
räume  bei  dem  Bewegungsvorgange  bekannt,  so  sind  Ay  B^  C  durch  diese 
aosdrückbar,  und  man  erhalt  eine  Formel,  welche  den  Flächenraum,  den 
ein  beliebiger  Systempunkt  umschreibt,  durch  die  Flächenräume  jener  drei 
Systempunkte,  und  ihre  Anfangslage  im  System  durch  die  Flächenräume  der 
Gmndpunkte  und  diejenigen  Grössen  darstellt,  welche  die  Lage  des  betref- 
fenden Punktes  gegen  das  Grunddreieck  zu  Beginn  der  Bewegung  fest- 
setzt. Im  Besondern  mag  folgende  Relation  hervorgehoben  werden.  Ist 
9  der  Radius  des  dem  Gruuddreieck  eingeschriebenen  Kreises  und  q\ 
p,  p'"  die  Radien  der  ihm  angeschriebenen  Kreise,  so  gelten,  wenn  W^ 
Y\  V'\  V"  die  Fiächenräume  bedeuten,  welche  von  den  Mittelpunkten 
jener  Kreise  umschrieben  werden,  die  vier  Gleichungen 


r 
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IL 

II 
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V        V 
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+  27^-2rx. 
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V        V 
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Daraus  folgt: 


9  -1  "2  "3 

F'"      V        V        V 
__—      >  4.-2  _u     » 


^^2 


-2--+2 
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Umschreiben  die  Ecken  eines  Dreiecks  in  einem  affin- 
veränderlichen System  die  Flficbenränme  7^,  F,,  Fg,  so  sind 
diese  mit  den  Flachenränmen  ^,  F',  F",  F'",  die  von  den  Mit- 
telpunkten der  dem  Dreieck  um-  und  angeschriebenen  Kreise 
umzogen  werden,  durch  die  Relation  verknüpft 

wenn  Aj,  Ag,  Äg  die  Höhen  im  Grunddreieck,  p,  q\  q^\  q"  aber 
die  Radien  der  bezüglichen  Kreise  bedeuten. 

Bewegen  sich  also  im  Besondern  die  Grundpnnkte  auf 
der  Begrenzung  einer  geschlossenen  Fläche  F^  bis  sie  nach 
einem    Umlauf    wieder    in    ihre    Anfangslage    zurückgekehrt 

W      Y'      F"      F'" 
sind,   so   ist   die   Grösse    — 5  + -tö  + -775- + -?7^    ganz   unabhängig 

r      9        Q         Q 
von  der  sonstigen  Form  derBewegung  der  Grundpunkte  und. 

bewahrt  den  constanten  Werth   4^(7^  +  7-2  +  7^)« 

Sind  a,  6,  c  die  bezüglichen  Distanzen  der  Grundpunkte,  so  besteht 
die  Identität 

^(«p  +  6,  +  cr)  =  l  +  l  +  ^^  =  l, 

worin  J  die  Dreiecksfläche  bezeichnet.  Mit  ihrer  Hilfe  lässt  sich  die 
Gleichung  für  F  homogen  machen;  sie  erhält  alsdann  die  Form 

\  fi^  n^  n^  n^  /?2  n^  fl^  fl^  /i|      / 

Aus  dieser  ist  zu  entnehmen,  dass  die  den  verschiedenen  Parameterwer- 
then  F  entsprechenden  Kegelschnitte  den  Kegelschnitt,  welcher  zu  F=0 
gehört,  in  zwei  Punkten  berühren,  und  dass  diese  Punkte  auf  der  un- 
endlich entfernten  Geraden  liegen.  Die  Tangenten  in  den  gemeinsamen 
Berührungspunkten  schneiden  sich  in  einem  Punkte;  er  ist  für  alle  Kegel- 
schnitte der  Pol  der  unendlich  entfernten  Geraden >  also  der  gemeinsame 
Mittelpunkt  der  Schaar.  Je  zwei  conjugirte  Durchmesser  eines  Gliedes 
der  Schaar  bilden  mit  der  unendlich  entfernten  Geraden  ein  selbstcooju- 
girtes  Tripel;  da  dieses  aber  auch  für  jedes  Glied  der  Schaar  als  solches 
auftritt,  so  sind  die  Systeme  der  conjugirten  Durchmesser  aller  Glieder 
identisch.  Sie  bilden  also  ein  System  ähnlicher  und  ähnlich  gelegener 
Kegelschnitte. 

Würde  man  ein  beliebiges  Glied  der  Schaar,  welches  durch  die 
Wahl  eines  Parameterwerthes  F  bestimmt  sein  mag,  auf  irgend  ein  selbst- 
conjugirtes  Tripel   desselben  bezogen   haben,   so  "^w^Fen  aus  der  Formel 
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die  Coefficienten  von  pq^  qr^  rp  verfichwaoden  und  es  hätte  sich  dieses 
Glied  der  Scbaar  durch 

dargestellt.  Diese  Form  hätte  sich  ergeben,  welches  Tripel  des  Kegel- 
schnitts man  auch  ausgewählt  hatte,  nur  dass  je  nach  der  Wahl  des 
Tripels  die  Werthe  Fj,  Fg,  Fg,  Aj,  Ag,  A3  und  dem  entsprechend  die 
Grössen  p,  ^/,  r,  welche  einen  Punkt  des  Kegelschnitts  auf  das  Tripel 
beziehen,  andere  geworden  wären.  Bildet  man  sich  demnach  die  Vor- 
stellung, dass  ein  ausgewähltes  Tripel  allmälig  in  dasjenige  übergeführt 
wird,  welches  durch  die  Azen  des  Kegelschnitts  und  die  unendlich  ent- 
fernte Gerade  gebildet  wird,  so  wird  ein  Grundpunkt  in  den  Mittelpunkt 
des  Kegelschnitts  übergehen,  die  anderen  beiden  aber  werden  in  die 
Punkte  rücken,  in  denen  die  Axen  des  Kegelschnitts  die  unendlich  ent- 
fernte Gerade  schneiden.  Lässt  man  den  Punkt  (^3^3)  die  Rolle  des 
Kegelschnittmittelpunkts  übernehmen,  so  wird  V^^=  M  derjenige  Flä- 
cbenraum  sein,    den   dieser  bei   der  'Bewegung  umschreibt.      Setzt   man 

F—  F  F—  F  r^ 

Um — — -i  =  |ti,   lim —    g   ^  =  y»    ßo    wird,    da  /fm--|=l    ist,   der   Kegel- 

schnitt  durch 

(ip^  +  vq^  +  {V-^M)^0 

dtrgestellt   sein,    worin  p   und   q  nunmehr  die  Abstände  von  den   Axen 

des  Kegelschnitts  bedeuten.     Ist  für  ^  =  0  p^za^  so  ist  a  eine  Halbaxe 

des  Kegelschnitts  und  es  ergiebt  sich 

^f-F=^fl«. 

Hätte  man  für   F  einen  andern  endlichen  Werth  gewählt,   so  hätte  sich 

F—  F 
lim —   g  '  =  ft   nicht   geändert,   nur  würde   diesem   eine  andere  Halhaxe 

des  Kegelschnitts  entsprechen.  Bezeichnet  man  jenen  andern  Flächen- 
werth  mit   V\   die  ihm  entsprechende  Halbaxe  aber  mit  a\   so  gilt  auch 

and  es  folgt  aus  beiden 

i»/-F  ""o«' 

Lässt  man  im  Besondern  a  die  Halbaxe  desjenigen  Kegelschnitts  bedeu- 
ten, dessen  Punkte  Fiächenränme  vom  Werthe  Null  umschreiben,  so  ist 

— jt —  =  (  —  j  .  Ist  endlich  q  der  Richtstrahl  vom  Mittelpunkte  aus  nach 
irgend  einem  Sjstempunkte  und  r  die  Strecke,  die  durch  den  Nullkegel- 
schnitt  auf  ihm  abgeschnitten  wird,  so  erhält  man,  da  —  =—  ist,  für 
die  von  einem  Systempunkte  umschriebene  Fläche  DigitizedbyCoOgle 
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Dieser  Anadruck  stellt  die  TollkommeDe  Analogie  mit  der  Formel  in  I 
dar,  welche  die  Abhängigkeit  der  Flächenränme  von  der  Lage  der  System- 
pnnkte  angiebt.  Bedenkt  man ,  dass  einem  endlichen  Werthe  von  V  nur 
im  Endlichen  gelegene  Sjstempunkte  entsprechen  können,  so  lässt  sich 
der  Inhalt  der  vorstehenden  Analyse,  wie  folgt,  zusammenfassen: 

In  einem  affin-veränderlichen  System  liegen  diejenigen 
Punkte,  welche  bei  der  Bewegung  desselben  gleiche  Flä- 
chenränme umschreiben,  auf  einer  Ellipse.  Den  verschiede- 
nen Werthen  der  Flächenräume  entspricht  eine  Schaar  ähn- 
licher und  ähnlich  gelegener  Ellipsen,  der  gemeinsame 
Mittelpunkt  derselben  aber  umzieht  eine  Fläche  il/,  welche 
je  nach  der  Natur  des  Bewegungsvorganges  ein  Maximum 
oder  Minimum  ist.  Bedeutet  q  den  Bichtstrahl  von  diesem 
Punkte  aus  nach  einem  beliebigen  Systempunkte,  r  aberdie 
Strecke,  welche  diejenige  Ellipse  darauf  abschneidet,  deren 
Punkte  Nullflächen  umschreiben,  so  stellt  sich  die  von  dem 
Systempunkte  umzogene  Fläche   in  der  einfachen  Form  dar 


-«('-^)- 


Unternimmt  man,  für  affin -veränderliche  Gebilde  ähnliche  Gesetze, 
wie  in  II  und  III  aufzusuchen,  so  gewinnt  man  für  die  Bogenlängen 
oder  für  die  Flächenräume,  welche  eine  Systemgerade  umschreibt,  Inte- 
grale, welche  eine  Befreiung  von  denjenigen  Grössen  nicht  mehr  zulassen, 
die  die  relative  Lage  der  Geraden  gegen  die  Elemente  des  beweglichen 
Systems  bestimmen.  Es  existiren  also  Gesetze  so  einfacher  Form,  wie 
die  in  II  und  III  angegebenen,  für  affin -veränderliche  Gebilde  nicht  mehr. 


Digitized  by  VjOOQIC 


IX. 

Zar    Integration    der  DijSerentialgleichnngen    in  der 

Dioptrik  der  oontinuirlich  geschichteten  kagelfArmigen 

ErystalllinBe  der  Fische. 

Von 

Prof.  Dr.  Ludwig  Matthiesren 

in  Bottook. 


ffierra  Taf.  IV  Fig.  1  u.  2. 


Im  5.  Hefte  des  XXIV.  Jahrgang»  dieser  Zeitschrift  sind  von  mir 
die  Differentialgleichungen  aufgestellt  worden,  welche  für  die  Brennweiten, 
Hauptpunktsdistanzen  und  Hanptpunktsinterstitien  eines  centrirten  Systems 
brechender  sphärischer  Flächen  von  continnirlich  variabeler  Dichtigkeit 
gütig  sind,  wenn  dasselbe  von  zwei  Medien  begrenzt  ist,  welche  mit 
der  Trennungsfläche  gleiche  Brechungs vermögen  besitzen.  Es  sind  dies 
die  folgenden  vier  Formeln: 

.»   "     <7)--T-?rT. 

Sind  n  und  r  als  Functionen  von  17  gegeben,  so  sind  die  vier  Gleich- 
ungen offenbar  bestimmt  und  man  wird  versuchen,  die  Gleichungen  zu 
integriren.  Es  giebt  nun  einen  speci eilen  Fall  und,  wie  es  scheint,  nur 
den  einen,  in  welchem  sich  die  Variabein  f^  «p,  aj,  a^  und  c  in  alge- 
braischen Functionen  von  17  darstellen  lassen,  nämlich  dann,  wenn 

5)  ^  =  '-1-^"' 

»)  «==!  +  £— V^  Digitizedby  Google 
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angenommen  wird.  Hierin  liegt  an  sich  nichts  Merkwürdiges;  das  Inter- 
essante aber  ist  und  muss  als  ein  äusserst  glückliches  Znsammen  treffen 
gepriesen  werden ,  dass  gerade  diese  Relationen  für  die  Krjstalllinse  aller 
Wirbelthiere  gelten.  Sie  haben  zwei  wichtige  Vortheile  für  die  Dioptrik 
des  Auges  im  Gefolge,  einmal  den,  dass  die  Brechkraft  der  Linsensab- 
stanz  verdoppelt  wird,  und  zweitens  den,  dass  die  Linse  vollkommen 
äplanatisch  ist,  wie*  dies  bereits  früher  von  mir  analytisch  bewiesen  wor- 
den ist.* 

Die  Integrale  werden  nun  besonders  einfach,  wenn  die  Linsen  kugel- 
förmig sind,  wie  dies  bei  den  Fischen  durchweg  der  Fall  ist,  und  wenn 
die  Linse  von  zwei  Medien  begrenzt  wird,  welche  ein  gleiches  Brechnngs- 
vermögen  besitzen,  was  bekanntlich  für  die  beiden  Augenflüssigkeiten 
ebenfalls  zutreffend  ist.  Was  nun  die  Ableitung  der  Integrale  selbst 
betrifft,  so  habe  ich  in  der  früheren  Abhandlung  nur  ein  indirectes,  sehr 
umständliches  Verfahren  benutzen  können.  Im  Folgenden  werde  ich  eine 
Methode  zur  Anwendung  bringen ,  welche  die  Integrale  direct  liefert.  Ich 
beginne  mit  der  Bestimmung  der  Brennweiten  /  und  9>,  also  mit  der 
Gleichung  1): 

"^KfJ^       r       nf'T' 

Um  die  Differentialgleichung  von  (p  zu  erhalten,  beachten  wir,  dass 
(p=:-^nf  ist.     Demgemäss  ist 

\//  (p  \g>/  (p         r 

folglich 

7)  a(l)=_^+(^=i^).^. 

\(p/  nfp  nq>         r 

Diese  Gleichung  lässt  sich  nun  auf  eine  andere  mit  nur  zwei  Variabein 
reduciren,  wenn  man  die  zweite  Brennweite  von  der  letzten  Fläche  ab- 
rechnet.    Bezeichnet  man  diese  mit  «p^,  so  ist 

8)  qPi  =  g>  — «j. 

Eliminirt  man  <jp  aus  7),  so  findet  man  leicht 

Mit  Hilfe  von  3)  lässt  sich  hieraus  a^  fortbringen.     Es  ist  nämlich 
folglich 


*  Beiträge  zur  Theorie  des  Aplanatismus  und  der  Periskopie  der  Krystall- 
linsen  in  den  Augen  der  Fische.    Pflüger'a  Arch.  f.  d.  gea.  Physiol.  XXI,  1880. 
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Diyidirt  man  durch  (p^^  so  erhält  man 

Gemäss  2)  ist  unn  der  Coefficieot  von  a^  gleicb  Null  und  man  findet  also 


9)  a(l)=?i'_l!L+4.. 

\tp^/      nr      nq>^      <p* 


Für  die  Krystalllinsen  der  in  Betracht  gezogenen  Art  ist  nun 
10)  r  =  r.-„,     „=.l  +  ilhl^, 

«0  r,  den  Krümmungsradius,  der  Linse  bezeichnet.     Es  ist  alsdann 

dn^  2g 

nr      r,«  +  {;(2r,^-,»)' 

aod  weil  die  beiden  anderen  Glieder  der  Gleichung  9)  klein  gegen  das- 
selbe sind,  so  erkennt  man  leicht,  dass  man  setzen  kann  in  steigenden 
Potenzen  der  immer  beträchtlichen  kleinen  Grösse  i  die  convergente 
Reihe 

Vi 
Die  Differentialgleichung  9)  verwandelt  sich  demgemäss  in 

(>n         dt,  drt      r^fl  I  ^^'•i^~^<1)^i~^      »"i*       fi 

Indem  man  nun  anf  der  rechten  Seite  die  Quotienten  fortschafft,  findet  man 

t'-,*+J{2r,,-i,»)]  [f  |^+ £»1^^  + J»|^]  =  2i;- 2f{r,-,,)(f«  + £»6+ J»c) 

+  [r>  +  f  (2r, ,,  -  r,*)]  .  (Ja  +  f»A  +  J»r)». 

Dividirt  man  die  Gleichung  durch  ^  und  ordnet  beiderseits  die  Glieder 
nach  Potenzen  von  ^,  so  resultirt 


*  Es  ist  dies  dieselbe  Gleichung,  welche  Lippich  im  2.  Hefte  der  Zeitachr.  f. 
Math.  u.  Phys.  XXIII,  hidt.-lit.  Abtheil.  S.  63  aufgestellt  hat  und  deren  Richtigkeit 
von  mir  in  Pflüger' s  Arch.  f.  Physiologie  XIX,  S.  487  mit  Unrecht  angezweifelt 
worden  ist.    Dagegen  muss  ich  die  von  mir  in  meiner  Dioptrik  aufgestellte  Nähe- 

rangsforroel  ^a  =  —  D.qp.ö/— j  Lippich's  Zweifel   gegenüber   aufrecht  halten, 

und  zwar  auf  Grund  der  Gleichung  3). 

•*  Die  Substitution^ dieser  linearen  Function  der  drei  neuen  Variabel 
geschah  auf  deu  Ruth  meiues  geehrten  Collegen,  llerru  Professor  K 


riabelrr*a,  6.  c  t 
rau.VÖÖgU 
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8jj  ^»J  "'/ 

=     2      _  2a(r,-,)t       _26(r,-,,)£«       _2c(r,-,,)j3 

+         «*r,»{;  +      2a6r,»{«  +  (6»r,«+ 2acr,»)  J» 

+      26cr,»J*  +  c*r*J* 

+  «»(2r,  ,,-,«)£*  +2«6(2r,,-,«)J« 
+  (6»+2<ic)(2r,,j-,,«)J*+2Äc(2r,fl-,;«)P 

+  c»(2ri, -,«)£•• 
Vereinigt  man  eämrotliche  Coefficienteu  gleicher  Potenzen  von  i  und  geht 
nur  bis  J®,  so  wird  die  Gleichung  bis  zu  diesem  Grade  der  Annähemng 
erfüllt,   indem   man    die  Coefficienten   der  successiven  Potenzen  l  gleich 
Null  setzt. 

Die  Bestimmungsgleichungen  für  a^  b^  c  sind  demnach 

II)  r,»|^  +  (2r,,,-,«)|f 2«(r.-,)  +  «V. 

III)r.»|^  +  (2r,,,-,,«)|^  =  -26(r,-,)  +  2«6r,«  +  a»(2r,,-,«). 

Es  sind  also  a^  b^  c  ganze  algebraische  Functionen  von  ij.     Ans  I)  folgt 
durch  Integration 

M 

Da  —  =  0  wird  für  «  =  6  =  0  =  0,  so  ist  die  Constante  C  =  0,  mithin 
Vi 

13)  «  =  ^?. 

Aas  II)  ergiebt  sich  weiter 

,86 2(2r,>,-V)       4i>(r,-t;)      4i;» 

Entwickelt  und   ordnet  man   die  Ausdrücke  nach  Potenzen  von  i;,  so 
entsteht 

folglich  wird 

wobei  die  Integrationsconstante  gleichfalls  Null  ist.     Aus  III)  erhält  man 
endlich  o  a  s  4 

und  durch  Integration  DigitizedbyV^OOQlC 
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L)exngemä86  ist  der  reciproke  Werth  der  Brennweite  9^ 
Das  Differential  ist 

+  ^24^^^-5010  +  26^^). 
Fär  die  Brennweite  (p^  erhält  mau  den  Werth 

Für  i}  =  2rj  (Fischlinsen)  geht  diese  Relation  über  in 

19)  ')p,  =  J^f(i-IJ;+A£'). 

und  wenn  man  die  Brennweite  vom  zweiten  Hauptpunkte  anrechnet, 
welcher  fiir  17  =  2r^  im  Centrnm  der  Krystalllinse  gelegen  sein  mnss,  da 
n  =  l  wird,  so  findet  man  für  die  zweite  Hauptbrennweite 

20)  V-^jd  +  IC  +  AJ')- 

Auf  gleiche  Weise  lässt  sich  nun  auch  die  zugehörige  zweite  Haupt- 
punktsdistanz  a^  finden.     Nach  3)  ist 

Wegen  der  Relation  «/"=  —  9  =  — (Vi  +  Oj)  ist  weiter 

^     \r/       n  «p,  +  «,     ' 

folglich 

3 1;  —  ^  er.,  ^  <Pi  +  ^  «8 

und  wenn  man  beiderseits  mit  ^sC^^i  +  aa)  multiplicirt, 

9*1  ^1?  ""  Vi  ^«^s  +  ^%  ^V  ""  ^'a ^'^a  =  ^  «2  ^Vi  ""  ^2  ^*'2 • 
Dividirt  man  durch  tpi^fi^  so  resultirt 


'"  ^=-i?C^+')- 


wofär  man  auch  schreiben  kann 

^^^  — ;;^ — ;:; —  (Lippich).  nn^n^n]^ 

«j  9^j  Digitizedby  VnOOyiC 
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Es  lässt  sich  nun  erweisen ,  dass  für  die  Sabstitationen  10)  sich  die 
zweite  Hanptpunktsdistanz  in  folgender  Form  ansdrücken  lässt: 

23)  «2=«  +  H+^J*+..., 

wo  a,  h,  c  algebraische  Functionen  von  17  bedeuten.     Setzt  man  aus  16) 
und   17)  die  bezüglichen  Functionen  von  (p^  in  21)  ein,  so  wird 


und 


Demgemäss  sind  die  Bestiromungsgleichungen  für  a^b^c  enthalten  in  der 
Gleichung 


24) 


Ofi         crj  dfj       Tj         \rj        r^        ^  r^^/ 

Durch    Gleichsetzung  der   beiderseitigen  Cqefficienten   gleicher  Potenzen 
von  i  findet  mau 

I)  -r  =  --i. 


a6_6  _2n        ^ 


")  -k=---+4l*. 


iii)  _|£  =  £_?*+4!L^  +  1^_54?+||5!_«. 

OK]       71       r^       "Vj*        Tj*  r^         *^  r* 

Aus  I)  folgt 

fl{ift  +  adri  =  ridri^     «^  =  4^*  +  ^'. 

Da  die  Constante  verschwindet,  indem  a=0  werden  rauss  für  »?  =  0,  so  ist 

24)  «  =  ^1/. 


^"«  ")  f-Jg*  .»a.       „8; 


71311  +  031]  = 


r,         ^    r,« 
und  somit 


25)  *=*7:-*^ 

Aus  III)  folgt  endlich 


,2         «3 

8  " 


^1  '^l  M 


26) 


—  l($-«$+A;$). 


Die  zweite  üauptpunktsdistanz  einer  brechenden  Schicht  von  der  Dicke  t; 
ist  demgemäss 

27)  „,=4,+.j(^-e;)-iK?^**s+TV7)- 


j      /  N,,  ,j  ,j 


Mit  Hilfe   dieser  Relation   findet   mau   auch   die  zweite  Hauptbreunweite 
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Die  Beziehung  tp^  —  nf  Iftsst  daraus  auch  die  erste  Hauptbrennweite  f 
des  Systems  finden,  nämlich 

Om  endlich  a^  zu  finden,  geht  man  aus  von  2),  also 

dot^  ^      ag    df 

wobei  nach  29)  wird 

Macht  man  die  lineare  Substitution  ai  =  a  +  6J+cJ;^  so  findet  man 

Da  das  Interstitium  €  =  1^  +  »]  — o^  ^^^>  ^^  ^^vtA  €  =  0;  d.  h.  die  beiden 
Hauptpunkte  coincidiren  mit  der  Mitte  des  brechenden  Systems  und  liegen 
im  Centrum  der  Kugelfläche,  wenn  Tj  =  2rj  wird. 

Nachdem  wir  im  Vorhergehenden  die  Gleichungen  für  die  Orte  der 
Cardinalpunkte  von  Axenstrahlen ,  welche  eine  geschichtete  kugelförmige 
Linse  durchdringen,  abgeleitet  haben,  wollen  wir  das  uns  gestellte  Pro- 
blem dahin  erweitern,  dass  wir  versuchen,  die  Trajectorie  eines  beliebi- 
gen schief  in  die  Linse  einfallenden  Lichtstrahles  innerhalb  derselben  zu 
bestimmen.  Die  Lösung  dieses  verbal tnissmässig  schwierigeren  Problems 
wird  gleichbedeutend  sein  mit  der  Lösung  der  Frage,  ob  die  Krystall- 
' linsen  der  Fische  vollkommen  aplanatisch  sind,  wie  wir  theils  wegen  der 
eigenthümlicben  Vertheilung  der  optischen  Dichtigkeit  innerhalb  aller 
KrystalHinsen ,  theils  wegen  der  in  vielen  Fällen  ausserordentlichen  Aus- 
dehnung des  Gesichtsfeldes  bei  diesen  Thieren  anzunehmen  berechtigt 
sind.  Die  Analysis  wird  erweisen ,  dass  diese  Vollkommenheit  in  der 
That  in  einem  überraschenden  Masse  vorhanden  ist. 

Wir  setzen  voraus,  dass  die  betrachtete  Linsenart  in  concentrischen 
Kugelschalen  von  unveränderlichem  Brechungs vermögen  um  das  Kern- 
centrum C  (Fig.  1)  geschichtet  und  von  Augenflüssigkeit  (r/£>=  1,3350) 
Qmgeben  sei.  LO  sei  ein  beliebiger  in  die  Corticalis  eintretender  Strahl 
und  L^C  die  demselben  parallele  Centrale  der  Kugel;  alsdann  werden 
alle  in  gleichem  Abstände  von  dieser  Centrale  parallel  einfallende  Strahlen 
sich  in  einem  und  demselben  Punkte  O  der  Centrale  schneiden,  d.h.  <Z> 
wird  der  zugehörige  Brennpunkt,  CO  =  q>  die  Vereinigungsweite  dieser 
Strahlengattung  sein.  Ist  die  Linse  aplanatisch,  so  werden  sämmtliche 
die  Kugel  treffenden,  parallel  mit  I^C  gerichteten  Strahlen  die  gemein« 
same  Brennweite  (p  besitzen.  L.,ytizedbyCjOOQlc 
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Wir  bezeichnen  den  Einfallswinkel  AOL  mit  t^  und  den  Brechungs- 
winkel ROC  \xi  der  ftussersten  Corticalschicht  mit  r^.  Innerhalb  der  Linse 
beschreibe  der  Strahl  LO  die  Trajectorie  OPO^  und  nach  dem  Austritte 
in  0|  die  Gerade  O^O,  Alsdann  wird,  wie  .klar  ist,  die  Trajectorie  in 
O^  den  Einfallswinkel  Tq  und  den  Brechungswinkel  r^  bilden,  also  der 
Lichtstrahl  vollständig  symmetrisch  gegen  die  Sehne  00^  verlaufen, 
welche  mit  dem  Radius  0  C  den  Winkel  r^  bildet. .  Der  Radius  vector 
eines  beliebigen  Punktes  der  Trajectorie  sei  y^  sein  Complement  zu  r 
gleich  17,  wo  r  den  Kugelradius  bedeutet.  Der  Winkelabstand  des  Radius 
y  von  OC  sei  ^  und  der  zugehörige  Bogen  gleich  a\ 

Um  nun  zu  einer  allgemeinen  Differentialgleichung  der  Trajectorie 
zu  gelangen,  wählen  wir  die  Ereiscoordinaten  x  und  y.  Zuvor  aber 
suchen  wir  die  Differentialgleichungen  der  Geraden  0/?,  also  die  Tan- 
gente der  Trajectorie  in  0^  in  Kreiscoordinaten ,  da  sie  uns  von  Nutzen 
sein  können,  diejenige  der  Trajectorie  zu  finden  und  von  dieser  auf  die 
Gerade  zu  recurriren ,  wenn  der  Brechungsindex  der  ganzen  Kugel  con- 
stant,  d.  h.  dn  gleich  Null  gesetzt  wird.  Die  Gleichung  der  Geraden 
OR  ist 

31)  y  «>i(to+  ^)  =  y  [sin x^+^j^r  sin x^ . 

Differentiiren  wir  dieselbe,  so  wird 


\  "       r/  y  dx 

er 


y^ 

Differentiiren    wir  abermals,    so  verschwindet  die  Gonstante  Xq  und  es' 
resultirt 


\ydx/  dx 


'+(rÄ)"    ' 


Wenn    wir   jetzt    statt  dx  das  Bogen differential  dl  eines  Punktes  der 
Geraden  einführen,  so  wird  zu  substltuiren  sein 

33)  dx^^dl 


Demgemäss  ist 

34) 
and 


CA 

+61)''' 

0^    y  L     \ai/ J"  Digitizedby Google 
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Diefles  ist  also  die  Differentialgleichnng  zweiter  Ordnaog  einer  Geraden 
in  Kreiscoordinaten.     Daraus  folgt  noch 


nnd 


'K>+(H)"] 


l/WTd^_y±dy 


VdS'  +  dy^  y 

wo  dy^  das  auf  dy  folgende  Differential  des  Radius  vector  darstellt.  Setzt 
man  nun 

80  ist  infolge  von  34) 

36)  ae,  =  iaj. 

Betrachten  wir  jetzt  die  Wirkung  der  Brechung  für  sich  allein,  so  ist 

sine^  :  sin(e^  +  ^^j)  =  («  +  ^«)  '•  ^ 
nnd 

1  —  cole^  a«g  c=  1 H . 

Wenn  nun  rücksichtlich  dieser  gesonderten  Betrachtung 

gesetzt  wird,  so  hat  man  auch  noch 

\    dn^ 

n    dy 

Die  heiden  partiellen  Differentiale  des  Erümmungswinkels  der  Trajectorie, 
de^  nnd  de,,  ergeben  zusammen  das  totale  Differential  des  Winkels  e^ 
welchen  der  Strahl  oder  die  Trajectorie  mit  dem  Radius  vector  y  oder 
der  Normale  der  Niveaufläche  in  dem  betrachteten  Punkte  bildet;  d.  h. 
es  ist 

de_\       1    dn 

*^^  a"ry  +  n-ay 

oder  endlich 


37)  ««.=T-k»«- 


»>  ^<WT'r>^ 


'+(lf)" 

Dies  ist  demnach  die  gesuchte  Differentialgleichung  der  Trajectorie  des 
Strahles  bei  seinem  Durchgange  durch  die  geschichtete  Krjstalllinse. 

Das  nftchste   Oeschfift  wird   sein,   die  Integrale  aufsteigender  Ord- 
nung zu  bilden.     Es  ist  leicht,  aus  39)  eine  Differentialgleichung  erster   , 
Ordnung  herzustellen,   welche  auf  ein  elliptisches  Integral  führt,   wenn 5 ^^^ 
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n   eine   lineare  Fnnction   von  y  oder  y^  ist.     Setzt  man  nämlich    ^  =  i<) 


80  wird 

udu  __^y  ,  ^w 

Durch  Integration  erhält  man  hieraus  nach  Bestimmung  der  konstante, 
wobei  u  =  cotT^  und  «  =  1  wird   für  y  =  /": 

log  nai ^  =3  2  loa  nal 1-2  lognal  w. 

l+cottQ*  "         r 

Nach  Wiedereinführung  von  x  an  Stelle  von  $  erhält  man  nunmehr 

Für   ebene  Schichten   ist   Zim(  — 1=1    und   man   hat   dann   in   40)   das 

gewöhnliche  Brechnngsgesetz.  Die  Gleichung  kann  zunächst  dazu  dienen, 
das  Minimum  von  y  zu  bestimmen,  wenn  n  als  Function  von  y  gegeben 
ist.  Nach  vielen  von  mir  ausgeführten  Messungen  ist  nun  bei  allen 
Linsen  sehr  genau 

41)  w==l  +  f— y- =  l  +  t -5 , 

wenn  der  Brechungsindex  einer  beliebigen  Schicht  auf  den  der  ausser- 
sten  Corticalsubstanz  bezogen  wird,  und  der  absolute  Index 


.42)  „  =  ^(i  +  f  ?!_/), 


wenn  N  den  Iudex  der  Corticalsubstanz  (A^/>  =  1,3830),  ausserdem  feine 
Constante  bezeichnet,  welche  gegen  die  Einheit  ziemlich  klein,  sonst 
aber  bei  allen  Augenlinsen  verschieden  gross  gefunden  wird.  Bei  den 
Fischen,  welche  einen  hornartigen  Linsenkern  besitzen,  ist  f^  am  gröss- 
teu,  übersteigt  jedoch  selten  den  Werth  0,1.  Die  Trajectorie  ist  infolge 
dessen  schwach  concav  gegen  die  Sehne  00^  gekrümmt  und  muss  für 
f=0  oder  Tq  =  0  eine  Gerade  sein. 

Es  wird  sich  nun  in  der  Folge  zeigen,  dass  jenes  Brechungsgesetz 
nahezu  die  Bedingungen  des  Aplanatismus  erfüllt.  Wir  wollen  aber  snr 
Bestimmung  des  Minimums  ^q  von  y  die  Untersuchung  allgemeiner  führen 
und  voraussetzen,  es  sei 


n  =  l  +  t- 


fjn 


wo  m  eine  ganze  positive  Zahl  bedeutet.  Setzen  wir  den  Ausdruck  in 
40)  ein,  so  wird  für  die  Minima  oder  etwaige  Mazima  von  y  bei  einem 
von  Null  verschiedenen  Werthe  von  Tq  sein        DigitizedbyGoOQlc 
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,.2       /  r"*'^tj"'\' 


Da  Bnr  positive  Werthe  von  y  in  Betracht  kommen,   welche  kleiner  als 
r  sind,  so  redncirt  sich  die  Gleicliang  43)  auf  die  einfachere 


oder,  nach  Potenzen  von  y  geordnet, 


44) 


(^)--_i±i(i)+-..„. 


Wir  haben  nnr  den  kleinsten  Wurzelwerth  zu  bestimmen.  Da  es  genügt, 
die  Brechungsiudices  bis  zur  vierten  Decimale  incl.  in  Rechnung  zu  ziehen, 
so  genügt  es  auch  für  unsere  Untersuchungen,  hier  die  Glieder  der  Wur- 
zel von  der  Ordnung  der  Kleinheit  ^~  zu  berücksichtigen.  Man  findet 
mit  leichter  Mühe 

oder,  nach  Potenzen  von  i  geordnet, 

45)^==mrJl-(l-.«nTo-)f+(l-««To-)(l--[m  +  ll«>iron?|. 

Es  handelt  sich  zunächst  und  hauptsächlich  darum,  den  simultanen 
Werth  Xq,  also  O  zu  erhalten.  Das  Integral  von  40)  zu  suchen,  ist  selbst 
für  den  Fall  i?i  =  2  unzweckmässig  und  schli^slich,  wenn  man  es  gefun- 
den bat,  zu  einer  numerischen  Rechnung  wenig  geeignet.  Wir  ziehen 
einen  andern  Weg  vor,  indem  wir  das  Integral  auf  eine  der  Gleichung 
31)  ähnliche  Form  zu  bringen  suchen.     Wir  gehen  deshalb  ans  von  der 

Relation  39),  indem  wir  gemäss  33)  2|  =  — öa:  setzen,  und  erhalten 
durch  Integration  ^  ^ 

\     ydxJ    J  r     J    ndy     r 

0  0 

Wir  beschränken    uns  hier   auf  den  Fall   m  =  2,   wodurch   das  Integral 

übergeht  in  ^ 

0 
und  wenn  wir  alle  Glieder  berücksichtigen ,  welche  nur  bis  £^  reichen, 

«,  .„,„(-^^).,+£-n,.-«/^a(i-)-.iyVa(j).     _ 

0  lOytized  by  VjOOQ IC' 
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Wir  wollen  uns  bemühen,  ans  dieser  Gleichung  sowohl  die  Gleichung 
der  Trajectorie,  als  auch  die  simultanen  Werthe  ^q,  Xq  herzuleiten.  Die 
erstere  wird  im  Allgemeinen  sein  von  der  Form 


=  ^oG«'  7)+^"^  ('0.  7)  +  S*''«G«'  t) 


Wenn  dies  eine  convergente  Reihe  ist,  so  wird  man  wegen  der  in  allen 
concreten  Fällen  herrschenden  Kleinheit  von  i  nur  bis  i^  incl.  vorsu gehen 
brauchen.     Wir  substituiren  deshalb  linear 

48)  i^  =  a  +  H+cJ«, 

r 

wo  a,  6,  c  näher  zu  bestimmende  Functionen  von  x  sind,  von  der  Be- 
schaffenheit, dass  für  y  =  r,  a=:l,  6>=(?  =  ...  =  0  werden  und  auch  die 
Differentiale  dieser  Functionen  verschwinden.     Durch  Differenzirung  wird 


'(^) 


»•>  +t-^+t' " 


'(7)  Kv)   K7)    Kt)' 

und  für  a:  =  0,   y  =  r 

'      ay da  db     _     de     _ 

Wir  setzen  der  Kürze  wegen  im  Folgenden 


49)  2J:/  ib«-  =  «'.    «o  +  #  =  »- 


^tf^„^V-<^>    -0  +  ? 


0 

Die  vorgelegte  Gleichung  47)  wird   nun  durch  Verwandlung  der  cyclo- 
metrischen  Function  in  eine  goniometrische 

In  Berücksichtigung  der  Gleichung  48)  erhält  man  durch  Entwickelung 
der  linken  Seite  nach  Potenzen  von  i 


50) 


(ö  +  ^J+<^i*)^«  aäz      ^    dz         ^   L    dz  a      dz    J' 


Für  die  Entwickelung  der  Integrale  bedarf  es  der  Substitutionen 
Daraus  folgt 


^  =  a«  +  2a6J:.     ^=fl*. 


m^2ila*dz  +  2t^J{a*-'a*  +  2ab)dz 

und    endlich  '«  ^°  DigitizedbyGoOgk 
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51)  '"''".  '• 

Durch  .Vergleichang  der  CoeMcienten  gleicher  Potenzen  von  i  erhält  man 
folgende  Bestimmangsgleichnngen  für  a,  b,  c: 

II)  _=__J««a,, 

Diese  Differentialgleichangen  sind  sämmtlich  von  Xq  bis  z  zu  integriren. 
Aus  I)  folgt  demgemilss 


-fH' 

1  ro 


0 


52) 


8tn  Tn  MW  Tft 


tt  =  • 


12  — 


sin  I 


Die  Gleichung  II)  ergiebt 
b 
a  z 


und 

53)     ^  = 


.'^''>\,  +  ■«•'»2ro  co/(t„  +  ^)  +  1-2 coSTo«. 


a 

sin 

r 


lo   gleicher  Weise  integrirt  man   noch   die  Gleichung  III).     Man  findet 
nach  einer  ziemlich  mühsamen  Rechnung 

—  —  5  ^^0*  _  q  sin2TQSinTQ^cosz       8  sintQ*  —  IH  ^ihtq* 

Wir  können  indess  auch  mit  Hilfe  Ton  47)  dazu  gelangen, ^ie  weiter 
unten   gezeigt   wird.     Zunächst  gentigt  aber  der  Werth   tou  Ä'^tf^einer 
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genauen  Berechnung   von  Xq,     Die  Functionen  a  und  b  geben  der  Tra 
jectorie  in  den  beiden  ersten  Gliedern  die  Form 


^sin [t^  +  ^ j  sin  [t^  +  jj 


r 

55) 


Zur  Einführung  in  47)  genügen  folgende  Werthe  der  Potenzen: 


y^  _SiHT^ 


Infolge  dessen  geht  47)  über  in 

s 

\     y  cxJ        "       r  /     sin z* 


arcc 


/     JÄi/i?*  «/ij'*  ^    Sintis 


X 


=  To  +  —  —  tUi/i  2ro  -  2  «ViTo*  ro/ ^Tj,  +  ^  j  I 
56) 


"         \  "      r/        gt/i2To^rwv 

(3-J-  51 W  Tfl*  -  3  SI/ITq*)  COS  (  ^0  +  "  ) 

+ ^  -  -^+i(2-5.«>iO«/i2To 

Nun  ist  wiederum 

*l  \  i      i       ^      i   ^^<^osz 

Die  vorhergehende  Gleichung  verwandelt  sich  deshalb  in 

y  L      sin  z^  stn  z*  J 

j  [4  sin Tq*  ( 1  - 5m  s^)  r'o^  z    4  «m t^*  m  2  r,,  ( I  -.«/?  2*)      (m2To)*f05g1  ^  ^ 
L  5I//25  sinz*  sinz^        J 


+£*[ 


2  sin  T()*  ro5  2      2  sin  t„*  5 w  2  t^^      (  6-J  sin  t„*  —  6  5 w  Z^*)  C05  2 
3  si/<  2^  sin  z*  sin  z^ 

2m2To(2~5WnT^g)n    ^ 
3  51/12*  J  jTp 
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Durch  Integration   dieser  Oleichnng   zwischen    den  Grenzen   r  nnd  y^   0 
nnd  z  resnltirt  hieraus 

\r  stn  Tq/         L  5tn  2*  sm  z  "  J 

57) 


«I«  «'  sin  z* 


,  (4  si«  2  r„  —  10  sin  2  t„  s»n  t„*)  cos  t 

1^  =  c-'f -  «P  =  1  -  PS  +  (i /«- P)  f« 
und  somit  die  Gleichung  der  Trajectorie 


oder  kurz 
Daraus  folgt 


xin  2  tn  cos 


58) 


^'«(^o  +  f) 


+  (U10«/aV+10i5mV) 


und  zwar  Töllig  streng  bis  auf  die  mit  {^  und  höheren  Factoren  behaf- 
teten Grössen.  Um  dies  an  einer  Probe  flarzuthun ,  leiten  wir  daraus  den 
Werth  Ton  ^q  ^^'   indem   wir  Xq  statt  x  setzen.     Wir  haben  dabei  die 

Werthe  von  ««(t^jH — j   und   coäTt^H — j   bis   zu  den  Gliedern   mit  £* 

incl.  zu  berechnen.  Dieselben  ergeben  sich  aus  56),  wovon  man  nur 
braucht  den  Theil 

du 

Für  x^x^  wird  5— =  0  und 

o  X 

«=To  +  ^-t««2r,. 
Darans  folgt 

SS«ftsohrlft  f.  Mathematik  u.  Physik  XXVI,  3.  14 
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Der  erstere  Werth   ist  nur  an   die  Stelle  des  Divisors  vor  der  grossen 
Klammer  zu  setzen,  der  zweite  an  die  Stelle  von  cosItq  +  -^]  hinter  i] 

an    allen   anderen    Stellen   ist  1    für  5i>i(jo+  — 1,   0  für  cöslrQ  +  -^]  zu 
setzen.     Man  erhält  alsdann  für  das  Minimum  von  y 


=  .«>iToll-(l-mOi:+(l-5*/iV)(l-3  5i>iV)£«}, 

also  genau  denselben  Werth,  welchen  wir  in  45)  auf  directem  Wege  aus 
40)  abgeleitet  haben. 

Den  simi)ltanen  Werth  Xq  endlich  erhalten  wir  aus  56),  nämlieh 

59)  ~  =  To  +  y«-f(l  +  2f-3ico5ton)««2To. 

Diese  Gleichung  in  Xq  führt  uns  zur  Brennweite  q>  irgend  eines  Strahles. 
Es  sei  OiC<]>s=if;;  dann  ist 

,/;  =  ,,-^T,  +  ?^)  =  2To-rj-2?(l  +  2J-31co5Ton)5»'«2ro 


und 


60)   qt)  =  -r-: ' 


^*^^i  =  /qq^a  **''^o  =  1.03595  sin  Tq 


^i>»(Ti-t(;)      6.;. J2(ij- r,)  +  2i(l  +  2: -  3^  cosz^^) sm2T^\' 
worin 

1,3830 
1,3350 

zu  setzen  ist.  Der  Werth  q>Q  für  einen  Axenstrahl  wird  gefunden,  indem 
Tq  =  0  gesetzt  wird ,  in  welchem  Falle  man  den  Bogen  für  den  Sinus  zu 
zu  nehmen  hat.     Es  ergiebt  sich  daraus 

1,03595. r 


^^^  '^^*    2.0,'03595  +  4£(l-iS)* 

Die  Brennweite  q>2  der  Linse  in  Corticalsubstanz  findet  mau,   wenn 
man  t^^Tq  annimmt,  also 

Die  Totalindices  bezüglich  Corticalsubstanz  für  jeden  beliebigen  schief 
einfallenden  Sirahl  sind  bestimmt  durch  die  Relation 

63)  «._ — a^ — =- ü^ 


>KJ-7") 


«•«  i^o-  £U  +  2i:  -  3i  c«Ät„*f)««2t„ 


Für  einen  Axenstrabl  ist  To  =  0,  also  der  Totalindex 
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Dieselben  Werthe  für  n  und  (p^  fanden  wir  auch  schon  früher.*  Bei 
Vernachlässigung  der  sehr  kleinen  Grössen  ^  wird 

und,   weil  approximativ  sinTQ  =  —  ist, 

r«  — fy« 

65)  n,^l  +  2i-^, 

Darans  folgt  das  schöne  Theorem:** 

Der  totale  Brechungsindex  irgend  eines  von  der  Trajec- 
torie  beschriebenen  Kanals  übertrifft  um  ebensoviel  den 
Brechungsindex  der  tiefsten  getroffenen  Schicht,  als  dieser 
den  Index  der  Corticalis. 

Dasselbe  gilt  in  Rücksicht  auf  64)  natürlich  auch  vom  Axenstrahle. 
um  aber  jedem  Zweifel  an  der  Genauigkeit  der  eben  aufgestellten  diop- 
trischen  Integrale  60)  nnd  63)  zu  begegnen,  will  ich  noch  die  aus  den- 
selben für  Tq  =  0  sich  ergebenden  Formeln  61)  und  64)  mit  denjenigen 
collationiren ,  welche  für  homogene  Linsen  gelten.  Der  relative  Brech- 
nngsindex  der  Corticalis  der  in  Luft  oder  irgend  einem  andern  Medium 
befindlichen  Linse  sei  iV,  so  ist  gemäss  61) 

_         '  Nr 

^«~2(^-.l)^-4^(l-i^) 

und  der  totale  Index  der  Linse  gemäss  64) 

Hieraus  folgt 

Der  Abstand  des  Hauptbrennpunktes  vom  Centrum  der  Linse  ist  demnach 

also  der  Abstand  von  der  hinteren  FUche 

R7N  J.  '•(2-"».) 

67)  •^>=''«+'-=2[,-i::^): 

Ganz    denselben    Werth    liefert    auch    die   gewöhnliche   Formel    für   eine 
homogene  Kugellinse  von  dem  gleichen  Brechungsindex,  n»mlic)i*^* 


*  Man  vergl.:  Die  Differentialgleichungen  etc.,  Pf  lüger 's  Arch.  f.  d.  ges. 
Physiol.  XIX,  S.  499,  600. 

**  L.Matthi  essen,  lieber  die  geometrische  Gestalt  der  theoretischen  Retina 
des  periskopiachen  schematischen  Auges,  v.  Graefe's  Arch.  f.  Ophthalm.  XXV, 
8.261,  1879.  ^  T 

•**  Vergl.  Wöllner's  Experimentalphysik  II,  S  I8fi.  Digitized  by  V^OOglC 

U* 
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ggx  ^'  9  [^ (»m"-l)-"mr1 


'      (v-l)[rfin„,-l)-w„,r]-(w„.-l;p' 

worin  p  =  — r,   v  =  —  und  c/=2r  zu  setzen  sind, 
w 

Nun  sind  weiter  für  endliche  Werthe  von  r^,  also  für  schief  ein- 
fallende Strahlen  q>  und  n  noch  abhängig  von  m  und  es  liegt  der  Gedanke 
nahe,  den  letzten  Werth  so  zu  wählen,  dass  g)  für  alle  Strahlen  mög- 
lichst genau  gleich  werde,  d.  h.  die  sphärische  Längenabweichung  ver- 
schwinde. Man  darf  jedoch  nicht  übersehen,  dass  auch  die  Hauptbrenn- 
weite der  Axenstrahlen  durch  den  Werth  von  m  beeinflusst  wird  nnd 
dass  dieselbe  von  Natur  ans  durch  den  Ort  der  Retina  in  jedem  einsel- 
nen  Auge  bestimmt  ist.  Wenn  deswegen  sich  durch  Annahme  anderer 
Werthe  von  m  der  simultane  Werth  von  fpQ  wesentlich  ändern  sollte,  so 
würden  wir  auch  in  Betreff  der  Prüfung  der  sphärischen  Längenabweich- 
ung von  diesen  Voraussetzungen  Abstand  nehmen  müssen.  Wir  betrach- 
ten deshalb  auch  noch  den  Fall  m  =  3,  wobei  der  Kürze  wegen  nur  die 
Glieder  von  der  Ordnung  {;  in  Berechnung  gezogen  werden  sollen.  Die 
Gleichung  46)  wird  in  diesem  Falle  sein 

— '(-fll)  =  '.+  f-'l/>(7) 

0 
und,   indem   wir  nach  31)  oder  58)  die  Relation  y««(toH — j  =  r*inTQ 
zur  Elimination  von  y  verwenden  können, 


X 


arccoil -?.)  =  ToH itsint. 


69) 


--o+^+U 


,  —  Ajm2r, 


.] 


Hieraus    ergiebt    sich    der    simultane   Werth    Xq   von   y«?    wenn    ^-  =  0 

0  X 


gesetzt  wird,  nämlich 

8  To + i  j  «•»  V  igtm^r^.  Google 


70)  2  =  ,^  +  ^o_^    ,,.„2, 
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Das  letzte  Glied  ist  eine  verschwindend  kleine  Grösse,  welche  für  Tq  ==  - 


in  Nnll  and   für   Ty  =  0  in  —  ^^  f  5»«  2  r^ /a«  Tq^ 
ist  demnach 

71) 


übergeht.     Die  Brennweite 


r  stn  Tj      

51  w  (Tj  —  i//)  "~  sin  !  2  (tj 


r  svi  X 


und  die  Brennweite  in  Co rticals abstanz  nebst  dem  Totalindex 


72) 


<P2=3-j»     «i  =  l  +  |t 


In  diesem  Falle  würde  demnach  die  Brennweite  and  der  Centralabstand 
der  Netzhaut  um  \  grösser  sein  müssen,  als  in  demjenigen,  wo  m=»2 
gesetzt  ist,  ^ 

Drücken    wir  den  Näherungswerth   von   9>2   allgemein  in  m  aus,   so 
wird  bezüglich  des  Kammerwassers 

r.  1,03595 


<Po' 


2m 
m  —  1 


£  +  2.0,03595 


Es  stellt  sich  nun  in  der  Tbat  bei  der  Prüfung  der  in  den  gemesse- 
nen Abständen  der  Retina  vom  Linsenkerncentmm  mittelst  der  gemesse- 
nen Werthe  von  £  heraus,  dass  der  zugehörige  Werth  von  m  immer  nahe 
bei  2  liegt,  wie  ich  dies  auch  schon  früher  für  das  menschliche  Auge 
und  die  Augen  von  verschiedenen  Land  wirb  elthieren  nachgewiesen  habe. 
Indem  wir  die  Abstände  der  Retina  vom  Linsencentrum  an  die  Stelle 
von  q>Q  setzen,  erhalten  wir  die  Gleichung 

1,03595  r 


73) 


£+0,03595  = 


in 1  2  ^Q 

Stellen   wir   die  aus  den   gemessenen  Werth en  von  £,  r,  q>Q  berrxh- 
ueten   Werthe  m  mit  jenen  zusammen: 


Auge  von: 

5. 

9o 

r. 

m. 

MnJlus     .... 

0,0962 

5,5  mm 

2,5  mm 

1,98 

Cyprinus  carpio    . 

0,0910 

6,0    „ 

.1,5    „ 

1,98 

Abramis  bruiuu    . 

0,0810 

12,0    „ 

4,5     „ 

2,05 

GaduB  callarias  I 

0,0810 

11,75  „ 

4,25  „ 

2,15 

,>     n 

0,0884 

12,0    „ 

5,0     „ 

Mittel 

1,97 

2,01 

am 


Wir  bleiben   also  bei   dem  Werthe  m  =  2  stehen  und  es  ist  bereits  t 
Eingänge  dieser  Abhandlung  hervorgehoben,  von  welcher  Bedeutungp 
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dieses  Factum  für  den  Caicul  ist.  Bevor  wir  aber  dazu  schreiten,  die 
Brennweiten  schief  in  die  Linse  einfallender  Strahlen  zu  berechnen, 
müssen  wir  noch  einen  Umstand  erwähnen,  welcher  für  den  Aplanatis- 
mus  der  KrystalUinse  von  der  grössten  Wichtigkeit  zu  sein  scheint.  Dieser 
Umstand,  welcher  den  Aplanatismus  nicht  allein,  sondern  natürlicher- 
weise auch  die  Periskopie  begünstigt,  besteht  darin,  dass  die  Eryatall- 
linse  von  einem  Medium  umgeben  ist,  dessen  Index  (n£^  =  1,3350)  sich 
zu  dem  der  Linsenkapsel  (»/)  =  1,3750)  und  dem  der  äusserslen  Rinden- 
schiebt  (wi>=  1,3830)  sprungweise  erhebt.  Es  würde  offenbar  eine  Krystall- 
linse,  deren  Corticalis  ebenfalls  mit  dem  Index  1,3350  anhebt,  für  die 
Brennweite  der  Centralstrahlen  dasselbe  leisten  können,  wenn  £  in  dem- 
selben Verhältnisse  grösser  wäre  Denn  sei  beispielsweise  f=  0,0810, 
r=  4,25  mm,  so  findet  man  für  Axenstrahlen  (po  =  12,20  mm  (beobachtet 
11,75  mm).     Bezeichnet  man  den  neuen  Werth  mit  ^j,  so  würde  sein 

4  25 

Da  für  diese  bypothetische  Linse  t^  in  Tq  übergeht,  so  erhält  man  für  die 
peripherischen  Strahlen  gemäss  60) 

4,25  sin  T^ 

^  ""  51/1 72" i(l  +  2 f  -  3i f  cos T^^fsin 2 To I 

nnd,  da  der  Divisor  immer  sehr  klein  bleibt, 

4,25  «mt^ 


T  = 


4£(l  +  2f—  3^f  costQ^)  sinxQ  cost^ ' 


7t 

Dieser  Ausdruck  nimmt  für  Xq=  jr  den  Werth  Qo  an.  Bei  einer  der- 
artigen Einrichtung  des  Auges  würde  also  die  Brennweite  der  Rand- 
strahlen unendlich  gross  werden  und  die  Wirkung  der  Schichtung  würde 
gerade  die  entgegengesetzte  von  derjenigen  sein,  welche  uns  bei  homo- 
genen Linsen  bekannt  ist.  Der  discontinuirlich  geringere  Brechungsindex 
der  Augen flüssigkeiten   gewinnt  also  an  Bedeutung  durch  den  Umstand, 

n 
dass   q>  für  ^i  =  "s-  nicht  bis  ins  Unermessliche  wächst. 

Um  den  Einfiuss  der  Schichtung  auf  die  sphärische  Längenabweich- 
uug  numerisch  zu  prüfen,  gehen  wir  aus  von  folgenden  Constanten,  die 
an  den  Augen  zweier  Exemplare  des  Dorsches  (Gadua  callarias)  von 
mir  in  der  sorgfältigsten  Weise  gemessen  worden  sind."^ 


•  Man  vergl.:  Grundriss  der  Dioptrik  «tc,  8.  217;  Die  Differentialgleich- 
iingen  etc.,  S.  551  in  Pflüger's  Arch.  f.  Phye.  XIX;  S.  314  ia>SchlömiIch'8 
Zeitschr.  f.  Math.  u.  Phya.  XXiV.  ^^tized  by  tnC^  .  .^ 
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Medien. 


Exempl.  I. 


ErümmungsradiuB  der  beiden  LinBenflächen    .     .  ^  .    . 

Axe  der  Erystallliiise 

KrfimmnngBradius  der  concentriBchen  Retina  .  .  . 
Brechnngsindez  der  Hornhaut 

„  des  Homhantepithels 

„  der  Linsenkapsel  von  Cyprinus  carpio 

„  ,,    äussersten  Corticalschicht     .    .    . 

„  des  Kemcentnims        

„  „   Glaskörpers 

,,  ,,    destillirten  Wassers 


4,25  mm 
8,5     „ 

11,76  » 
1,8770 
1,3609 
1,3658 

1,4950 

1,3330 


Exempl.  II. 

(Fig.  2.) 

•    5,0  mm 

9,75   „ 

12,0     „ 


1,3852 
1,5052 
1,3353 


Setzen  wir  den  Index  der  beiden  Angenflüssigkeiten  gleich  1,3350 
und,  wie  es  gleichfalls  durchschnittlich  bei  allen  Augen  der  Fall  ist,  den 
der  Corticali«  gleich  1,3830,  so  wird  für  die  Dorschlinse  I  fs^  0,0810 
und  der  Totalindez  der  Krystalllinse  gegen  Luft  gleich  1,6192.  Wir 
untersuchen  zunächst  die  sphärische  Längenabweichung  der  homogenen 
Krystalllinse  mit  dem  Totalindex  1,6192.  Man  erhält  für  Parallelstrahlen 
bei  einem  von  10^  zu  10^  wachsenden  Winkel  Tq  folgende  Werthe  von  <p: 


To. 

»1. 

9. 

J. 

0«   0'   0" 

(10   0'   0" 

12,20  mm 

_ 

IQO   0'   0" 

120. 9' 30" 

11,94   „ 

—  0,26  mm 

20«   0'    0" 

240  30' 30" 

11,25   „ 

-0,96   „ 

80»  0'   0" 

37020'  0" 

10,18   „ 

-8,02  „ 

40»  0'    0" 

510 13' 30" 

8,68    „ 

-3,62   „ 

500  0'   0" 

680  18'   0" 

6,62    „ 

-6.68  „ 

65« 32' 10" 

90«   0'    0" 

4,55   „ 

-7,65   „ 

Da  hier  n  von  Tq  unabhängig  bleibt,  so  sind  t^  und  (p  zu  berechnen 

aus  den  Formeln 

1,6192    .  rsinr, 

'      1,3350        °  *'"[2(ti  — To)] 

Für  r^  =  0  wird  speciell 

'•=^•^^1^1=  [Krlü-O]=12,20mn.  (beob.  11.75.n.). 

Eine  derartige  Linse  würde  natürlich  für  die  Fische  absolut  unbrauch- 
bar sein,  namentlich  deshalb,  weil  bei  manchen  unter  ihnen,  z.  B.  beim 
Hecht  und  Karpfen,  die  Linse  in  ihrer  ganzen  Ausdehnung  vom  Lichte 
getroffen  wird.  . 

Digitized  by  VjOOQIC 
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Wir  geben  nunmehr  bei  der  Berechnung  der  Brennweiten  schief  ein- 
fallender Strahlen  aus  von  dem  Dichtigkeitsgesetze 


„  =  „(,+j1-!) 


und  legen  demgemäss  hierbei  die  Formel  ^) 

r  sin  T, 


und  der  Berechnung  der  Totalindices  die  Formel  63)  in  Verbindung  mit  N 


"i  = 


1,3830  mr. 


*"' |to- Ul  +  2  J  -  3|co5T,«f)  ««2ro} 
zu  Grunde.     Für  Parallelstrahlen  ergeben  sich  daraus  bei  einem  von  10^ 
zu    10®   wachsenden    Winkel   t^   folgende   Werthe   der   Brennweiten,   der 
totalen  Brechungsindices   und   der  Helligkeit  der  sphärischen   Gürtel  der 
KrystallÜDse : 


00  0  0 

10"  0'  0" 

20"  0'  0" 

30"  0'  0" 

40"  0'  0" 

60"  0'  0" 

60"  0'  0" 

70"  0'  0" 
74"  51 '60" 


0"  O'  0" 
10"21'60" 
20" 46'  0" 
31M1'60" 
41"45'  0" 
62" 31' 20" 
63"  47' 20" 
76"  46' 30" 
90"    n'    O" 


Helligkeit.  {        ni . 


qp. 


0,0161 
0,0436 
0,0745 
0,0913 
0,0920 
0,0906 
0,0712 
0,0265 


1,6192 

12,20  mm 

— 

1,6107 

12,2i    „ 

-f  0,02  mm 

1,0^56 

12,34    „ 

0,14    „ 

1,5694 

12,54    „ 

0.34    „ 

1,5341 

12,89    „ 

0,69    ., 

1,4932 

13.34    „ 

1,14    „ 

1,4516 

13,52    „ 

1,32    „ 

1,4158 

11,93    „ 

-0,27    „ 

1,4022 

7,29     „ 

-4,91    ., 

Aus  dieser  Tabelle  geht  mit  Evidenz  die  Wirkung  der  Schichtung 
hervor  und  zugleich  dass  es  nicht  die  Centralstrahlen ,  sondern  um  45^ 
seitlich  gelegene  Strahlen  sind,  welche  die  grösste  Helligkeit  des  Bildes 
äusserer  Objecte  liefern. 

Rostock,  30.  Januar  1880. 
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XV.   lieber  die  BeBtimmnng  des  Ortes  eines  Gestirns  dnroh  den 
Darohschmtt  sweier  grösster  Kngelkreise. 

In  der  ersten  Nummer  des  26  Jahrganges  dieser  Zeitschrift  S.  50  flgg. 
lenkt  Herr  Prof.  Dr.  S.  Günther  in  einem  interessanten  Anfsatze 
die  Aufmerksamkeit  auf  die  wenig  gekannte  Methode  von  Mästlin, 
den  Ort  eines  Gestirns  durch  den  Durchschnitt  der  Verbindungslinien 
von  zwei  Stempaareu  zu  ermitteln,  t,mit  deren  jedem  das  Gestirn  in 
einer  geraden  Linie,  eigentlich  Bogen  eines  grössten  Kreises ^^  erscheint, 
nnd  giebt  auch  eine  analytisch  geometrische  Lösung  der  Aufgabe.  Da 
aber  diese  Methode  der  Ortsbestimmung  eines  Gestirns,  wie  der  Herr 
Verfasser  mit  Kecht  bemerkt,  auch  heute  noch  von  Dilettanten  vielfach 
mit  Vortheil  angewendet  werden  könnte,  benütze  ich  diesen  Anlass,  eine 
in  mancher  Beziehung  einfachere  Lösung  des  Problems,  die  mir  vor 
einiger  Zeit  aufstiess,  zu  veröffentlichen. 

Die  Ortsbestimmung  wird,  wie  eine  leichte  Ueberlegung  zeigt,  im 
Allgemeinen  am  sichersten  ausfallen.,  wenn  die  Sternpaare  so  gewählt 
werden,  dass  das  unbekannte  Gestirn  im  Innern  des  durch  sie  ge- 
bildeten Vierecks  liegt,  so  dass  sein  Ort  durch  den  Durchschnitt  der 
Diagonalen  dieses  Vierecks  bestimmt  wird.  Doch  ist  die  Methode  auch 
anf  andere  Stempaare  anwendbar;  nur  ist  dann  darauf  zu  achten,  dass 
die  beiden  Kreise  sich  nahe  rechtwinklig-  durchschneiden. 

Seien  nun  die  sphärischen  Coordinaten  des  unbekannten  Gestirns  A 
und  /);  sei  ferner  die  Lage  des  durch  das  Sternenpaar  or^d^  und  «2^2 
gelegten  grössten  Kreises  durch  die  Länge  seines  aufsteigenden  Knotens 
^  und  seine  Neigung/^  mit  der  Fundamentalebene  gegeben,  und  wer- 
den die  analogen  Grössen  für  das  zweite  Sternpaar  a^d,  und  or^d^  mit 
^  und  /,  bezeichnet,  so  hat  man,  da  i^,  />  im  Durchschnitte  der  beiden 
grössten  Kreise,  also  auf  beiden  liegt, 

igD  ==:sm{Sl^-'A)  tgJ^, 

tgD  ==  5l>l(Äj—  A)  IgJ^.  Digitized  byCnOOgle 
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Die  beiden  ersten  Gleichungen  der  Systeme  a)  und  b)  liefern  Sl^Ji 
und  Sl^J^i  ^^^  sobald  diese  bekannt  sind,  ergiebt  die  dritte  Gleichung 
sofort 

sin{Sl^  —  A)tgJ^  ^sin{Sl^'-  A)  tgJ^, 
d.h. 

cosSl^igJ^  — cos^^tgJ^ 

und'  dann  eine  der  letzten  Gleichungen   D, 

Um  die  Formel  c)  zur  Berechnung  von  A  geschmeidiger  zu  machen, 
zähle  man  die  Rectascensionen  (oder  Längen)  nicht  vom  Fr  nhlin  gsnacht- 
gleichenpunkte  an,  sondern  von  einem  Punkte,  welcher  in  der  Funda- 
mentalebene utn  den  Bogen  N  in  der  Richtung  der  Zählung  von  ihm 
absteht,  wodurch  alle  Rectascensionen  (oder  Längen)  um  den  Winkel  N 
verkleinert  erscheinen.     Die  Gleichung  c)  lautet  dann 

^^  ^      cos{Sl^  —  N)tgJ^--cos{Sl^--N)tgJ^' 

Ertheilt  man  nun  dem  willkürlichen  Winkel  iVdenWerth  A'  =  — i— — , 
80  werden  die  Gleichungen  zur  Berechnung  von  A  und  D 

l  tgD==8in(Sl^--A)lgJi. 

Die  soeben  gegebene  Lösung  ist  wohl  die  natürlichste,  welche  sich 
aus  den  Gleichungen  a)  und  b)  gleichsam  von  selbst  ergiebt;  sie  kann 
aber  noch  in  Etwas  vereinfacht  werden.  Schreibt  man  nämlich  die  letzte 
Gleichung  der  beiden  Systeme  in  der  Form 

sin  (Äj  —  A)  clg  D  =  ctgJ^ , 
sin  (ßj  —  A)  ctg  D  =  ctg  J^ , 
so  kann  sie  zur  gleichzeitigen  Berechnung  von  A  und  D  leicht  in  die  fol- 
gende transformirt  werden: 

sin{Sli-A)cigI):=^clgJ^, 

Nimmt  man  auch  mit  den  beiden  ersten  Gleichungen  a)  und  b)  eine 
ähnliche  Transformation  vor,  um  sie  zur  Berechnung  der  Bestimmungs- 
stücke  der  beiden  grössten  Kreise  geeigneter  zu  machen ,  so  gestalten  sich 
die  Formeln  zur  Ermittelung  von  A  und  />,  übersichtlich  zusammen- 
gestellt ,  folgen  dermassen : 

cos (Sl^-a^)tgJ^=:  ^-^ —^ r^-1^  t 

^•"(«i-«»L..y  Google 
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sin  (ßg  — 

2) 


sin  (ßg  —  ag)  lg  J^  =  196^^ 


ig6^  —  cos(aJ^'-a^)lgö^ 


sin{a^  —  f^i> 

Isin  (Äj  —  A)  ctg  D  =  ctgJ^ , 
cos{^,  -  A)  ctg  D  =  ^i9J.-cosi^-^^)cigJ, 

Bei  dieser  Berech n an gsart  gewährt  noch  der  Umstand  einen  kleinen  Vor- 
theil,  dass  man  die  Winkel  J^  nnd  J^  gar  nicht  aufzuschlagen  braucht, 
da  m^n  nur  die  Tangenten,  resp.  Cotangenten  derselben  benöthigt,  die 
aas  den  Gleichungen  1)  und  2)  unmittelbar  erhalten  werden. 

Nach  den  Beobachtungen  von  Mästlin  stand  der  Tjchonische  Stern 
von  1572  in  demselben  grössten  Kreise,  einerseits  mit  6  Cassiopejae  und 
I  Cephei,  andererseits  mit  ß  Cassiopejae  und  X  Ursae  maj.*"  Die  Posi- 
tionen dieser  Sterne  auf  das  mittlere  Aequinoctium  1850,0  bezogen, 
sammt  ihren  säcularen  Eigen bewegun gen  sind  nach  Mädler's  Katalog 
der  Bradley^ scheu  Sterne: 


I 
I 

I        '  a  1850,0:  säc.EB.:  d  1860,0:  säe.  £B 


Ä  Cassiopejae     19<^  0' 40,46"     +59,9"     +  59^27' 12,57"    -4,0" 
iCephei    .    .  341    5   16,29       -   18,3       +65   24  43,17       -13,7 
13  Cassiopejae      0  18     3.89       +105,1       +58   19   19,64       -20,1 
A  Ursae  maj.  .  152    0  28,36       -  24,9       +  43   39   40,45       -   8,9 
Damach   war  die  Position  dieser  Sterne  am  Anfang  von  1573,   bezogen 
auf  das  mittlere  Aequlnoctium  von  1850,0: 

i  Cassiopejae     18^  57'  54"     +  59^ 27'  24" 
»Cephei    .    .   341     6     7       +65   25  21 
J3  Cassiopejae       0    13    13       +58   20  15 
k  Ursae  maj. .  152      1    37       +  43   40     5 
Ans  diesen  Daten  ergiebt  sich 

^1=   69' 45' 37",     c/^J,  =  9,660140, 

ßs,=  162  24  13        c/^y,  =  9,275760, 

i4  =  4«  25'  45",     Z>  =  +  63^  17'  26". 

Argelan  der  hat  durch  eine  sorgfältige  Discussion  der  Tjchonischen 

Beobachtungen    dieses  Sternes   für  den  wahrscheinlichsten  Ort  desselben 

(ebenfalls  auf  das  Aequinoctium  1850,0  reducirt)  gefunden  (Astr.  Nachr. 

LXII,  273): 

^  =  407'  37",     Z>  =  +  63^  18'.56", 

was  von  dem  obigen  Orte  im  Bogen  grössten  Kreises  nur  8,3'  abweicht. 
Dies  Resultat   ist  wohl   der   beste  Beweis   ftir  die  Leistungsfähigkeit  der 


*  In  der  oben  angezogenen  Abhandlang  von  Dr.  Günther  steht  S.  61  aus 
Versehen:  im  Fnsse  des  kleinen  Bären.    Auch  folgt  aus  den  dort  angeführten. 
Orten  der  Sterne  für  die  Länge  des  Tjchonischen  Sternes  L^S.%9u%l  statt  7«38^le 
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Methode  und  zeigt  auch,  wie  begründet  Tycho^s  Ausspruch  war,  dass  der 
Autor  derselben,  Mästlin,  mit  Nichts  weiter,  als  einem  Faden  zur  Fest- 
stellung des  Alignements  versehen,  weit  mehr  geleistet  habe,  als  Andere 
mit  den  t)esten  Instrumenten. 

Währing  b.Wien,  d.  23.  Jan.  1881.      Prof.  Dr.  Edmund  Weiss. 


XVI.   üeber  oonfooale  Fläehen. 

Wenn    man   die   Gleichung   des  Kegels  vom   zweiten  Grade   in   der 

Form  schreibt 

J*  13*  £* 

A  —  A  fJL  —  A  V  —  A 

WO  A  >  fi  >  V  constante  Grössen  sind,  während  k'  veränderlich  ist,  so 
stellt  sie  zugleich  ein  System  von  confocalen  Kegeln  vor,  welche  reell 
sind,  so  lange  sich  X'  innerhalb  der  Grenzen  k  und  v  bewegt,  also 
A>JL'>v  ist.     Man  erhält  ferner 


2) 

für  i'=i 

1  =  0. 

3) 

»    ^'=ft 

n  =  o, 

4) 

„    X'=  V 

t=o, 

•.-± •/£:=.  -z^. 


—  /       A  —  a 

—  f       fl  — V 

Die  Gleichungen  3)  entsprechen  den  Focallinien;  da  nun  die  beiden 
anderen  Gleichungen  2)  und  4)  ebenso  abgeleitet  sind,  wie  3),  und  sich 
nur  dadurch  unterscheiden,  dass  sie  imaginäre  Werthe  liefern,  so  wird 
man  überhaupt  die  den  Relationen  2),  3),  4)  entsprechenden  Geraden 
Focallinien  nennen  und  in  diesem  Sione  sagen  können,  dass  ein  Kegel 
zweiten  Grades  drei  Paare  von  Focallinien  hat,  wovon  eines  reell  ijBt, 
während  die  beiden  anderen  imaginär  sind. 

Ä  — 11  fJL  —  V       s  —  1 

Setzt  man  in  2)  ; =  £,  so  erhält  man  aus  3)  und  4) = , 

A— V  f*~A  * 

V  —  l  1 

= z-     Hieraus    folgt,    dass   ein   System   von   confocalen    Kegeln 

bestimmt  ist,  wenn  irgend  ein  Paar  von  Focallinien,  ein  reelles  oder 
ein  imaginäres,  gegeben  ist.  Die  letzteren  werden  in  den  Ebenen  der 
rii  oder  §i;  construirt,   indem   mau  in  2)  und  4)  die  Grösse  t  wegläset. 

^    ^      +1 =1> 


k ^k-ß^k-y 

x^      y*         z^ 


5)  -  +  — -^  + =  1» 


"        "       '^       "      ^  Digitizedby  Google 
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Diese  Gleichungen  gehören  einem  System  von  confocalen  Flächen  an, 
welches  mit  (Afiv)  bezeichnet  werden  soll  (A>y>|»>j8>v),  und  die 
sich  im  Punkte  S  schneiden.  Betrachtet  man  denselben  als  Spitze  eines 
Kegels,  welcher  das   zu   demselben  System  gehörige  confocale  Ellipsoid 

(A),   dessen  Gleichnng   also  -p+p — r'^T' ~^    ^®^'   ^^   ^®'  Ellipse  E 

berührt,  so  ist  1)  die  Gleichnng  dieses  Tangentialkegels,  wenn  die  Co- 
ordinaten  ^,  ti^  t  &Qf  die  durch  S  gehenden  Normalen  von  (A),  (fi),  (v), 
welche  zugleich  die  Axen  des  Kegels  sind,  bezogen  werden. 

Mit  jeder  von  diesen  Normalen  fallen  zwei  Hauptkrftmmungshalb- 
messer  zusammen;  wir  bezeichnen  diejenigen  des  Ellipsoids  (A)  mit  L 
und  L\  des  einmantligen  Hyperboloids  (fi)  mit  M  und  M\  und  des 
zweimantligen  mit  N  und  N\  so  ist 

6)  I  =  —  (A  -  ft)%  (A  -  vy\      X'  =  —  (A  -  fA)V3  (A  -  v)V., 

7)  ilf=A-a-f4)'/'(i*-v)V.,     iW=-4(i-^)V.(^-v)V., 

w  n 

8)  N  =  l!{l-v)'''{(i-vy\     JV'=4(i-v)V.(^-v)V.; 

n  =  ^A(A-/S)(i-y) ,      «'  =  j/Mii~/S)()'-ft) ,      «''=  /v"(^'-7)  (y  -  v). 
Wenn  man  diese  Werthe  mit  2),  3),  4)  combinirt,  so  findet  man 

10)  f  =  ±  /|l, 

Nun  giebt  die  Gleichung  10)  die  Richtung  der  (reellen)  Erzeugen- 
den des  Hyperboloids  (fi)  an;  da  aber  die  beiden  anderen  Gleichungen 
9)  und  11)  auf  analoge  Weise  abgeleitet  sind,  so  werden  sie  ebenfalls 
die  Richtungen  von  Erzeugenden  vorstellen,  und  zwar  von  den  imagi- 
nären des  PjUipsoids  (A)  und  des  zweimantligen  Hyperboloids  (v).  Man 
überzeugt  sich  hiervon  auch  «durch  Betrachtung  der  Dupin* sehen  Iu- 
re* y« 
dicatrice    — 1-^=1,    wo    q    und   q'  die   beiden    Hauptkrümmungshalb- 

messer  in  irgend  einem  Punkte  einer  Fläche  sind  und  die  Coordinaten 
^  und  y  sich  auf  die  Tangenten  der  Krümmnngslinien  beziehen,  welche 
durch  diesen  Punkt  gehen.     Ist  die  Indicatrice  eine  Hyperbel,  so  giebt 

das  Axenverhältniss    j/  ^   die  Richtung   der  reellen  Erzeugenden  und, 

^  T 

wenn  sie   eine  Ellipse   ist,   der  imaginären  Erzengenden  der  Fläche  an.i^lC 
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Somit  kann  man  den  Satz  von  Cbasles- Jacobi  durch  Ausdehnung  auf 
die  imaginären  Focallinien  und  Erzeugenden  also  erweitern: 

Die  Focallinien  des  Systems  von  Kegeln,  welche  aus 
einem  beliebigen  Punkte  S  den  Flächen  eines  confoc»len 
Systems  umschrieben  werden,  sind  die  Erzengenden  der  drei 
durch  S  gehenden  confocalen  Flächen;  die  reellen  Focal- 
linien gehören  dem  einmantligen  Hyperboloid  an,  die  ima- 
ginären dem  Ellipsoid  und  dem  zweimantligen  Hyperboloid. 

Es  wurde  oben  angenommen,  dass  der  Kegel  iV  die  Fläche  (A')  be- 
rühre; man  würde  aber  durch  die  Tangentialkegel  von  (fi)  oder  (v')  auf 
dieselben  Resultate  gekommen  sein. 

Wir  betrachten  nun  die  Ellipse  E  als  Focalellipse  eines  zweiten 
Systems  {Itnn)  von  confocalen  Flächen: 

m       m  —  (}       m  —  c 

— r  =  ^' 


l^c>m>b>ny  und  nehmen  an,  diws  sich  die  Flächen  (f),  (m),  («) 
ebenfalls  in  S  schneiden.  Die  Halbaxen  von  E  sind  also  j/c  und  j/c^  —  b^. 
Da  der  oben  betrachtete  Kegel  5  durch  die  Focalellipse  E  geht, 
welche  als  specielle  confocale  Fläche  dem  zweiten  System  angehört,  so 
kann  er  auch  für  dieses  letztere  als  Tangentialkegel  angesehen  werden 
und  wird  insofern  der  Gleichung 

i*  n^  t^ 

/  —  cm  —  c       71  —  c 

entsprechen,  wo  die  Coordinaten  |,  17,  £  auf  dieselben  Axen,  wie  in  1) 
bezogen  sind.  Diese  Gleichung  folgt  aus  1),  denn  l^  m^n  sind  die  Halb- 
axen in  der  Richtung  der  a:-Axe  von  drei  confocalen  Flächen,  welche 
durch  die  Spitze  S  des  Kegels  gehen,  nnd  c  ist  die  Halbaxe  in  dersel- 
ben Richtung  von  der  confocalen  Fläche,  nämlich  der  Focalellipse  E^ 
die  der  Kegel  berührt.  Demnach  sind  di»  Focallinien  des  Kegels  S  auch 
die  reellen  und  imaginären  Erzeugenden  der  Flächen  U),  (m),  (n),  und 
je  eine  Fläche  des  ersten  Systems  (AfAv)  wird  von  einer  Fläche  des 
zweiten  Systems  (Imn)  berührt.  Ferner  werden  die  Gleichungen  9),  10), 
11)  auch  dann  gelten,  wenn  man  anstatt  der  Hauptkrümmungshalbmesser 
von  {k^nv)  diejenigen  von  {Imn)  setzt,  welche  wir  mit  LqL'qMq,,.  bezeich- 
nen.    Man  hat  also  die  Relationen 

M,  L-h     *_^    L-^ 


^        ^««izedby  Google 
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Die  Werthe  von  £q,  //q,  A/^,  ..-.  findet  man  ans  6),  7),  8),  indetn  man 
die  Grössen  A,  fi,  v,  ßy  y  durch  /,  m,  n,  6,  c  ersetzt.  Hieraus  folgt 
der  Satz: 

Wenn  ein  System  von  confocalen  Fl&chen  gegeben  ist 
und  man  legt  durch  einen  Punkt  S  im  Räume  eincfn  Tangen- 
tialkegel,  welcher  eine  dieser  Flfichen,  z.  B.  das  Ellipsoid, 
in  einer  Ellipse  E  berührt,  so  ist  durch  E  als  Focalellipse 
ein  zweites  System  von  Confocalen  bestimmt:  die  drei  durch 
5  gehenden  Confocalen  des  zweiten  Systems  haben  mit  je 
einer  Confocale  des  ersten  in  diesem  Punkte  eine  Berührung 
zweiter  Ordnung  insofern,  als  nicht  blos  die  Tangenten  der 
Krümmungslinien,  sondern  auch  die  reellen  oder  imaginären 
Erzeugenden  von  je  zV'ei  sich  berührenden  Flächen  zusam- 
menfallen. 

Liegt  der  Punkt  S  auf  der  Focalhyperbel  des  ersten  Systems,  so 
wird  der  Kegel  Ä  ein  Rotationekegel ;  ferner  ist  L^=  L^  =  Lq  =  L'^^  d.  h. 
S  ist  ein  Kreispunkt  des  Ellipsoids  vom  zweiten  System. 

In  der  Ebene  hat  man  statt  der  Flächen  (Xfiv)  confocale  Ellipsen 
und  Hyperbeln;  die  Focalellipse  E  wird  zur  Polare  von  S\  betrachtet 
man  die  Durchschnittspunkte  derselben  mit  der  Ellipse  {k')  als  Brennpunkte 
einer  Ellipse  oder  Hyperbel,  welche  durch  S  gehen,  so  haben  diese  in 
<^  die  gleichen  Krümmungshalbmesser,  wie  die  Confocalen  des  ersten 
Systems. 

Reutlingen.  Dr.  O.  Böklbn. 

XVIL  Geometrischer  Satz. 
Von  Dr.  F.  Hocevar  in  Innsbruck. 

Bezeichnet  man 

mit  E^y  B^y  E^  drei  Ebenen,  welche  sich  in  einer  geraden  Linie 
schneiden , 

mit  /*!  die  Fläche,  welche  von  irgend  einer  geschlossenen  Curve  auf 
i?i  begrenzt  wird, 

mit  /*2  die  Projection  dieser  Fläche  auf  E^  in  einer  zu  E^  parallelen 
und  sonst  beliebigen  Richtung, 

mit  f^  die  Projection  derselben  Fläche  auf  Aj  in  einer  zu  E^  parallelen 
und  sonst  beliebigen  Richtung, 

mit  A'j,  Ä'g,  h\  die  Volumina  dreier  Kegel,  welche  fj,  /i,  f^  als  Grund- 
flächen und  einen  irgendwo  im  Räume  gelegenen  Punkt  als 
gemeinsame  Spitze  haben, 

endlich  mit  f^,  e^f  ^s  ^^^  positive  oder  negative  Einheit, 
Bo  ist  stets 

h  Ä 1  =  h  A'2  +  «8  ^s  •  ^.g.,^^,  ,y  Google 
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Die  Werthe  der  Grössen  b  werden  in  der  folgenden  Weise  bestimnii: 
Man  nimmt  in  einem  der  beiden  von  den  Ebenen  E^  und  E^  gebil- 
deten Winkelräume  einen  fixen  Pnnkt  0  an  nnd  setzt  für  jedes  e  die 
negative  oder  positive  Einbeit,  je  nachdem  die  gemeinschaftliche  Kegel- 
spitze sich  mit  dem  Punkte  0  auf  der  gleichen  oder  auf  der  entgegen- 
gesetzten Seite  bezüglich  jener  Ebene  E  befindet,  welche  mit  demselben 
Index  bezeichnet  ist,  wie  die  eben  betrachtete  Grösse  e. 

(Aus  den  Sitzungsberichten  der  Wiener  Akademie.) 


XVni.  Ueber  die  Verwandlung  des  Rechtecks  in  ein  ftnadrat 

(Hierzu  Taf.  IV  Fig.  3.) 

Wenn  in  einem  Rechtecke  ABCD  (Fig.  3)  die  Höhe  BC  mehr  als 
die  Hälfte  der  Grundlinie  AH  beträgt,  so  kann  dasselbe  auf  folgende 
Weise  in  drei  Stücke  zerlegt  werden ,  die  sich  zu  einem  Quadrate  zusam- 
mensetzen lassen.  Man  beschreibe  über  AB  einen  Halbkreis,  nehme 
BE'=BC^  errichte  in  E  eine  Senkrechte  bis  zum  Durchschnitte  F  mit 
dem  Halbkreise  und  ziehe  AF  bis  zum  Durchschnitte  G  mit  CD,  Das 
Rechteck  ABCD  ist  nun  in  die  drei  Stücke  A  B  F,  BCGF  und  GDA 
zertheilt,  welche  sich  zu  dem  Quadrate  BFMN  zusammensetzen  lassen, 
wenn  das  Viereck  BCGF  längs  der  Geraden  GA  verschoben  wird,  bis 
G  auf  A  fällt,  und  wenn  nachher  das  Dreieck  GDA  nach  B LN  gelegt  wird. 

Beträgt  die  Höhe  BC  weniger  als  \AB^  so  verwandle  man  das 
Rechteck  ABCD  in  ein  anderes  mit  den  Seiten  i^AB  und  2BC  und 
betrachte  2BC  als  Basis;  die  vorige  Construction  ist  dann  wieder  an- 
wendbar. 

Soest.  F.    SOHÖNBMAMN. 


Digitized  by 
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X. 

Die  DiBOOntinnitäten  der  zweiten  Differentialquotienten 
des  OberflächenpotentialB, 

Von 

Theodor  Hörn 

in  Ldpsig. 
(SohluBB.) 


§4. 


•  ^2y 

Diioontinnität  von  ;r — ^, 

dxoy 

Wir  bezeichnen  die  Discontinaität  von  - — r^  mit  ^[xy)  und  defini- 
er .r  oy 

ren  sie  durch  die  Relation 

dabei  ist  über  die  Punkte  t  und  a  dasselbe  zu  sagen,  was  auf  Seite  149 
hierüber  ausgesprochen  wurde.  Zur  Berechnung  von  - — ~-  benützen  wir 
die  Gleichung  6),  die  wir  jetzt  in  der  folgenden  Form  anwenden: 

dv. '  r\  dl ,      rdc  c^z , 

4=  f rfco  —  I  / —  (1(0  —  J, 

dx     J  E  da  J    da     FJ 

Hieraus  ergiebt  sich  durch  Differentiation  nach  y 


^^>        ^u=ffa^-E^'''"-^J'ra 


(b-y){e-z)  dJ 

am  —  TT—  • 


dy    J  da     E^  J    da  E^  dy' 

So   lange    z  (und  damit  E)  endlich  bleibt,   ist  diese  Formel  zur  Berech- 

d^V 
Dung  von   ;; — ~  anwendbar:  verschwindet  aber  z,  so  wird  der  Ausdruck 

dxdy 

unter  dem  zweiten  Integral  rechter  Hand  unendlich  und  damit  das  Integral 
selbst  scheinbar  unbestimmt.  Wir  formen  daher,  ehe  wir  z  unendlich 
klein  werden  lassen,  dasselbe  um  durch  eine  partielle  Integration^  Zu 
dem  Ende  bilden  wir  die  identische  Gleichung  L^yu^^^uy vnOOglC 

Z«ltseliTin  f  Matheufttik  v.Pfayfllr  XXVI,  4.  1& 
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db\  da    £•  ) 

VdaJ    K»- 


^   de  {b-y){e-2)      de  de  E»-3{c~z)* 

~  da  B«  "^da  dh  f?  ■•  db' 

Lösen  wir  dieselbe  nach  dem  ersten  Gliede  rechter  Hand  auf  und  sab* 
stitniren  den  gefundenen  Werth  in  das  zweite  Integral  von  16),  so 
erhalten  wir 


d 


xdijj  da     E»      •*    ./    d,i  da  /••'•  " 

('d(dc\e-z,      ,ri(,dcc-z\.         dJ 


WO   sftmmtliche  Integrale   mit  Ausuahme   des   letzten   zu   erstrecken  sind 
über  CO,  das  letzte  dagegen  über  die  Grenze  a  von  g>. 

Das  vorletzte  Integral  der  Gleichung  16)  können  wir  in  derselben 
Weise,  wie  das  Integral  J  (S.  151)  behandeln.  Bezeichnen  wir  das  zu 
transformirende  Integral  mit  /'  und  ersetzen  wir  darin  dio  durch  dadb^ 
so  erhalten  wir 

l- z^  ]db\da. 


^-/Ä('l^9--)-=/i/Ä('K9-')' 


Dieses  Integral  ist  also  von  der  Form  J  [7)]  und  ist  ebenso,  wie  J  zn 
erstrecken  über  den  kleinen  Theil  der.ry-febene  w.  Nur  haben  wir  hier 
statt  der  Grenzen  —  ftj  iind  h^  als  entsprechende  Grenzen  —  fl^  und  a,, 
und  statt  der  Integration  in  J  nach  b  haben  wir  in  J"  eine  solche  nach  a, 
r/j  und  a^  sind  jetzt. positiv.  Wir  können  daher  J''  in  ganz  derselben 
Weise  wie  /in  ein  Linien  integral  umwandeln,  nur  haben  wir  die  a- Rich- 
tung mit  der  6 -Richtung  und  x  mit  y  zu  vertauschen.  Wir  erhalten 
hiernacb 

worin  n  wieder  die  nach  innen  positiv  gerechnete  Normale  der  in  der 
a:y- Ebene  liegenden  kleinen  Curve  c  ist. 

Wir  bezeichnen  nun  in  der  Gleichung  16')  die  drei  ersten  Integrale 
der.  Reihe  nach  mit  A^j,  K^^  K^,  Vorstehen  wir,  analog  der  früheren 
Bezeichnnngsweise,  unter  (Ä'i)^  die  sprungweise  Aenderung  von  iT, ,  wenn 
der  Punkt  (.r,  y,  z)  die  gegebene  Flftche  von  der  negativen  zur  positiven 
Seite  durcbschreitet,  so  wird  mit  Rücksicht  auf  16') 

.6-)       ^(xrt = TOI  -  W.  -  (*.)!+ (^t-(|-2;,ogle 
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Daa  erste  Integral  der  Gleicbung  16') 

können  wir  an f fassen  als  den  ersten  Differential qnotienten  nach  y  von 
einem  Potential,    welches   von    einer   Massenbelegnng  herrührt,   die   mit 

einer  Dichtigkeit  f^}')  über  das  kleine  Flächensttick  o  aasgebreitet  ist. 

Da  nun  in  allen  dem  Pnnkte  0  unendlich  nahe  liegenden  Stellen  (^/) 

endlich  und  stetig  und  ferner  die  j/-Axe  eine  in  0  an  die  gegebene 
Fläche  gelegte  Tangente  ist,  so  folgt  nach  einem  bekannten  Satze  über 
das  Flächenpotential*,  dass  das  Integral  K^  endlich  und  stetig  bleibt,  wenn 
der  Punkt  (:r,  y,  z)  in  0  die  gegebene  Fläche  durchschreitet.     Also  ist 

Das  zweite  Integral  der  Gleichung  16') 

de  ^»-3(c-2)» 


^'-ß'^ 


db  £» 

kSnnen  wir  in  der  Form  schreiben 


dm 


--/•f. 


wo  jetst 

ist.     Aus   der  Untersuchung  des  ähnlichen  Integrals  J^  folgte,    dass  der 
Factor 


«('-'(^0') 


innerhalb  des  Integrationsgebiets  endlich  bleibt;  ferner  sahen  wir  (S.  154), 

de   1 
dass    —  —   immer   endlich   ist,   wenn   der  Punkt  P{xyz)   die  gegebene 

Fläche  in  0  in  einer  Richtung  durchdringt,  die  mit  der  Tangentialebene 

(a6)  einen  von  Null  verschiedenen  Winkel  bildet.     Ganz  dasselbe  muss 

de  1 
auch  von  dem   Ausdrucke  —  —  gelten,    weil   die   Richtungen   a   und   h 

in  unserer  Betrachtung  ganz  äquivalent  sind.  Wir  finden  also,  dass  der 
Ausdruck  ft  unter  den  angeführten  Bedingungen  für  alle  Stellen  des 
Integrationsgebiets  endlich  bleibt,  woraus  durch  eine  analoge  Schluss- 
weise,  wie  bei  der  Behandlung  von  J^  folgt 

Wl  =  o. 

♦  Gauss,  Allgemeine  Lehrs.,  Art.  17.  ^'^'^^^"^  byCnOOgle 

15* 
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Das  dritte  Integral  der  Gleichung  16') 

ist  von  der  Form  13)  nnd  besitzt  daher  eine  Unstetigkeit  von  der  Grosse 


{y^(40Lo' 


in\ 

'  ob  \  öaJ^ 

6=0 

vorausgesetzt,  dass  der  in  eckige  Klammern  geschlossene  Aasdrnck  ffir 
Pankte  (a,6),  die  0  unendlich  nahe  liegen,  sich  stetig  Ändert.    Nnn  ist 

d1_dc 
\db  '   ^  db  da' 

Nach   den  gemachten  Voraussetzungen  aber  ändern  sich   ^  und  sämmt- 

liche  übrigen,  in  der  letzten  Gleichung  auftretende  Grössen  in  der  unmit- 
telbaren Nähe  von  0  stetig,  also  geht  der  in  eckige  Klammern  geschlossene 
Ausdruck  für  verschwindende  a  nnd  b  in  stetiger  Weise  in  einen  bestimm- 
ten Grenzwerth   über.     Da   nun  nach  den  Formeln  2')  für  a  =  0,  6  =  0 


dadb  '       da 

ist,  so  besitzt  dieser  Grenzwerth  den  Werth  Null,   d.  h.   es  ist 

(Ä8)i=o. 

Es  erübrigt  noch,  die  beiden  letzten  Glieder  der  Gleichung  16)  sn 
untersuchen.  Mit  Rücksicht  auf  die  Umwandlung  der  Integrale  J"  und  / 
in  Randintegrale  und  die  darüber  auf  Seite  155  gemachten  Bemerkungen 
ergiebt  sich  daher 

Fassen  wir  das  Resultat  für  die  Discontinuität  von  - — :—-  zusammen, 

dxdy 

so  finden  wir,  da  die  sämmtlichen  K  stetig  sind, 

'  ^   *'      \dxdy)i     \dxdy). 

Wir    sind    bei    der    Untersuchung    der    Stetigkeit    von    ^  ^  ^     ans- 

dV 
gegangen  von  der  Gleichung  6)  für  --^.     Offenbar   hätten   wir  zu  dem- 

selben  Resultat  auf  dem  analogen  Wege  gelangen  müssen,  wenn  wir  von 

d  V 
einer   der  Gleichung  6)    ähnlichen  Formel    für  -t— ^    ausgegangen   wären, 

weil  die  Grössen  n  und  />,  x  und  y  m  E  u,  s.  w.  ganz  symmetrisch  vor 
kommen.  l^i^ui^^u  üyvnOO^.^^ 
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§5. 
Disoontinnität  von  -r— ^. 

Setzen  wir  Über  die  Punkte  t  und  a  wieder  dasselbe  voraus,  wie 
früher,  so  können  wir  die  Discontinuität  von  -r-^  definiren  durch  die 
Relation 


Zur  Berechnung  von  d{z^)  bieten  sich  zwei  Wege  dar.  Entweder  können 
wir  die  fragliche  Discontinnität  berechnen  mit  Hilfe  der  Laplace'schen 
Gleichung 

an^er  gleichzeitiger  Benutzung  der  bereits  für  ^(.^^),  ^(y*)  gefundenen 
Werthe,  oder  wir  können  einen  analogen  Weg  einschlagen,  wie  er  zur 
Berechnung  von  J{x*)  etc.  angewandt  wurde,  nämlich  die  Methode  der 
partiellen  Integration.  Wir  werden  nacheinander  beide  Methoden  durch- 
führen. 

Die  La  place* sehe  Gleichung  gilt  bekanntlich  für  alle  Stellen  des 
Raumes,  die  ausserhalb  der  einwirkenden  Massen  liegen,  also  auch  für 
die  Punkte  t  und  a.     Für  diese  Stellen  erhalten  wir 

Snhtrahiren  wir  die  zweite  Gleichung  von  der  ersten,  so  ergiebt  sich 

J{x*)  +  J{y*)  +  ^ (2*)  z=0. 
Nun  war  nach  den  Formeln  14)  und  15) 


Iso  wird 

18) 

^(»»)  =  -4»?o(r+r)- 

Selbstverständlich  gilt  die  Formel  18)  nur  dann,  wenn  r|  und  r^,  sowie 
q  und  seine  ersten  Ableitungen  diejenigen  Bedingungen  erfüllen,  die  bei 
der  Bere.cbnung  von  /d{x*)  und  d(y*)  gemacht  wurden,  also  nur  dann, 
wenn  für  alle  Punkte,  die  0  unendlich  nahe  liegen,  die  Krümmung  der 
Fläche,  sowie  q  und  seine  ersten  Ableitungen  nach  den  Tangenten  der 
Fläche  in  0  endlich  und  stetig  sind. 

Wir  berechnen  nun  ^(«*)  auf  dem  zweiten,  directen  Wege.  Da  die 
Berechnung  der  zweiten  Differentialqnotienten  des  Oberflächenpotentials 
nur  dann  einen  Sinn  hat,  wenn  sich  für  verschwindende  x^y^z  dieselben  7lC 
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einem  bestimmten  endlichen  Grenzwerthe  nähern  oder,  was  dasselbe  ist, 
wenn  sie  sich  stetig  ändern  bei  beliebigen  Verrücknngen  der  Punkte  f 
und  Oy  ohne  dass  dabei  die  gegebene  Fläche  durchschritten  wird,  so 
können  wir  hier  von  vornherein  o:  =  ^  =  0  setzen ,  denn  Differentiationen 
nach  X  und  y  treten  bei  der  auszuführenden  Berechnung  nicht  auf. 

Wenn   der  Punkt   {x ,  ^,  z)   nicht  in  der  mit  Masse  belegten  Fläche 

selbst  liegt,   ist  -^   identisch   mit   der  Z-Componente  der  von  den  auf 

dem  kleinen  Flächenstnck  o  gelegenen  Massen  auf  den  Punkt  (x,  y^  z) 
ausgeübten  Wirkung,  so  dass 

Ersetzen  wir  do  durch  --Qdgd9^  so  können  wir  auch  schreiben 

y 

a  0 
worin  q^  den  Werth  bedeutet,  den  q  für  Punkte  der  kleinen,  den  Punkt  0 
umschliessenden  Curve  0  annimmt.  Dieses  Integral  wird  für  verschwin- 
dende Xy  y  und  z  scheinbar  unbestimmt,  weshalb  wir  es,  bevor  wir  es 
nochmals  nach  z  differentiiren ,  durch  eine  partielle  Integration  umformen. 
Zu  dem  Ende  bilden  wir  die  identische  Gleichung 

a  /  c-2\     dt  c-^z       de  1        c-2/    ,  ,        .ac\ 

woraus  folgt 

c  — «    ^  dt  c  —  z       d  f  <'  — A  ,     ^c  P* 

'"^^""ä^  'T"'d'Q\T)^^TQ  e^' 

Wir  bilden  ferner,  um  das  letzte  Glied  dieser  Gleichung  weiter  umzu- 
formen^ den  folgenden  Ausdruck:  ^c 


doYdo  e)      dg  dg  E'^EXdg^^^dg)      ^dg  E^ 


de  g^ 
Lösen  wir  diese  Gleichung  nach  dem  Gliede  t—  -^^  auf  und  substituiren 

og  Er 

diesen  Werth  in  die  vorhergehende  Formel,  so  können  wir  mit  Hilfe  des 

c^~  z 
so  für  '—77-  g  erhaltenen  Ausdrucks   die  Gleichung  19)  jetzt  schreiben 


-JJl,  (i('"  -  "> + 81 '))  '» ''*•„,«  «Google 
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worin  sämmtliche  Integrale  über  &  von  0  bis  2n  und  über  q  von  0  bis  pj 
zu  erstrecken  sind. 

Das  letzte  Integral  dieser  Formel,  welches  wir  mit  L  bezeichnen, 
läset  sich  theilweise  ausführen;  wir  erhalten 

0    0  0 

Für  ^  =  0  geht  /  über  in  gQ  und  E  in  +  (c— z),  wo  das  Vorzeichen  von 
{c—z)  so  zu  wählen  ist,  dass  E  positiv  wird.    Daher  können  wir  schreiben 

0 
wo  das  positive  oder  negative  Vorzeichen  von  2nqQ  gilt,  je  nachdem  z 
einen  unendlich  kleinen  positiven  oder  negativen  Werth  besitzt. 

Um   nun   mit  Hilfe  der  Formel  20)  -^~~  zu  bilden,   haben  wir  die- 

o  z 

selbe  nochmals  nach  z  zu  differentiiren.  Wir  nehmen  die  Differentiation 
einzeln  unter  sämmtlichen  Integralen  dieser  Formel  vor  (da  sie  nicht  un- 
bestimmt werden  für  verschwindende  a;,  ;/  und  2).  —  Der  Ausdruck  unter 
dem  Integral  L  kann,  da  p^  endlich  ist,  niemals  unendlich  werden.  Wir 
können  daher  schreiben 

»■)  ^=/[(-'*+<«-)r-')«,-- 

0 
Mit  Rücksicht  auf  frühere,  über  Randintegrale  gemachte  Bemerkungen 
(S.  155)  ist  aber  dieses  Integral  endlich  und  stetig,  wenn  der  Punkt  (oß^y^z) 
die  gegebene  Fläche  in  0  durchschreitet. 

Wir  untersuchen  nun  in  analoger  Weise  diejenigen  Integrale  der 
Gleichung  20),  die  sich  nicht  in  Raadintegrale  verwandeln  lassen.  Das 
erste  Integral  dieser  Formel 

2nQt 

c- 


0    0 
bleibt  endlich   u'nd   bestimmt,    weil   ^   endlich   und   absolut  genommen 

~p-^l  ist.    Differentiiren  wir  dasselbe  nochmals  nach  z,  so  erhalten  wir 

0     0  Digitizedby  Google 
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Um  nun  zu  untersachen,  ob  dieses  Integral  endlich  nnd  stetig  bleibt, 
wenn  z  verschwindet  und  sein  Vorzeichen  ändert,  zerlegen  wir  es  in  der 
folgenden. Weise:  ^^  ,  ^^  ^^ 

0    0  OS 

Hierbei  wählen  wir  ö  so  unendlich  klein,  dass  es  noch  unendlich  gross 
gegen  z  bleibt,  und  dass  das  zweite  Integral  der  letzten  Formel,  welches 
über  Q  von  Ö  bis  ^,  erstreckt  ist,  noch  einen  endlichen  Werth  erhält. 
Das  Letztere  ist  immer  möglich.  Ist  aber  dieses  Integral  endlich,  so 
bleibt  es  nach  einer  mehrfach  angewandten  Schlussweise  auch  stetig. 
Wir  untersuchen  daher  nur 


2n8 


ffn 


0    0 
Wir   substituiren    hierin    für    —,    eine    Reihenentwickelung.     Setzen 

wir  zur  Abkürzung  (»^  +  ^^  =  ^^  und  berücksichtigen  wir,  dass  für  unend- 
lich kleine  q  nach  Formel  1')  « 

gesetzt  werden  kann,  so  können  wir  schreiben 

60  dass  wir  folgende  nach  steigenden  Potenzen  des  letzten  Gliedes  fort- 
schreitende Reihenentwickelung  aufstellen  können : 

2^^  F^-^^+g" ^V +  ---^+^' 

wo  wir  unter  R  die  Summe  sftmmtlicher  Glieder  der  Reih enent Wickelung 
mit  alleiniger  Ausnahme  des  ersten  verstehen.  Das  erste  Glied  dieser 
Reihe  21 ')  wird  für  unendlich  kleine  (>  und  z  unendlich  gross;  dagegen 
ist  leicht  zu  sehen,  dass  das  zweite  Glied  in  diesem  Falle  endlich  bleibt 
und  die  folgenden  Glieder  sogar  unendlich  klein  werden,   d.  h.  dass  R 

immer  endlich  bleibt.  Berücksichtigen  wir  ferner,  dass  auch  —  inner- 
halb des  Integrationsgebiets  endlich  ist,  so  folgt,  dass  das  letzte  Integral 
der  Formel 

0    0  0    0  0    0 

unendlich  klein  bleibt  auch  für  unendlich  kleine  z,  denn  die  Integration 
nach  Q  erstreckt  sich  blos  von  Null  bis  zu  der  un^pdUpi^  kleip^  £[ö>sse  i 
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Wir  haben  daher  nur  das  erste  Integral  rechter  Hand  weiter  za  betrachten. 
Za  dem  Ende  bilden  wir  die  Relation 

oder  mit  Rücksicht  auf  die  Formeln  4') 

—  =  q^cos9  +  q^ sind'  +  t(;(^,  ^) , 

wo  ^(^,  d)  eine  solche  Function  von  q  und  ^  ist«  die  mit  q  unendlich 
klein  wird  von  der  Ordnung  q.  Das  zu  betrachtende  Integral  zerfallen 
wir  nun  in  die  folgenden  zwei  Integrale: 

2n  9 


fß 


ÜP^'^ 


2nö  0    ^  2«d. 

0    0  0    0 

▼on  denen  das  letzte  uuendlich  klein  ist,  weil  ^(p,  &)  von  der  Ordnung  ^, 

also  ^(^f*^)— ^  endlich  ist  und  in  Bezug  auf  p  nur  über  eine  unendlich 

kleine  Strecke  integrirt  wird.  Das  erste  Integral  (rechter  Hand)  der  letzten 

Formel  ist  von  der  Form 

2« 


/(■ 


^{Acosd+  B  sind)dd^ 
0 

wo  A  und   B  von   ^   unabhängig   sind,   denn  g^  und  ^2  ^^^^  Constante. 
Ein  solches  Integral  besitzt  aber  den  Werth  Null. 

Fassen    wir   alles  in  Bezug  auf  -^   Gesagte   zusammen,    so   finden 

wir,  dass  dieser  Ausdruck  endlich  und  stetig  bleibt,  wenn  der  Punkt  P 
die  gegebene  Fläche  in  0  durchschreitet. 
Das  zweite  Integral  der  Formel  20) 

^  /*/  ^J  ^  ^äQd&_  r/   dt   dc\do 

0    0 
können  wir  auffassen   als   das  Potential   einer  Massenbelegung,   die  mit 

eioer  Dichtigkeit  y  -^   ^r-   auf  dem  kleinen  Flächenstück   o   ausgebreitet 

ist    Nun  sind  y  und   -r-   endlich  und  stetig  für  alle  Punkte  der  Fläche, 

de 
die  0  unendlich   nahe  liegen;   ferner  ist  ^   von   der  Ordnung  £^  J^^^lc 
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Rücksicht  aaf  frühere  Bemerkungen  (8.  14S]  ist  für  unendlich  kleine  f  bis 
auf  Uncndiichkleines  höherer  Ordnung  genau 

daher  muss  in  der  unmittelhareu  Umgebung  von  0 


22) 


dg      r  ^     dg*      r 


werden,   wo  r   den   auf  den  Punkt  0  bezogenen  Krümmungsradius   des- 
jenigen Normalschnittes  der  gegebenen  Fläche  bezeichnet)  der  die  Strecke  p 

enthält.     Wir  finden  also,  dass  der  Ausdruck  vtt-  ^-r  mit  verschwinden- 

dg  Cg 

dem   g  in   stetiger  Weise  zu  Null  abnimmt.     Nach  bekannten  Potential- 

/5  / 
Sätzen*  folgt  dann,  dass  X^,  sowie  -r-^  endlich  und  stetig  bleiben ,  wenn 

oz 

der  Punkt  (or,  y,  :)  diß  gegebene  Fläche  in  0  durchschreitet. 

Wir  untersuchen  nun  das  dritte  Integral  der  Gleichung  20) 


^>-ffi{%'^W""- 


0    0 
Nun   nähert  sich  nach  den  Formeln  22)  mit  abnehmendem  g  in  stetiger 

Weise  ;r—  dem  Ausdrucke  — ,   ^— i  der  Grösse  — ;  wir  können  daher,  wenn 
dg  r      dg*  ^         ^  ^ 

wir  unter  ^{g,^)  eine  mit  g  stetig  verschwindende  Function  ron  ^  und  g 

verstehen,  jetzt  schreiben 

0    0 

Q  ^ 

Da   t;^1    ist,   80   kann   der  Ausdruck  unter  dem  Integral  nicht  unend- 

lieh   und   das  Integral  selbst  nicht  unbestimmt  werden.     Wir  haben  nun 
:  zu  ( 
2ngi 


Z3  nochmals  nach  z  zu  differentiiren  und  erhalten  hierdurch 


^^yy^c^+tf^-^ov^"^'*^ 


wo  beide  Integrale  auszudehnen  sind  über  das  kleine  Flächenstück  0.  Da 
ferner  heide  Integrale  von  der  Form  13)  sind,  so  lassen  sich  ihre  ün- 
Stetigkeiten   nach  bekannter  Regel  angeben.     Im  zweiten  Integrale  ver- 

♦  Entsprechend  den  Formeln  11)  und  13).  DigitizedbyGoOQlc 


Von  Th.  Horb.  219 


Bchwindet    ^(qj^)    mit   q   in   stetiger  Weise,    g   nnd   r  bleiben  endlich, 
daher  ist  dasselbe  endlich  nnd  stetig.    Die  Unstetigkeit  des  ersten  Integrals 

der   letzten   Formel   würde   nach   der  allgemeinen   Regel   —  4?^    — 

betragen.     Da   aber  hier  r   für  ^  =  0  noch  Function  von  &  bleibt,    also 


[VL. 


anendlich   viele  Werthe   annehmen   kann,    so   müssen    wir   zur 


Aufsuchung  des  resuUirenden  Mittelwerthes  noch  eine  weitere  Unter- 
suchung anstellen« 

Wir  ersetzen  —  im  ersten  Integral  der  letzten  Formel  nach  1)  durch 

so  das8 

wird.  Um  diese  über  das  kleine  Flächenstück  o  zu  erstreckende  Inte- 
gration anszufQhren,  denken  wir  uns  um  den  Punkt  i{Oj0^z)  (Fig.  5) 
eine  Hilfskugelfläche  vom  Radius  Eins  gelegt,  so  dass  t  der  Mittelpunkt 
dieser  Kugel  wird.  Wir  denken  uns  ferner  das  kleine  Flächenstück  o  so 
in  Elemente  do  zerlegt,  dass  die  senkrechte  Projection  auf  die  o:^- Ebene 
eines  solchen  Elements  begrenzt  wird  von  je  zwei  einander  unendlich 
nahen  Curven  q^=^Consi,  und  ^s^Consl.  Ein  solches  Flächenelement  do 
werde  nun  ans  der  kleinen  Fläche  o  ausgeschnitten  durch  eine  unend- 
lich dünne  Pyramide,  die  ihre  Spitze  in  f  hat  und  die  von  der  eingeführten 
Hilfskugelfläche  das  Element  dv  ausschneidet.  Aus  Fig.  5  ist  dann 
unmittelbar  ersichtlich,  dass 

.    ,        do  cos(n,  E) 

sein  muss.  Wenn  wir  die  Flächennormale  n  so  positiv  wählen ,  dass  eine 
nach  derselben  Seite  der  Fläche  im  Punkte  0  errichtete  Flächen  normale 
gleichgerichtet  ist  mit  der  positiven  z- Aze,  so  gilt  das  obere  oder  untere 
Vorseichen  von  dv^  je  nachdem  cos{n^  E)  positiv  oder  negativ  ist. 

Da  es  bei  der  Untersuchung  der  Unstetigkeit  des  betrachteten  In- 
tegrals offenbar  nur  auf  die  Theile  ankommt,  die  dem  Punkte  0  unend- 
lich naheliegenden  Punkten  entsprechen ,  so  denken  wir  uns  das  Integral 
vorläufig*  nur  erstreckt  über  solche  Elemente  do^  für  welche  0<^^ A 
ist,  wo  6  eine  unendlich  kleine  Grösse  bedeutet,  die  aber  noch  unend- 
lich gross  gegen  z  ist.  Bei  den  über  die  Krümmung  der  gegebenen 
Fläche  gemachten  Voraussetzungen   bildet  die  Normale  7i  des  Elements 


*  Lässt  man  nachti^iich  ^  =  ^j  werden,  so  ändert  man  zwar  das  betrachietciT 
Integral  um  eine  endliche  Grösse,  aber  nicht  die  Unstetigkeit  desselben. ^^""^ö'^^ 
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do  mit  der  z-Axe  einen  unendlich  kleinen  Winkel  i  es  ist  dann  bis  auf 
Unendlich  klein  es  genau 

cos  (« ,  E)  =  cos  (z ,  ^) ; 

da  nnn  nach  Fig.  5  femer 

cos{z,E)  =  —^, 
so  wird 

wo  für  Elemente  do^  die  dem  Punkte  0  unendlich  nahe  liegen  und  for 
welche  ahsc  <C(ibsz  ist,  das  obere  oder  untere  Vorzeichen  von  dv  gilt, 
je  nachdem  z  positiv  oder  negativ  ist.     Wir  erhalten  demnach 

Endlich  können  wir  in  diesem  Integral,  welches  nur  aber  einen  unend- 
lich kleinen,  den  Punkt  0  unmittelbar  umgebenden  Theil  der  Fläche  o 
zu  erstrecken  ist,  statt  g  setzen  q^^  denn  g  sollte  sich  an  der  betrachteten 
Stelle  stetig  ändern.     Daher  wird 

Wir  Summiren  zunächst  über  ein  unendlich  schmales  Dreieck  der  Hilfs- 
kugelfläche,  welches  ausgeschnitten  wird  von  zwei  Meridianebenen,  die 
die  Winkel  ^  und  ^  +  dß^  mit  der  x-Axe  bilden.  Bezeichnen  wir  die 
Poldistanz  (in  Bezug  auf  ^,  Fig.  5)  des  Elements  dv  mit  cf,  so  ist  über 

0  zu  integriren  von  0  bis  .-,  weil  g  wächst  von  0  bis  J  und  ö  unend- 
lich gross  gegen  c  und  z  ist.  Der  Flächeninhalt  dieses  unendlich  schmalen 
Dreiecks  der  Hilfskugel  fläche  beträgt  daher,  da  der  Radius  derselben 
gleich  Eins  ist,  d^.     Wir  können  daher  schreiben 

2s 

/g  C--Z  ^         —        /*/roÄ» ^  ■    sin^ 0\  , ^ 


d.  i. 


=  +  ^o(J^  +  ,^)-. 


worin  das  obere  Vorzeichen  gilt,  wenn  z  positiv,  und  das  untere,  wenn 
z  negativ  ist. 

Da  in  Formel  23)  ausser  der  gefundenen  Unstetigkeit  des  ersten 
Integrals  sich  eine  weitere  Discontinuität  nicht  ergeben  bat,  so  finden 
wir  die  Relation 

\dtJt    \dzJa  "V'-iUgi/edby Google 


Von  Th.  Hohn.  221 

Endlich  bleibt  noch   zu  nntersucben  in  Gleichung  20)  das  Integral 


^.-//'(r:)'9-*''.- 


0    0 

Wir  differentiiren   (indem  wir  z  vorläufig  noch  als  endlich  voraussetzen) 
dieses  Integral  nach  z  und  erhalten 

dz       «/ e/      \0Q/ 


zu  setzen  ist.     Nun  wissen  wir  durch  die  Untersuchung  des  Integrals  J^ 
(S.  153),  dass  der  Ausdruck 

«('-(¥)■)  ■ 

innerhalb   des  Integrationsgebietes   immer   endlich   bleibt;   fi  kann  daher 
nur  mit 

dg  E 

unendlich   gross   werden,   also   nur   für  unendlich  kleine  q  und  z.     Nun 
ist  für  unendlich  kleine  q  nach   V) 

daher  bleibt 

de    J[^l^     Q^ 

Bq  E       r    E 
immer  endlich,  da  Q'^Ej  und  r  ein  endlicher  Krümmungsradius  ist.    Wir 
finden  also,  dass  (i  einen  endlichen  Werth  besitzt  in  allen  Punkten  der 
Fläche,   die  0  unendlich   nahe  liegen;    daher  folgt  in  bekannter  Weise, 
dass  sich  das  Integral 

dz     J^E 
stetig  ändert,  wenn  der  Punkt  P  die  gegebene  Fläche  in  0  durchsdireitet. 
Fassen    wir  die  ünstetigkeiten   von   -r— ~   nach   der  Formel  20)  zu- 
sammen, so  ergiebt  sich,  da  nur  24)  eine  Discontinuität  liefert, 


»>    ^<=''-(m-{?5').=-.(i+i). 

Seite  ]61  n 

■  "sie 


Wir  sind  somit  zu  demselben  Resultat  gelangt,  das  wir  auf  Seite  ]61  mit 
Hilfe  der  Laplac ersehen  Gleichung  auf  kürzerem  Wege  erhalten  haben 
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§6. 
Disoontiniutät  von  :r — ^  und  ^r — -i-. 

^*  r 
Wir  untersncben  snnilcbBt  die  Discontinnität  von  - — ~-  und  defioi- 

ox  dz 

ren  sie  durch  die  Relation 


-<"'=(m-(ÄÄ).' 


wo   über   die  Lage  der  Punkte   i   und  a  wieder  dasselbe  vorauszusetsfn 

ist,  was  Seite  149  dartlber  gesagt  wurde.     Wir  gehen  nun  aus  von  dorn 

dV 
Wertbe  -x— \  wie  er  sich  aus  6)  unter  Benutzung  von  8)  ergiebt: 

dV,       n    di  ^         rdc  c-z  ^ 

du:     J  E  da  J    da    E^ 

Hierin  sind  das  erste  und  zweite  Integral  auszudehnen  über  die  senk- 
rechte Projection  o  des  kleinen  Flächenstticks  o  auf  die  xv- Ebene,  das 

d^  V 
dritte  über  die  Grenzcurve  o  der  Fläche  w.     Um  nun  - — ~-  zu  bilden, 

dx  dz 

differentiiren  wir  obige  Gleichung  nochmals  nach  2,  wobei  wir  im  ersten 
Gliede  die  Differentiation  unter  dem  Integralzeichen  vornehmen.  Ersetzen 
wir  ferner  dta  durch  ydo^  so  erhalten  wir 

2^)         3^z-JVra)^'''-rzJVd'a)-E^'''d-z' 
Das    erste  Integral  M^    der   Gleichung  26)    ist   von    der  Form    13)  und 
besitzt  daher  die  Unstetigkeit 

L    oaja=u 


(I 
6=0 


Der  Ausdruck     7^     nähert  sich  aber  mit  verschwindendem  a  und  b  [mit 

Rücksicht  auf  die  Formeln  3)  und  4')]  der  Grösse  9,  stetig,  so  dass  wir 

(^i)i  —  (^i)a  =  —  4  n:  ^j . 
Das  zweite  Glied  der  Gleichung  26) 

''^-^TzJ  y^ra)-w''-d7K]  \'Ya)-E 

ist    aufzufassen    als    der    zweite    Differentialquotient   nach    z  von   einem 
Potential,  das  herrührt  von  Massen,  die  auf  dem  kleinen  Flächenstück  0 

mit   der   Dichtigkeit  q  —   ausgebreitet  sind.     Da  der  Ausdruck  v  :^—  fdr 

Stellen,    die    dem   Coordinatenanfangspunkte   0    unendlich    nahe  liegen, 
sowie  seine  ersten  Ableitungen   nach  a  und   6  endlich  und  stetig  sind, 
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80  erfüllt  er  alle  die  Yoraussetzangen ,  nnter  denen  die  Formel  25)  für 
^{z^  gilt.  M^  erleidet  daher,  wenn  der  Punkt  (a;,  y,  z)  die  gegebene 
Fliehe  durchschreitet,  eine  sprungweise  Aenderang 

deoD  —  wird  für  a  =  0,  fr  =  0  gleich  Null  und  die  übrigen  in  der  letz- 
ten Formel  auftretenden  Grössen  bleiben  endlich. 

Das  letzte  Glied  der  Gleichung  26)  ist  ein  Randintegral  und  kann 
nach  früher  gemachten  Bemerkungen  nicht  unstetig  werden.     Da  in  26) 
nnx  M^  eine  Unstetigkeit  erleidet,  wenn  der  Punkt  (x^y^z)  die  gegebene 
Fläche  in  0  durchschreitet,  so  finden  wir 
27)    ^(a:t)s=  — 4«^i  nnd  in  analoger  Weise  ^(yt)  =  — 4?rg,. 


§7.  . 
Discontinuität  des  nach  beliebigen  Bichtnngen  genommenen  zweiten 
Differentialquotienten. 

Mit  Hilfe  der  für  specielle  Richtungen  gefundenen  Discontinuitäten 
können  wir  leicht  diejenigen  sprungweisen  Aenderungen  bestimmen, 
welche  die  Ausdrücke 

erleiden,   wenn   der  Punkt   {x^y^z)   die   gegebene   Fläche   im  Punkte  0 
durchschreitet,  vorausgesetzt,  dass  wir  unter  p  und  P|  zwei  ganz  beliebige 
Richtungen  verstehen.     Bezeichnen  wir  die  Cosinus  der  Winkel,  welche 
I         die  Richtungen  p  und  p^  mit  den  Coordinatenazen  bilden,  mit  resp. 

^»  \^^  ^\     ^11  /*i»  Vj, 
j  so  wird 

dx  _,        ay  _  a?  _ 

dp  ■"*'      dp  -'*'      dp  ■"''' 

j  op,-^''      dPx'^^''      dp^^""'' 

und  wir  können  dann,  so  lauge  wir  den  Pnnkt  (x^y^z^  nicht  in  die  mit 
Masse  belegte  Fläche  fallen  lassen,  wegen  der  Stetigkeit  von  V  und 
seiner  Derivirten,  die  Relation  bilden 

Diese  Gleichung  differentiiren  wir  nochmals,  und  zwar  nach  der  beliebi- 
gen Richtung  Pj,    wobei  A,  ^,  v  als  Constante  zu  betrachten  Kind^  und 

erhallen  .^  ized  by  GoOgle 
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a*r      d^v        d^v         d*v 


Ist  nun 


'  a»F  d*v  s*v 

und  haben  die  Punkte  t  und  a  die  auf  Seite  149  angenommene  Lage,  so 

bedeutet    ^{pPi)   die   sprungweise    Aenderung,    welche  — — ^ —   erleidet, 

wenn  der  Punkt  (x^y^z)  die  gegebene  Fläche  im  Punkte  0  von  der 
negativen  zur  positiven  Seite  durchschreitet.  Berücksichtigen  wir,  dass 
wir  in  unserem  Falle  in  den  Ausdrücken  für  ^(^^),  /f{xy)^  ...  statt 
Fj  immer  V  setzen  können,  so  erhalten  wir  jetzt  aus  28) 

als  den  allgemeinsten  Ausdruck  für  die  Discontinuitftt  des  zweiten  Diffe- 
rentialquotienten des  betrachteten  Oberfifichenpotentials.  Hierin  ist  nach 
den  Formeln  14),  15),  17),  18),  27)  zu  setzen 

^(y2)  =  — ^Ä^Tg,  ^(2a:)  =  --4«g,,  ^^(a:y)  =  0. 
Wir  gelangen  somit  zu  dem  folgenden  Besnltat: 
„  Ist  eine  beliebige  Fläche  gegeben ,  die  mit  einer  endlichen  Uesammt- 
masse  belegt  ist,  und  versteht  man  unter  V  das  Potential  dieser  Belegung 
in  Bezug  auf  einen  beliebigen  Raumpunkt,  so  ist  für  jede  Stelle  der 
Fläche,  in  welcher  sowohl  die  Flächenkrümmnng,  als  auch  die  Flächen- 
dichtigkeit, sowie  deren  erste  Ableitungen  nach  den  Tangenten  der  Fläche 
an  dieser  Stelle  endlich' und  stetig  sind,  die  sprungweise  Aenderung  von 

— — — ,    wenn    der  Punkt,    auf  welchen    V  bezogen   ist,    die  gegebene 

Fläche  im  Coordinatenanfangspunkte  von  der  negativen  zur  positiven 
Seite  durchschreitet,  gegeben  durch  die  Gleichung 


29) 


Hierin  bedeuten  p  und  P|  zwei  beliebige  Richtungen  mit  den  resp.  Rich- 
tungscosinus A,  |[i,  v;  A^,  fij,  Vj,  %  die  Flächendichtigkeit  und  g^  und  g^ 
die  ersten  Ableitungen  derselben  nach  den  Tangenten  der  beiden  Kram- 
roungslinien,  bezogen  auf  den  Coordinatenanfangspunkt;  endlich  r,  tind 
r^  die  beiden  Hauptkrümmungsradien  der  gegebenen  Fläche  an  der 
Durch  gangssteile.  Dabei  sind  r^  und  r,  positiv  oder  negativ  zu  reebnen, 
je    nachdem   der  Krtimmungsmittelpunkt  des  betreffenden   Hauptschnittes 
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der  Fläche  auf  der  positiven  oder  negativen  Seite  der  gegebenen  Flüche 
Uegt." 

Von  Wichtigkeit  sind  die  beiden  Fälle,  dass  die  Richtungen  p  und 
Pi  zasammen fallen  oder  senkrecht  anf  einander  stehen.     Im  ersteren  Falle 

dp^ 


erhalten  wir  die  Discontinuitfit  von  ^-^ ,  nämlich 


29')         Jip')  =  4«  j^o {^  +  ^~^)  -2v{kq,  +  M,)[ 

Wir  können  den  Ausdrücken  29)  und  29')  noch  eine  etwas  einfachere 
Gestalt  geben,  wenn  wir  alle  Grössen  auf  eine  durch  die  Flächennormale 
an  der  Durchgangsstelle  und  die  Richtung  p  gelegte  Ebene  beziehen. 
Wir  denken  uns  also  von  der  Durchgangsstelle  0  aus  einen  Strahl  p  aus- 
gehend ,  legen  durch  denselben  und  die  Flächenno'rmale  in  0  eine  Ebene 
E  und  bezeichnen  den  Schnitt  derselben  mit  der  in  0  an  die  gegebene 
Fläche  gelegten  Tangentialebene  mit  /.     Dann  ergiebt  sich  zunächst  die 

Discpontinuität  von  -7-7,   die  wir  ^(^*)   nennen   wollen,   aus  29'),   wenn 

wir  darin  v  =  0  setzen.     Wir  erhalten  also 


30) 


^0^)=4..o(^;  +  ^>4.,o^ 


wo  r  den  Krümmungsradius  desjenigen  Normalschnittes  in  0  bezeichnet, 
welcher  t  zur  Tangente  hat.  Wir  finden  demnach  für  ^{fi)  ein  ganz 
analoges  Resultat,   wie   für  J{oc^)   und  ^{y^)»  —  Ferner  bestimmen   wir 

die  Discontinuität   von  ^r — r- ,   die   wir  mit  ^(zl)  bezeichnen,   und  zwar 
ozol 

mit  Hilfe  der  Gleichung  29),  indem  wir  darin 

;L  =  0,  fi  =  0,  v  =  l-,     Vi  =  0 
setzen.     Wir  erhalten  dann 

31)  ^{zi)  =  -^n{q,X,  +  q^li,)^-inq\ 

wo  unter  q    der  Werth  zu  verstehen  ist,   den   ^-7   im  Punkte  0  besitzt. 

Ol 

Wir  erhalten  somit  für  ^{zt)  ein  ganz  analoges  Resultat,  wie  für  d(zx) 
und  ^{zy). 

Bezeichnen  wir  den  Cosinus  des  Winkels,  den  die  Richtung  p  mit 
der  in  derselben  Normalebene  der  gegebenen  Fläche  liegenden  Tangente  l 
bildet,  mit  t,  so  erhalten  wir  auf  demselben  Wege,  wie  er  zur  Ableitung 
der  Formel  28')  in  Anwendung  gebracht  wurde,  den  Ausdruck 

/i{p^)=^^{z^)v^+1/i{zl)vx  +  J{p)x\ 

Nun  ist    ^(:*)  =  — 47r^ö(      H )  =  ""  ^Tt^o^r,    wo   /*  =  — | —  eine 

der  Durebgangsstelle  eigenthümliche  Constante  ist.     Setzen  wir  noch  fJi^lC 

ZcitMlirifl  f.  Matbematlk  m  ThyBik  XXVT,  4.  16 
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d{zt)   nnd  d{fi)  die   oben  gefundenen  Werthe  in  die  Formel  Hlr  ^(p*) 
ein,  80  erhalten  wir 

32)  //(p«)  =  4«jgo(^-*v»)-2/vtj, 

oder  wenn  wir  den  Winkel,,  den  p   mit  der  2-Axe   bildet,   ip  nenoen, 
so  wird 

32')  J{p*)  =  4«  L(-7^  -  ^  <^os^v)  -  q  «"2  J . 

Einen  ähnlichen  Auedrnck  finden  wir  für  ^{pPi)^  wenn  die  Rich- 
tungen p  und  p,  senkrecht  auf  einander  stehen  und  beide  in  ein  und 
derselben  Normalebene  E  gelegen  sind.  Bezeichnen  wir  den  Cosinus  des 
Winkels  (/>i,0  °^>*  '"i»  so  wird 

Setzen  wir  die  Werthe  für  ^^^(2*),  ^{(*)  und  ^{zt)   ein   und  berücksich- 
tigen wir,  dass  jetzt,  wenn  der  Winkel  (p,  t)  =  <p  ist, 

V  =  C08q>^   Vj  sszsintpi     t  =  sin g) ,   Tj  =  —  cos tp  , 

wird,  so  erhalten  wir  schliesslich 


33) 


J(pp^)^-'2n}qJk  +  '-jsin2<p'-2qcos2fp^. 

§8. 
Weitere  Eigenschatten  der  gefundenen  Discontinuit&ten. 

Es  ist  von  Interesse,  zu  untersuchen,  in  welcher  Weise  sich  die 
Discontinuitäten  des  betrachteten  Oberflächenpotentials  ändern,  wenn  man 
die  Richtungen  ändert,  nach  denen  differentiirt  worden  ist,  und  zu  fragen, 
ob  es  solche  Richtungen  giebt,  nach  denen  genommen  der  zweite  Diffe- 
rentialqnotient  keine  sprungweise  Aenderung  erleidet,  wenn  der  Punkt 
(.T,  ^,  z)  die  gegebene .  Fläche  in  0  durchschreitet.  Wir  werden  zunächst 
die  Aenderung  von  d{p^)  betrachten. 

Denken  wir  uns  die  Richtung  p  dargestellt  durch  eine  von  0  aus- 
gehende Gerade  (Fig.  6),  so  können  wir  den  geometrischen  Ort  aller  der 
Richtungen  p  suchen,  für  welche  die  Discontinuitäten  d{p^)  denselben 
Werth  besitzen.  Im  Allgemeinen  wird  dieser  geometrische  Ort  durch 
eine  gewisse  Kegelfläche  dargestellt  sein,  deren  Spitze  in  0  liegt.  Um 
die  Beschaffenheit  dieser  Kegelfläche  näher  zu  untersuchen,  denken  wir 
uns  unter  Beibehaltung  des  früher  eingeführten  Coordinatensystems  eine 
Ebene  E  parallel  zur  fl^j^-Ebeue,  etwa  die  Ebene  2  =  1  construirt  und 
untersuchen  nun  diejenigen  Curven  (Niveaulinien),  in  denen  die  constan- 
tem  J{p*)  entsprechenden  Kegelflächen  die  Ebene  E  schneiden.    (Fig.  6.) 

Zn  dem  Ende  führen  wir  für  diese  Niveaulinien  die  rechtwinkligen 
Coordinaten  Up,y^z=rl)  ein  und  haben  dann,  wenn  wir  die  vom  Punkte 


Von  Tb.  Hörn.  227 

0  bis  zum  Punkte  {x^y^z=^l)  gerechnete  Länge  des  Strahles  p  mit  / 
bezeichnen, 

Die  Gleichung  29')  für  ^(p*)  erhält  dann  die  folgende  Oegtalt: 

fiJ(p>)  =  4;  U^^  +  ^-k)  ~  2(q,x+q,tf)^ 
oder 

34)  (^'-^(^*))-^  +  (^'-^(/>^))^ 

Diese  Gleichung  sagt  aus,  dass  die  Curven  constanter  Discontinuitäten 
Kegelschnitte  sind,  deren  Hauptaxen  parallel  zur  x-  und  ^-Axe  liegen. 
Sind  q^  und  ^g  gleich  Null,  so  haben  diese  Kegelschnitte  einen  gemein- 
samen Mittelpunkt,  der  in  der  t-Axe  liegt.  Eliminirt  man  aus  den 
Mittelpunktscoordinaten  der  constanten  ^  (p^)  entsprechenden  Kegel- 
«chBitte  ^^  4«y,  4nq, 

z/(p'),  80  erhält  man  als  den  geometrischen  Ort  der  Mittelpunkte  aller 
Kegelschnitte,  die  durch  34)  dargestellt  sind ,  eine  gleichseitige  Hyperbel, 
welche  so  gelegen  ist,  dass  die  Asymptoten  des  einen  Astes  gleich- 
gerichtet sind  mit  der  positiven  y-  aber  negativen  a:-Axe  (Fig.  6).  Dieser 
Ast  geht  gleichzeitig  in  (/  durch  die  z-Axe. 

Zur  weiteren  Untersuchung  der  Art  der  Kegelschnitte,  die  durch 
34)  dargestellt  sind,  und  der  extremen  Werthe  von  d{p^)  bilden  wir  die 
Discriminante  der  Gleichung  34) 

35)  zf  =  -(a  +  ft+ö)(a-a)(6^(J)-16^n^«'(«-ö)  +  (7i'(^-^)). 
wo  zur  Abkürzung 

gesetzt  worden  ist.  Setzen  wir  nuu  voraus,  dass  a<,b  sei,  was  keine 
wesentliche  Beschränkung  ist,  und  lassen  wir  ö  alle  Werthe  von  —  oo 
bis  +00  durchlaufen,  so  wird  die  Discriminante  J  (auch  wenn  a  oder 
a  und  b  negativ  sind)  immer  das  folgende  Verhalten  zeigen.  Im  Intervall 
—  oo<J<a       ist  resp.  J  =+,   0,  — , 

a<ö<b        „       „      d  =-,  0,  +, 

b<d<  +  co„       „      J  =+,   0,  -. 
Der  Werth   von   5,   für  welchen  im   ersten  Intervall   die   Discriminante 
einen  Zeichenweehsel  erleidet,   sei   bezeichnet  mit  ^q,   und   der  entspre- 
chende im  letzten  Intervall  mit  d|.     Dann  sieht  man  mit  Rücksicht  auf 
die  Vorzeichen   der  Coefficienten   von  as^  und  y^  in  34)  und  der  Discri-^lC 

16* 
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minante  ^,   dass   die   Gleichtmg  34)    in   den   folgenden   Intervallen    die 
nachstehenden  Curven  repräsentirt: 

Für  —  oo<J<J^     ist  die  Curve  34)  imaginär, 
„         dQ<ö<a        „      „         „        „     eine  Ellipse, 
„         a  <Cö<b       .„      „         „        „        „      Hyperbel, 
„         b  <ö<d^       „      „         „        ?»■      »7      Ellipse, 
„         5,  <  d  <  +  00  „      „         „        „     imaginÄr, 
6q  and  ^^  ^^^^  somit  der  Minimal-  resp.  Maximalwerth  der  Discontinnitfit 
d  =  J{p^),      Diesen    extremen   Werthen    von   d(p^)   entsprechen    in   der 
Ebene  E  zwei  Punkte  ^0(0:0,^0)  nnd  fn^{^i^yi)y  welche  die  entsprechen- 
den Richtungen  Pq  und  P|  von  p  bestimmen.    Man  findet  die  Goordinaten 
dieser    Punkte    als    die   Mittelpunktscoordinaten    der    unendlich    kleinen 
Ellipsen,  welche  die  Gleichung  34)  darstellt,  wenn  man  darin  ftlr  ^{p^) 
die  extremen  Werthe  Öq  und  ö^  substituirt.     Es  ist  demnach 

36)        ^0-^^^^,     ^^"b^ö,'      ^'^a^ö,'     ^^-6-d/ 
Wir   erhalten  somit  zur  Bestimmung  der  grössten  und  kleinsten  Discon- 
tinuität  von   ^-^   und  der  denselben  entsprechenden  Richtungen  /?,  und 

Pq  die  folgende  Begel: 

„Um  den  Maximalwerth  6^  und  den  Minimalwerth  Jq  der  Discon- 
tinuität  d{p^)  zu  finden,  transformire  man  den  Ausdruck  29')  für  J{p*) 
durch  Einführung  der  rechtwinkligen  Goordinaten  {x^y,\)  in  die  Form 
34).  Bezeichnet  man  dann  die  Discriminante  der  Gleichung  34)  mit  2^, 
so  findet  man  die  extremen  Werthe  Jj  und  6^  der  Discontinuität  ^(p*) 
als  die  grösste  und  kleinste  Wurzel  der  in  Bezug  auf  J(p^)  cubiscben 
Gleichung  J  =  0,  Die  dem  Maximalwerthe  d^  und  dem  Minimalwerthe 
Öq  entsprechenden  Richtungen  p^  und  Pq  sind  dann,  wenn  man  mit  Hilfe 
der  Relationen  36)  die  Punkte  ^''1(^*1^1 1)  ^^^^  ^'0(^0^0  ^)  bestimmt  bat, 
dargestellt  durch  die  Geraden  (^»»i)  und  (OmJ.** 

Für  ^(p*)  =  ()  stellt  die  Gleichung  34),  wenn  r^  und  r^  gleiches 
Vorzeichen  haben,  eine  Ellipse,  und  wenn  nicht,  eine  Hyperbel  vor.  Die 
Discriminante  d  lehrt,  dass  die  Ellipse  für  /1{p^)=^0  immer  reell  ist. 
Wir  gelangen  daher  zu  dem  Resultat,  dass  immer  ein  System  von  Rich- 
tungen existirt,  nach  denen  genommen  der  zweite  Differentialquotient  des 
Fiächenpotentials  stetig  ist,  wenn  der  Punkt  (a:,y,  z)  die  gegebene  Fläche 
in  0  durchschreitet.  Gleichzeitig  geht  daraus  hervor,  dass  das  Minimum 
der  Discontinuität  immer  negativ,  das  Maximum  immer  positiv  ist 

Um  eine  weitere  Eigenschaft  dieser  Kegelschnitte  zu  erhalten,  schrei- 
ben wir  die  Gleichung  34)  in  der  folgenden  Form: 

ax*  +  by^-^8n{q,x  +  g^y)--{a  +  h)  =  6{x^+y^+l). 
Setzen  wir  nun  hierin  DigitizedbyGoOgle 
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und  daher  auch 

60  kommt  in  diesen  beiden  Gleichungen  der  Parameter  ö  nicht  mehr  vor 
and  dieselben  bestimmen  die  Coordinaten  von  vier  Punkten ,  die  sämmt- 
liehen  durch  die  Gleichung  34)  dargestellten  Kegelschnitten  gemeinsam 
sind.  Aus  der  ersten  dieser  beiden  Relationen  geht  überdies  sofort  her- 
vor, dass  diese  vier  Punkte  imaginär  sind. 

Es  sei  noch  bemerkt,  dass  für  ^1  =  ^2  die  durch  34)  dargestellten 
Kegelschnitte  übergehen  in  ein  System  Kreise,  deren  Mittelpunkte  auf 
einer  durch  die  z-Axe  gehenden  Geraden  liegen.  Diese  Gerade  ist 
dann  parallel  derjenigen  Tangente  l  an  die  gegebene  Fläche,  für  welche 

/i  n 

im  Punkte   0  ^    den    grössten    Werth    besitzt;    und    zwar    liegen    für 

rj  =  r2>0  der  Minimalpunkt  hIq  und  die  Mittelpunkte  der  denselben  um- 
scfaliessenden  Kreise  auf  demjenigen  von  0' ausgehenden  Strahl,  welcher 
mit  der  positiven  /-Richtung  gleichgerichtet  ist.  —  Ferner  findet  man 
leicht  mit  Hilfe  der  Gleichung  32'),  dass  für  jede  durch  die  z-Axe  gelegte 
Ebene  E^  auch  wenn  r^  und  r^  verschieden  von  einander  sind,  diejenigen 
awei  der  in  E  gelegenen  Richtungen  p,  für  welche  J{p^)  den  relativ 
grössten  und  kleinsten  Werth  besitzt,  senkrecht  auf  einander  stehen,  Ist 
also  r^^==r^,   so   müssen   auch  Pq  und  p^  senkrecht  auf  einander  stehen. 

Sind  />,  p\  p"  drei  senkrecht  auf  einander  stehende  Richtungen,  so 
moss  gemäss  der  Laplace* sehen  Relation  die  Gleichung 

37)  ^(p«)  +  ^(p^)  +  ^(p'i  =  0 

bestehen.  Ist  man  nun  im  Stande,  zwei  senkrecht  auf  einander  stehende 
Richtungen ,  etwa  p  und  p\  auf  derselben  oder  auf  verschiedenen  Niveau- 
linien, etwa  p  auf  ^i/(p*)  =  c,  p  auf  /l{p'^)  =  c  gleiten  zu  lassen,  so 
mnss  gemäss  der  Relation  37)  eine  im  gemeinsamen  Scheitel  0  auf  ;d  und 
p'  errichtete  Normale  p"  ebenfalls  auf  einer  Niveaulinie  gleiten,  nämlich 
auf  ^(p')  =  — (c+c').  Im  Besondern  muss,  wenn  p  und  p  auf  dem 
Kegelschnitt  ^(p^)  =  0  gleiten,  auch  p'  sich  auf  demselben  Kegelschnitte 
fortbewegen.     (Dieser  Fall  ist  in  Fig.  6  angedeutet.) 

Nachdem   wir  ^(p^)   untersucht  haben^   wäre  nun  noch  die  Discon- 

tinuität  von'  - — r —  zu  betrachten.     Aber  selbst  in  dem  speciellen  Falle, 
dp  dp^ 

dass  die  Richtungen  p  und  p^  senkrecht  auf  einander  stehen  und  mit  der 

z-Axe    in   ein  und  derselben   Ebene  liegen,   welcher  Fall  bestimmt   ist 

durch   die  Gleichung  33),    erhält   man   in   der  Ebene  E  für  die  Curven, 

auf  denen  ^{pp^   constant   ist,    im  Allgemeinen   keine  Curven   zweiten 

Grades. 
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Nachschrift.  Die  vorliegend^  Abhandlaug  ist  eine  Umarbeitung 
der  mit  dem  Preise  gekrönten  Lösung  einer  im  Jahre  1878  von 
der  philosophischen  Facultät  der  Universität  Leipzig  gestellten  Preis- 
aufgäbe : 

„Für  das  Flächenpotential  sind  die  Discontinnitäten  der  ersten 
Differentialquotienten  bereits  von  Green  und  Gauss  untersucht  wor- 
den; es  wird  verlangt  eine  Untersuchung  der  Discoutinuitäten  der 
zweiten  Differentialquotienten.** 

Für  die  mir  bei  dieser  Umarbeitung  von  Herrn  Prof.  Neu  mann 
bereitwilligst  gewährte  Unterstützung  erlaube  ich  mir,  deYnselben  auch 
an  dieser  Stelle  meinen  wärmsten  Dank  auszusprechen. 
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XI. 

üeber  Isothermenschaaren»  isogonale  VerwandtBchaften 
und  conform  veränderliche  Systeme,  die  mit  den  Abbil- 
dungen z  —  y/Z  und  z  =:=:-- y  — =^ — -.  zusammenhängen. 

Von 

Dr.  G.  Holzmüller, 

Director  der  köuigl.  Gewerbesohttle  in  Hagen. 


Hierzu  Taf.  V  Fig.  1  u.  2. 


Yorbemerkuugen. 

Im  83.  Bande   des   Crelle-Borcbard tischen  Journals   behandelte 

Verfasser  die  Abbildung  z=^yz,  welche  auf  den  Begriff  der  lemnisca- 
tischen  Coordinaten  n^^  Ordnung  führte.  Es  zeigte  sich  dabei  die  Mög- 
lichkeit, nicht  nur  die  Geometrie  der  Lage,  sondern  in  gewissem  Umfange 
auch  die  des  Maasses  in  die  lemniscatische  Geometrie  n*^  Ordnung  zu 
übertragen,  und  gleichzeitig  wurden  Andeutungen  über  die  eindeutige 
Verwandtschaft  der  Kegeiflächen  gegeben.  Dass  durch  die  gefundenen 
Isothermensysteme  eine  Reihe  von  Problemen  der  Wärmetheorie,  der 
Elektrostatik  etc.  gelöst  werden,  war  selbstverständlich. 

In  einem  Referate  des  Jahrbuchs  über  die  Fortschritte 
der  Mathematik  IX,  8.  590,  wurden  einige  Sätze  jener  Abhandlung 
als  interessante  Beispiele  zu  gewissen  von  Darboux  aufgestellten  Theo- 
remen bezeichnet  (Möm.  de  Bordeaux  VIII,  IX,  „Sur  une  classe  remar- 
quable  •  de  courbes  etc.^*).  Dem  Verfasser  waren  die  letzteren  nicht 
zugänglich,  jedoch  ist  es  ihm  gelungen,  die  angewandte  Methode  auf 
die  Abbildung  mittels  ganzer  und  gebrochener  rationaler  Functionen  aus- 
zudehnen, worüber  eine  besondere  Abhandlung  berichten  wird.*  Nach 
einem  früheren  Referate  des  genannten  Jahrbuchs  scheint  die  Dar- 
boux* sehe  Arbeit   nur  gewisse  Fundamentaleigenschaften  jener  Curven 


*  Die«  ißt  bereits  im  Oster  -Programm  1880  der  königL  Gewerbeschule  zu 
Hagen^  geschehen,  dem  eine  A bLanilüng* ,^TJeBer  die  conforme  Abbildung  mittels 
ganzer  und  gebrochener  rationaler  Functionen  *'  beigegeben  ist.    Eine  ergänzende 

Arbeit  erscheint  soeben  im  18.  Bande  der  Mathematischen  Annalen.        C^  r^r^rAt> 
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zu  entwickeln,  auf  das  Qebiet  der  conformen  Abbildnng  und  der  isogo* 
nalen  Verwandtschaften  aber  nicht  weiter  einzugehen. 

In  Folgendem  soll  das  im  Anfang  bezeichnete  Qebiet  eine  speciel- 
lere  Bearbeitung  erfahren.  Abgesehen  von  der  Bedeutung  der  behandel- 
ten Curvensysteme  für  einzelne  Bereiche  der  mathematischen  Forschung, 
kam  es  besonders  darauf  an,  zu  zeigen,  dass  gewisse  mehrdeutige  Ver- 
wandtschaften in  der  That  der  vollständigen  Durchführung  fähig  sind, 
obwohl  Herr  Burmester  in  eioer  Abhandlung  „lieber  das  bifocal  ver- 
änderliche System ''  (Math.  Annalen  XVI,  S.  89  etc.)  kürzlich  die  Be- 
merkung machte,  dass  nicht- eindeutige  Beziehungen  ebener  Systeme  bis 
jetzt  fast  ohne  Beachtung  geblieben  wären. 

Um  das  Verständniss  der  Arbeit  auch  Solchen  zu  ermöglichen,  die 
mit  den  Rie  mann 'sehen  Ideen  weniger  vertraut  sind,  ist  dem  Ganzen 
ein  einleitender  Abschnitt  über  den  allgemeinen  Charakter  der  Abbildung 

z  =  yz  vorangeschickt,  der  Bekanntes  in  möglichst  anschaulicher  Form 
darstellen  soll. 

Betreffs  der  Literatur  und  einiger  Figuren  sei  schon  jetzt  auf  eine 
frühere  Abhandlung  „lieber  lemniscatische  Geometrie  etc."  im  21.  Bande 
dieser  Zeitschrift  verwiesen. 


§  1.    Allgemeiner  Charakter  der  Abbildnng  z  ^  }/Z  filr  n  reell, 
ganz  nnd  positiv. 

Zwischen  beiden  Ebenen  besteht  die  Beziehung 


x  +  yi^yX+Yi 
oder 

„ 1/       (p  +  2x7c  (I>+2x«\ 

r  (cosfp  +  t  sin  tp)  =  yR (cos  O  +  isin  O)  =  Ä"  icos  — ■ +  isiu I, 

wo  X  eine  ganze  Zahl  bedeutet,  die  auf  die  Werthe  von  0  bis  n  — 1 
beschränkt    werden    kann.      Dem    einen   Punkte   R{cosO  +  isinO)    ent- 

sprechen  also  n  Punkte  auf  dem  Kreise  mit  Radius  A"  um  den  Null- 
punkt, die  ein  regelmässiges  Polygon  bilden.  Ihre  Construction  ist  nur 
in  den  Fällen  mit  elementaren  Mitteln  zu  erreichen,  für  welche  Kreis- 
theilung  und  Wurzelconstruction  mit  Zirkel  und  Lineal  durchfährbar  sind. 
Dem  n-fach  den  Nullpunkt  umlaufenden  Kreise  R  =  c  entspricht  der 

einfache  Kreis  r^  =  c  oder  r  =  yc^  der  Geraden  <P  =  y  durch  den  Null- 
punkt der  Z- Ebene  entsprechen  n  Gerade  durch  den  Nullpunkt  der 
:- Ebene,  deren  Abweichungen  9>|,  tp^^  -**  <Pn  sich  ans  der  Gleichung 
n  q>  —  Y  +  2xn  ergeben. 
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Der  Differentialquotient  der  abbildenden  Function 

,      dVz 

ist,  abgesehen  von  der  Vieldeutigkeit  der  Abweichung,  für  jeden  Wertb 
des  Arguments  einheitlich  bestimmt,  was  nur  denkbar  ist,  wenn  derselbe 
unabhängig  von  dem  Richtungssinne  ist,  in  dem  das  complexe  Argument 
sich  ändert.  Einem  unendlich  kleinen  Kreise  um  einen  Punkt  der 
Z- Ebene  entsprechen  also  unendlich  kleine  Kreise  um  die  n  Punkte  der 
andern  Ebene,  und  hieraus  folgt,  wie  bei  jeder  Function  complexen 
Arguments,  dass  die  Abbildung  dem  Original  im  Allgemeinen  in  den 
kleinsten  Theilen  ähnlich  ist. 

Aus  Obigem   ergiebt  sich  aber,   dass  der  Nullpunkt  eine  Ausnahme 

macht,  denn  jeder  Winkel  <D  wird  dort  n-mal  als  Winkel  —  dargestellt. 

Dass  die  Aehnlichkeit  in  den  kleinsten  Theilen  auch  im  unendlich  fernen 
Bereiche  aufhört  und  dass  beide  Punkte  noch  in  anderen  Beziehungen 
eine  Sonderstellung  einnehmen,  wird  sich  später  zeigen. 

Um  die  Untersuchungen  zu  vereinfachen,  muss  man  versuchen,  die 

n-Deutigkeit  der  Function  yZ  in  eine  Eindeutigkeit  des  Ortes  zu  ver- 
wandeln. Zu  diesem  Zwecke  denke  man  sich  nach  Riemann  die 
2- Ebene  aus  n  übereinander  liegenden  Blättern  bestehend,  von  denen 
sieb  jedes  als  Sector  von  360°  mit  dem  Nullpunkte  als  Centrum  betrach- 

ten  lässt.    Jedes  derselben  entspricht  einem  Sector  von  der  t- Ebene. 

Deberschreitet  man  eine  Grenzlinie  des  letzteren,  so  gelangt  man  in  den 
benachbarten  Set^tor.  Daher  denkt  man  sich,  dass  die  Ueb'erschreitung 
der  Grenze  eines  Blattes  der  Z- Ebene  in  das  darunter  oder  darüber 
liegende  Blatt  führt.  Man  nimmt  also  an,  dass  vom  Nullpunkte  der 
^•Ebene  eine  Linie  ausgeht,  längs  deren  die  einzelnen  Blätter  sich 
durchkreuzen,  und  zwar  so,  dass  man,  den  Nullpunkt  im  Sinne  der 
rückwärts  gehenden  Uhr  umwandemd,  aus  dem  obersten  Blatte  beim 
ersten  Ueberschreiten  •  des  Schnittes  in  das  zweite,  nach  einem  neuen 
Umgänge  in  das  dritte  u.  s.  w.  und  nach  dem  7i*®°  Umgange  in  das  erste 
zurück  gelangt.  Dies  entspricht  naturgemäss  der  Wanderung  um  den 
Nullpunkt  der  z- Ebene  durch  alle  n  Sectoren  derselben. 

Fig.  1  und  2  stellen  Dasjenige,  was  in  der  Nähe  des  Nullpunktes  bei- 
der Ebenen  geschieht,  durch  ein  Modell  für  den  Fall  ne=3  dar.  Jedem 
Blatte  der  Z- Ebene  entspricht  ein  Sector  von  120^  in  der  z -Ebene. 
Die  Art,  wie  die  Blätter  der  ersteren  sich  durchkreuzen,  ist  durch  Pfeile ?lC 
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dargestellt.  Die  Durchkreuzung  ist  willkürlich  in  die  positive  reelle  Axe 
verlegt. 

Die  einzelnen  Blätter  legen  sich  wie  SchraubenflKchen  von  der  Steig- 
ung Null  um  einen  Cylinder  vom  Durchmesser  Null ,  es  liegt  also  nahe, 
den  Nullpunkt  mit  Rieraann  als  „Windungspunkt''  zu  bezeichnen,  und 
da  es  sich  um  n  Blätter  bandelt,  wird  man  ihn  einen  „Windungspunkt 
(n  —  iy*'"  Ordnung"  nennen.  Die  Figur  veranschaulicht  die  Windungs- 
fläche zweiter  Ordnung. 

Die  Linie,  längs  welcher  sich  die  Blätter  der  Z- Ebene  durchkreu- 
zen, heisst  „Verzweigungsschnitt".  Derselbe  ict,  wie  schon  gesagt,  hier 
ganz  willkürlich  von  0  nach  oo  zu  legen,  nur  darf  er  sich  selbst  nicht 
wieder  schneiden.  In  seinem  Anfangspunkte,  dem  Nullpunkte,  hat  man 
sich  alle  Blätter  zusammenhängend   zu  denken,  wodurch  der  Umstand 

versinnlicht  wird,  dass  "/z  für  Z  =  0  nur  den  einen  Werth  Null  hat. 
Geht  man  nun  in  der  2- Ebene  bis  zum  Nullpunkte,  um  denselben  zu 
überschreiten,  so  hat  man  dort  die  Wahl,  in  n  Blättern  weiterzugehen. 
Entsprechend   verzweigt  sich  in  der  z- Ebene  der  Weg  vom  Nullpunkte 

aus   nach  n  Richtungen,   die  unter  dem  Winkel  Grad  auf  einander 

folgen.  Aus  diesem  Grunde  nennt  man  den  Nullpunkt  der  Z- Ebene 
einen  Verzweigungspunkt.  Durch  ihn  kann  man  stetig  aus  jedem 
Blatte  direct  in  jedes  andere  übergehen,  was  an  den  anderen  Stellen  nur 
durch  ein  mehrfaches  Umkreisen  des  Nullpunktes  oder  durch  einen  Sprung 
möglich  ist. 

Aehnliches  muss  in  dem  Punkte  geschehen,  wo  der  Verzweigungs- 
schnitt endigt,  denn  da  in  diesem  Punkte  das  gegenseitige  Durchkreuzen 
der  Ebenen   aufhört,   müssen   dieselben  in  ihm  zusammenhängen.     Nun 

hat  aber,  abgesehen  vom  Nullpunkte,  die  Function  yZ  in  jedem  Punkte 
n  Werthe.  l)er  Endpunkt  des  Schnittes  kann  also  nur  im  unendlich  fer- 
nen Bereiche  liegen,  d.  h.  auch  für  Z  =  oo  ist  die  Function  als  eindeutig 
aufzufassen,  man  hat  sich  also  zu  denken,  dass  nur  ein  unendlicher 
Punkt  existire,  in  dem  die  Blätter  der  Z- Ebene  ebenso,  wie  im  Null- 
punkte   zusammenhängen.      Auch    er  ist    ein   Windungspunkt   (n  — 1)^ 

VT 
Ordnung.  —  Man  hätte  dies  auch  dadurch  beweisen  können ,  dass  7/  -j 

fär  ZaO  eindeutig  ist. 

Jene  Vorstellung  des  unendlich  fernen  Bereichs  der  Z- Ebene  wird 
sofort  klar  und  plastisch,  wenn  man  sich  letztere  als  Kugel  mit  unend- 
lich grossem  Radius  denkt,  so  dass  der  Mittelpunkt  der  Antipode  des 
unendlichen  Punktes  ist.  Beide  werden  am  bequemsten  durch  einen 
geraden  Schnitt  (Bogen  eines  grtfssten  Kreises)  verbunden,  der  mit  der 
positiven  reellen  Axe  ztisammenfällt.  oigitizedbyGoOQlc 
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Das  Aufhören   d^er  Aebnlicbkeit  in  den  kleinsten  Theilen  für  diese 

beiden  Punkte   hängt  auch   mit   folgender  Eigenthtimlichkeit   zusammen: 

Nach  Siebeck  giebt  der  absolute  Betrag  des  Differentialquotienten, 

1     i- 1 

hier  —  Ä»      ,    für  jede*  Stelle   den   entsprechenden  Vergrösserungsfactor 

der  Abbildung  an.  Derselbe  ist  also  constant  für  jeden  Kreis  mit  dem 
Nullpunkte  als  Centrum.  Da  aber  ^)  >  1  ist ,  so  ist  dieser  Betrag  für 
den  Nullpunkt  unendlich  gross,  für  den  unendlichen  Punkt  gleich  Null. 
Also:  Der  Bereich  des  Nullpunktes  der  2-Ebene  wird  unend- 
lichfach vergrössert,  der  des  unendlichen  Punktes  unend- 
lichfach verkleinert  dargestellt. 

Entsprechen  ferner  einem  unendlich  kleinen  Kreise  n  solche  um  die 
correspoudirenden   Punkte   der   t- Ebene,   so  zeigt  die  Abweichung  des 

Differentialquotxenten,   ( Ij  (4^  +  2x71),   an,  um  welchen  Winkel  ein 

Durchmesser  eines  solchen  Kreises  gegen  den  des  Originalkreises  ver- 
dreht ist  Dabei  stimmt  die  Zahl  x  mit  dem  Index  des  Sectors  überein. 
Diese  Verdrehung  ist  constant  für  alle  Punkte  einer  durch  den  Nullpunkt 
gehenden  Geraden. 

Sehr  anschaulich  ergeben  si^h  diese  Verhältnisse  aus  Fig.  2  der 
citirten  Abhandlung  im  21.  Bande  dieser  Zeitschrift,  welche  gleichwer- 
thige  Quadrate  in  allen  Bereichen  der  z- Ebene  für  n  =  2  darstellt.  Die- 
selben verkleinem  sich  nach  dem  unendlichen  Punkte  hin  bis  zu  ver- 
schwindenden Dimensionen,  sie  vergrössem  sich  nach  dem  Nullpunkte 
hin  und  degeneriren  dort,  indem  sie  einen  Winkel  von  45^  annehmen. 


§  2.    Entwickelung  der  Curve,  welche  der  von  a  +  bi  in  der 
Richtung  y  ausgehenden  Geraden  entspricht. 

Ist  die  abbildende  Function  eine  solche ,  bei  der  einer  stetigen  Folge 
reeller  Werthe  des  Arguments  eine  stetige  Folge  reeller  Werthe  der 
Function  entspricht,  so  ist  die  Abbildung  jeder  Curve  im  Wesentlichen 
erledigt,  sobald  es  nur  gelingt,  ihre  Gleichung  so  zu  schreiben,  dass  sie 
die  Variabelen  Ä  und  Y  nur  noch  in  den  Formen  Ä'+Fi  und  X  —  ITi 
enthält.  Dann  ist  nur  noch  die  inverse  Function  in  die  Gleichung  ein- 
sufQhren  und  das  Imaginäre  zu  entfernen.  Hierzu  bietet  unsere  Auf- 
gabe ein  instructives  Beispiel. 

Die  Gleichung  der  Geraden ,  die  von  a-^bi  in  der  Richtung  y 
ausgeht, 

lÄsat  sich  schreiben  *  DigitizedbyCnOOglC 
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,      r-b       1    ,    X-a  +  i(r-b)       1    ,    {X+Y{)-{a  +  hi) 


Durch  die  Abbildung  x  +  yi  =  yÄ+Yi  geht  sie  über  in 
Ij  (x+yi)"-(/i  +  <;i) 
j)  2f  ^(a;-yi)»-(fl-"ftt) 

Jeder  der  Ausdrücke  (ar  +  yO"  ""  (^  i  ^'0  ^*s8t  sich  bei  ganzen,  positiven, 

reellem  n  in  ein  Product  von  n  Factoren  von  der  Form  ar  +  yi^ya  +  big 
zerlegen,  wobei  bekanntlich 

[arctan  — \'2Kn              arclan  — \'2xn  1 
cos ±»'f'« l- 

Der  Bruch  in  Gleichung  1)  zerlegt  sich  also  in  ein  Product  von  n  Brü- 
chen, deren  Zähler  und  Nenner  bei  geeigneter  Anordnung  conjugirt  sind, 
so  dass  mau,  indem  zugleich  statt  des  Logarithmus  des  Products  die 
Summe  der  Logarithmen  gesetzt  wird.  Folgendes  erhält: 

*=^'l  ,  g^  +  yi-^^T+ÄT;; 
2j   2t-^ .     y — r^ 


jr=n 


oder  endlich 


=  ^^  arctan ^  :zz=zii —  =  y 


i^^ü  a;  +  yi  —  f^a  +  bi^  ^x  —  yi  —  p'a  —  bf\ 


arctan  —  +  2  x  w 

x=ii  y  —  ya^  +  6* .  51« 

2)  ^.  arctan =  y. 

*="  arctan  — l-  2  x  jr 

a?  —  l/a^  +  b^ .  <'05 

'^  n 

Diese  Gleichung  lässt  sich  in  überraschend  einfacher  Weise  geometrisch 
deuten.     Verbindet  man  nämlich  irgend  einen  Punkt  x  +  yi  mit  den  n 

Hä 

durch  ya'\-bi  repräseu'tirten  Punkten,   so  bilden  die  Verbindungslinien 
mit  der  reellen  Axe  Winkel  9^,  <]Pg,  ...  gom  für  welche 

arclan  —  +  2  x  » 

y  —  ya^  +  6* .  5i>i  — 

tofi(p«= , 

arclan  — h  2  x  9t 
a:  —  ya^  +  6* .  ro5 

so  dass  man  statt  Gleichung  2)  auch  schreiben  fe^^ftedbyGoOQlc 
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3)  (Pi  +  (Pi.+  -   •  +  <Pn  =  y. 

Das  Besnltat  ist  also  folgendes: 

Die  dnrcb  den  Pankt  a-{-bi  gehende  Gerade,   welche  mit 
der  positiven   reellen  Axe   den  Winkel  y  bildet,   gebt  dnrcb 


die  Abbildung  x  +  yi  =  i/Ä-\'  i'i,  wo  n  positiv,  ganz  nnd  reell 
ist,  in  die   Curve   9>i  +  9^2  + . ..  + <;pn  =  y  über,  wobei  die   q>   die 

Winkel  sind,  welche  die  von  den  Punkten  ya  +  bi  ausgeben- 
den Radii  vectores  jedes  Curvenpnnktes  mit  der  positiven 
reellen  Axe  bilden. 

Die  so  definirten  Cnrven  nannte  ich  in  der  an  erster  Stelle  citirten 
Arbeit  ans  geometrischen  Gründen,  besonders  der  asymptotischen  Eigen- 
schaften halber,  „Hyperbeln  ra*®'  Ordnung*\  Für  n  =  2  gehen  sie 
in  der  That  in  gleichseitige  Hyperbeln  über. 

Die  Gleichungen  1)  und  2)  sind  vollständig  identisch.  Die  linke 
Seite  von  Gleichung  2)  ist  also  der  von  t  befreite  imaginäre  Theil  der 
Function  complexen  Arguments 

und  mnss  als  solcher  der  Differentialgleichung 

genagen. 

Uebrigens  lässt  sich  statt  der  Gleichung  2)  noch  eine  andere  sub- 
stituiren,  ans  der  allerdings  die  geometrische  Eigenschaft  3)  nicht  erkannt 
werden   kann.     Die  Gleichung   der   behandelten  Geraden   lautet  nämlich 

in  Polarcoordinaten 

BsinO  —  b 
=  lan  y, 

sie  geht  also  durch  unsere  Transformation  über  in 

r"  5in  »  qo  —  b 

4)  =  tan  y. 

r^costifp  —  a 

Dies  ist  die  Gleichung  der  Hyperbeln  n^^'  Ordnung  in  Polarcoordinaten. 
In  der  Gestalt 

(a:* + ^*)  *  .  sin  { n  arctan  —  j  —  6 

5)  arctan  • 


{x^+y^)  ^  ,cosln  arctan  —  j  —  < 


iat  sie  identisch  mit  Gleichung  2)  und  ihre  linke  Seite  muss  also  gleich- 
falls der  partiellen  Differentialgleichung  genügen. 

Ist  demnach  y  ein  variabel  er  Parameter,  der  immer  reell  bleibt,   so 
stellen  die  Gleichungen  2)  und  5)  ein  isothermisches  Curvenjsyj.t^5iglg 
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in  dem  von  Lam^  definirten  Sinne  dar,   welches   durch  die  Abbil- 
dung 

^+  Fi  =  /flr[(;r  +  yO»-(a+5i)] 

in  ein  System  von  Geraden   Fss}'  übergeht. 

§  3.    Ableitung  der  Curvei  die  dem  Kreise  ps=e  um  den  Punkt 
a  +  bi  entspricht. 

Der  Kreis  g=^c  um  a  +  bi  hat  die  OleichuDg 
(Ar-a)«  +  (r-^)«  =  c«   oder   [Jr+ J^i  -  (a  +  6i)].[ir-Ft  -  (a- 5fj]^c«. 

Letztere  geht  durch  die  Abbildung  ar  +  yi  =j^ir+  Fi  über  in 

1)  [(a:  +  y,)«-.(a  +  6i)].[(a:-yi)«-(ii-60]  =  c« 

oder,  wenn  jede  Klammer  in  ihre  Factoren  zerlegt  wird, 


[(x+yi)-/.,  +  bi,].l{x-yi)-fa::^-]  =  c*, 


wo   die  Warzelansdrücke  die  frttbere  Gestalt  haben  nod  za  zweien  con- 
jngirt  sind,  so  dass  man  n  reelle  Factoren  zweiten  Grades  erhSlt,  nämlich 

b 


3) 


/  arclan  —  +  2  käVI 

+  \y-  f^+b».  sin  —   ~^-         -  J  J  =  c« 


Wiederum  zeigt  sich  eine  interessante  geometrische  Deutung,  indem 
jeder  der  Factoren   das  Quadrat  der  Entfernung  jedes  Punktes  x  +  t/i 

von  einem  der  durch  j/a  +  bi  repräsentirten  Punkte  darstellt.  Bezeichnet 
man  diese  Entfernungen  mit  p^,  p,,  ...  p„,  so  erhält  man  als  Gleichung 
der  Curve  nach  Ausziehung  der  Wurzeln: 

4)  Pi.P2--Pn  =  c. 

Also:  Die  vorliegende  Abbildung  verwandelt  den  Kreis  ^s=c 
um    a-{-bi  in   die   Curve   p^.Ps . . .  Pfi=  ^9    deren   Radii   vectores 

von  den  Punkten  ya  +  b i  ausgehen. 

Da  diese  Curven  für  ft  =  2  Lemniscaten  (Cassini 'sehe  Linien)  sind, 
so  liegt  es  nahe,  sie  nach  Vorgang  der  citirten  Abhandlung  als  „Lern- 

niscaten  n*«'  Ordnung"  und  die  Punkte  ya  +  bi  als  ihre  Brenn- 
punkte zu  bezeichnen. 

Nicht  in  der  Form  3),  sondern  in  der  aus  1)  sich  ergebenden 

also  reell  geschrieben  DigitizedbyGoOgk 
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b 


«) 


(arcian  — |-  2  x  » V 1 
y^f^+b^  .  sin "^ J  J  =c,, 


wo  c^=zlge  ist,  genügt  die  linke  Seite  der  Differentialgleichung  ö~^  +  ö^ 

=  0,  da  sie  ak  reeller  Theil  der  Function  /"(aj+yO^  /ö'[(^  +  yO"""(^+*Ol 
SD 'betrachten  ist. 

Wiederum  handelt  es  sich  also  um  ein  isothermisches 
Cnrvensystem,  welches  durch  die  Abbildung  X+ yi^lg[{x  +  yi)^ 

—  (fl+6i)]  in  ein  System  paralleler  Geraden  X^=^c^  verwandelt 
werden  kann  und  demnach  die  Orthogonalschaar  zu  dem  im 
vorigen  Abschnitt  behandelten  System  bildet. 

^Auch  die  Gleichung  dieses  Systems  lässt  sich  in  einfacherer  Gestalt 
acbreiben,   indem   man   Polarcoordinaten   anwendet.     Die  Kreisgleichung 
lautet  dann:         ä«-2ä[(i  cosOi  -  6  5i«  ai]  +  a2+6«=  c» 
und  geht  durch  die  Abbildung  über  in  die  Cnryengleichung 

7)  r««  -  2  r»  [a  cos {nq>)-'h  sin  {n  q>)]  +  a«+  **  =  <?*. 

Sehreibt  man  diese  wieder  in  der  Form 

\  ^9  \(pc^  +  y^Y  -  2  (a:«+y«)"2  .  L  cos  \n  arctan  ^j  +  ö  sin  (n  arcian  ^J> 

80  ist  sie  mit  Gleichung  6)  identisch  und  genügt  wieder  der  Differential- 
gleichung Jü=0. 

§  4.    Folgerungen. 

1.  Ist  die  Gleichung  einer  Curve  in  Polarcoordinaten,  die  sich  auf 
einen  Punkt    (a+bi)    und  die  reelle  Aze   als  Kichtungslinie  beziehen, 

/"(^^  ^)==0,  so  entsteht  durch  die  Abbildung  z  =  'f/Z  eine  Curve,  deren 

Gleichung,  bezogen  auf  die  Punktgruppe  J^w  +  ^i,  die  Form 

hat  r[{p,.Pt...p.),  (»t  +  »t+  ■.+»«)]  =  0 

2.  Ist  eine  Curvengleichung  in  lemniscatischen  Coordinaten  n*^ 
Ordnung  in  Bezug  auf  die  Pnnktgruppe  ya  +  bi  gegeben,  so  geht  sie 
4nrcb  die  Transformation  z^^j/Z  in  eine  solche  über,  die  in  Coordina- 
ten  m,n^^  Ordnung  auf  die  Punkte      f^a  +  bi  bezogen  ist.  —  Beziehen 

sieh  die   Coordinaten   der  ersten   Curve    auf   die   Punktgruppe   ya  +  bi 

—  (c-i-dt),  d.  fa.  fftllt  das  Centrum  des  Brennpunktpolygons  nicht  in  den^Tp 
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Nullpunkt,  80  ist  die  Uebertragung  gleichfalls  leicht  zu  deuten,  nur  wird 
die  Aufidrncksweise  complicirter. 

3.  Die  Cnrvengleicbung  /*(/{,  <Z>)  =  0  in  Polarcoordinaten  auf  den 
Nullpunkt  bezogen ,  geht  über  in  die  Gleichung  der  transformirten  Curve 
/*(r",  w  9)  =  0 ,  wobei  es  sich  wieder  um  solche  Polarcoordinaten  handelt. 

4.  Alles  Wesentliche,  was  Lam^  im  13.  Capitel  der  „Lebens  sar 
les  coordonn^es  curvilignes**  über  das  lemniscatisch  -  hyperbolische 
System  für  n  =  2  sagt ,  lässt  sich  mit  den  entsprechenden  physikalischen 
Folgerungen  auf  jedes  ganze,  positive,  reelle  n  ausdehnen. 

§  5.    Wichtigere  Eigenschaften  der  Hyperbeln  fi^  Ordnung;  die 
orthogonalen  Hyperbelschaaren  n^'  Ordnung. 

1.  Entspricht  die  Hyperbel  «**'  Ordnung   der  Geraden  X  =  a  oder 

n 
Rcos0=^a^   oder  der  Linie  y=  a*   durch   den  Punkt  «r,   so  lautet  ihre 

Gleichung 

a)  r"  cos  nq>  =  a 

oder 

b)  g>i  +  <P2+     •  +  <Pn=  2"» 

wobei  die  Radii  vectores  von  den  Punkten  ya  ausgehen. 

2.  Für  r  =  oo  ist  cos«g)  =  0,  also  g>  = .     Dies  giebt  die 

Neigungswinkel  der  Asymptoten  für  die  n  congruenten  Curvenarme.  Es 
sind  n  durch  das  Centrum  (den  Nullpunkt)  gehende  Symmetrie -Axen 
vorhanden,  die  unter  gleichen  Winkeln  auf  einander  folgen  und  bei  un- 
geradem n  sUmmtlich,  bei  geradem  n  zur  Hälfte  durch  die  Scheitelpunkte 
der  Curve  gehen. 

2  X  TT  • /— 

3.  Für  9= ergiebt  sich  r  =  j/a,   wodurch   die  Entfernung  der 

Scheitelpunkte  vom  Centrum  bestimmt  ist. 

4.  R  cos {0—0)  =  a  ist  die  Polargleiehang  der  allgemeinen  Geraden, 
wobei  a  ihre  Entfernung  vom  Nullpunkte  bedeutet.  Die  entsprechende 
Hyperbel  w***^  Ordnung  hat  die  Gleichung 

c)  r"  cos  nl(p )  =  ^« 

Sie   ist  gegen  die  Hyperbel  a)  um  den  Winkel  —    gedreht   und  mit  ihr 

offenbar  congruent.  Variirt  hingegen  der  Parameter  a,  so  werden  die 
Curven  ähnlich. 

5.  Wie  sich  die  Gerade  als  Kreis  b^etrachten  lässt,  dessen  Centrnm 
im  Unendlichen  liegt,  so  lässt  sich  die  Hyperbel  /i^^*^  Ordnung  als  I^m- 
niscatefi*^'^ Ordnung  betrachten,  deren  Brennpunkte  im  Unendlichen  liegen. 
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6.  Gehen  p  und  q  von  zwei  festen  Punkten  fl  +  6f  und  a^  +  b^i  kvlb^ 
80  iBt  der  durch  p=^q  dargestellte  geometrische  Ort  eine  Gerade.  Folg- 
lich: Die  Gleichung 

wo  die  p   von  der  Punktgruppe   ya  +  bi^  die  q  von   der  Pnnktgruppe 

/ßj+Äjt  ausgehen,  stellt  eine  Hyperbel  n**'  Ordnung  dar.  In  Worten: 
Verbindet  man  einen  Punkt  mit  den  Eckpunkten  zweier 
concentrischer  regelmässiger  Polygone  gleicher  Seitenzahl, 
die  beliebig  gegen  einander  verdreht  sind,  und  bewegt  er 
sich  so,  dass  das  Prodnct  der  einen  Strahlengruppe  stets 
gleich  dem  der  andern  ist,  so  beschreibt  er  eine  Hyperbel 
«*"  Ordnung. 

7.  Ist  dabei  der  Punkt  a  +  bi  der  Nullpunkt,  so  geht  die 
Gleichung  über  in 

e)  />"  =  7i.9'2---^n, 

was  ebenfalls  leicht  geometrisch  zu  deuten  ist  und  fUr  ra=2  eine  bekannte 
Brennpunkteigenscbaft  der  gleichseitigen  Hyperbel  giebt.  Da  sich  aber 
jede  Gerade  in  solcher  Weise  schreiben  lässt,  so  lUsst  sich  jede  Hyper- 
bel n**'  Ordnung  durch  eine  Gleichung  von  der  Form  e)  darstellen,  wo 

die  p  vom  Nullpunkte,  die  q  von  den  Punkten  ya^  +  b^i  ausgehen. 

8.  Hierbei  ist  nun  a^  +  b^i  der  Spiegelpunkt  des  Nullpunkts 


gegen  die  Gerade.  Deshalb  sollen  die  entsprechenden  Punkte  ya^^  +  b^f 
die  Brennpunkte  de^  Hyperbel  n**'  Ordnung  genannt  werden. 
Die  Geraden  vom  Centrum  nach  den  Scheitelpunkten  gehen  demnach 
durch  die  Brennpunkte.  Für  n  =  2  stimmt  die  Definition  mit  der  gewöhn- 
lichen Brennpunktdefinition  überein,  woraus  sich  interessante  Analogien 
mit  den  gleichseitigen  Hyperbeln  ergeben. 

9.  Die  Brennpunkte   der  Hyperbel   «*•''  Ordn.  r^ cos n g) s=z a 
werden  dargestellt  durch  y2a» 

10.  Eine   gleichseitige  Hyperbel  mit  den  Brennpunkten  j/a   werde 
der  Transformation  zs=]/Z  unterworfen.     Dadurch  geht  sie  über  in  eine 

Hyperbel  2^^^*^  Ordnung  mit  den  durch  j/a  dargestellten  Brennpunkten, 
die  abwechselnd  den  beiden  Brennpunkten  der  ersten  Curve  entsprechen. 
Die  Focalgleichung  der  ersteren  ist  aber 

p-q  =  c, 
wobei  c  =  ^(2  — ]j/2)  ist.     Folglich: 

2»  — 

Die  Hyperbel    2n^  Ordnung  mit  den   Brennpunkten  ya  hat  die 
Focaleigenschafk 

f )  Pi .  ft  . . .  Pn  -  S',  .  ft  . . .  fi'n  ^^  /^  (2  -  /2),      Digitized  by  GoOgk 

Zaltwliilft  t  Mathmnatik  u.  Fhyvlk  XXVI,  4.  17  . 
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wobei  die  p  nnd  q  Badii  vectores  sind ,  die  von  den  Brennpunkten  aus- 
geben nnd  abwechselnd  anf  einander  folgen. 

11.  Dreht  sich  eine  Gerade  nm  einen  ihrer  Punkte,  so  bewegt  sich 
das  Spiegelbild  des  Nullpunktes  auf  einem  Kreise  um  jenen  Punkt  und 
durch  den  Nullpunkt.     Folglich: 

Die  Brennpunkte  aller  durch  eine  Punktgruppe  ya  +  bi 
gehenden  Hyperbeln  n**'  Ordnung  liegen  auf  einer  Lemnis- 
cate   n*"'  Ordnung,   deren  Arme  sich  im  Nullpunkte  treffen. 

12.  Schneiden  sich  zwei  Gerade  unter  dem  Winkel  a,  so  gilt  das* 
selbe  von  den  durch  den  Nullpunkt  gehenden  Normalen.     Folglich: 

Schneiden  sich  zwei  Hyperbeln  n^*'  Ordnung  desaelben 
Centrums  einmal  unter  dem  Winkel  a,  so  schneiden  sie  sich 
im  Ganzen  n-mal  unter  demselben  Winkel,  und  die  Systeme 

ihrer  Hauptaxen  sind  um  den  Winkel  —  gegen  einander 
gedreht. 

13.  Dem  System  paralleler  Geraden  Xcza  entspricht  ein  System 
von  Hyperbeln  ra^^*^  Ordnung  r^cosnq>  =  aj  die  einander  nicht  schneiden 
und    deren    Asymptoten    zusammenfallen.      Dasselbe    gilt    vom    System 

r^coslq> ]  =  a.     Eine  solche   Curvengruppe  soll   als  „Seh aar  der 

Hyperbeln  n^^'  Ordnung**  bezeichnet  werden,  wogegen  die  durch 
Gleichung  3)  und  5)  des  §  2  charakterisirte  Gruppe  ,, Büschel  der 
Hyperbeln  n**'  Ordnung**  heissen  soll. 

14.  Die  gleichwinkligen  isogonalen  Trajeotorien  der  Parallelenschaar, 
z.B.  ihre  Orthogonalen ,  sind  wiederum  eine  Parallelenschaar.  Folglich: 
Die  gleichwinkligen  isogonalen  Trajectorien  der  Hyperbelschaar  «**  Ord- 
nung bilden  wiederum  eine  solche  Schaar.     Ist  die  Gleichung  der  einen 

Gruppe  r"  cosn\q> )  =  «,  so  hat  z.  B.  die  Orthogen  alschaar  die  Gleich- 
ung   r"  sin  n  ( 9 )  ca  a. 

]  5.  Folgen  die  Parameter  jeder  der  beiden  letzten  Schaaren  in  arith- 
metischer Keihe  auf  einander,  so  wird  die  Ebene  in  ein  System  recht- 
winkliger FlftchenrKume  eingetheilt,  die  mit  zunehmender  Kleinheit  der 
Aehnlichkeit  zustreben.  Ist  die  constante  Differenz  in  beiden  Reihen 
dieselbe,  so  entspricht  dies  der  Eintheilung  in  „Quadrate**,  die  Eck- 
punkte eines  solchen  Netzes  liegen  auf  zwei  Schaaren  von  Hyperbeln 
«*•'  Ordnung. 

16.    Die  Hyperbelschaar  «*•»  Ordnung 

r"  cos nip  =  n 
lässt  sich  auch  schreiben  Digitizedby  vjOOQIC 
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g)  (^  +  y*)*  CO«    n . arclan  —  I s=  « 

oder,  wie  man  mit  Hilfe  der  Polarcoordinaten  leicht  zeigen  kann, 

h)  2 ==«• 

Die  linke  Seite  der  Gleichung  g)  ist  also  der  reelle  Theil 
der  Function  complexen  Arguments  /*(«  +  SfO  =  (^+yO"  ^^^ 
mass  als  solcher  der  Differentialgleichung  ^^i<  =  0 .  genügen. 
£s  handelt  sich  demnach  um  ein  Isothermensjstem ,  welches,  wie  selbst- 
yerstXndlich  war,  durch  die  Abbildung  A!'  +  '^(  =  (^+^0"  ^^  ^^^  System 
der  Geraden  IT  =  a  übergeht. 

17.  Denkt  man  sich  also  in  wärmeleitender  Ebene  zwei 
Hyperbeln  w*®'  Ordnung  derselben  Schaar  auf  constanten 
Temperaturen  erhalten,  so  sind  nach  dem  Eintreten  des 
stationären  Zustandes  die  Linien  constanter  Temperatur 
sämmtlich  Hyperbeln  n^*'  Ordnung  derselben  Schaar.  Eine 
der  ersten  Curven  kann  man  in  den  unendlichen  Bereich  verlegen,  wo- 
durch  Nichts    geändert  wird.     Geht  dann   noch   die   andere   durch   den 

Nullpunkt,  so  dass  sie  in  zwei  sich  unter  dem  Winkel  —   schneidende 

Gerade  übergeht,  so  ist  das  isothermische  Problem  für  den  Raum  zwi- 
schen den  Schenkeln  dieses  Winkels  gelöst.  Also  auch  hier  bilden  die 
Isothermen  eine  Hyperbelschaar  n*®**  Ordnung. 


§  6.    Die  Eigenschaften  der  Lemniscaten  n^^  Ordnung  und  der  aus 
ihnen  hervorgehenden  Isothermenschaaren. 

1.  Der  Kreis  ^  =  c  um  den  Punkt  a  der  reellen  Axe  hat  die 
Gleichung  Ä»_  2«Äco5<P  + o»=«c» 

die  entsprechende  Lemniscate    n^^  Ordnung    also,    deren   Brennpunkte 

durch  pa,    deren    constantes  Product   durch   c  dargestellt  ist,    hat  die 
Gleichung  ^ 

a)  r^"  —  2  a  r»  cos  w  y  +  <i*  =  c*. 

2.  Ist  c<a,  so  liegt  der  Nullpunkt  ausserhalb  des  Kreises,  ist  c^a^ 
ao  liegt  er  auf  dem  Kreise,  ist  c>a,  so  liegt  er  innerhalb  desselben. 
Entsprechend  besteht  die  Lemniscate  im  ersten  Falle  aus  n  getrennten 
Ovalen,    im  zweiten  Falle  aus  solchen,    die  sich  im  Nullpunkte   unter 

Winkeln  —  treffen,  im  dritten  Falle  aus  einem  einzigen,  den  Nullpunkt 


umschliessenden   Linienzuge.      Stets   sind   n   Symmetrieaxcn   vorhanden,     j 
ebenso  n  Brennpunkte,  dagegen  2«  Scheitelpunkte.  DigitizedbyV^OOgie 
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3.  Die  Scheitelpunkte  des  Kreises  liegen  für  o<a  beide  anf  der 
Linie  0  =  0^  bei  der  entsprechenden  Lemniscate  liegen  sie  paarweise  anf 

den  Brenn pnnktradien,  d.  h.  auf  den  Linien  q>  = . 

Für  c'^a  liegt  der  eine  Scheitelpunkt  des  Kreises  auf  der  Linie 
<p  =  0,  der  andere  auf  der  Linie  <Z>=  180^,  bei  der  entsprechenden  Lem- 
niscate also  liegen  n  Scheitelpunkte  auf  den  Linien  q>  = ,  die  andern 

auf  den  Linien  g>  = .    Letzteres  sind  die  Winkelhalbirenden  der 

n 

Brennpunktradien. 

4.  Für  c<  a  findet  man  die  beiden  Werthe  der  Scheitelradien  r, 
indem  man  in  a)  ^  =  0  setzt,  aus  der  Gleichung 

für  0^  a  findet  man  die  beiden  Werthe  aus  den  Gleichungen 

r"  — ö  =  +c,     r^  +  a  =  c^ 
indem  man  einmal  <)p  =  0^  das  andere  Mal  9>=3l80^  setzt  und  im  ersten 
Falle  berücksichtigt,  dass  r"  grösser  ist,  als  a, 

5.  Setzt  man  nun  nach  Obigem  statt  a  die  n'®  Potenz  des  Brenn- 
punktradius, etwa  r^*,  für  c  das  constante  Product  Pi^Pf-Pn^  so  hat 
man  für  c<^a 

b)  Pi-P«.../'«  =  ±(r"-r,"), 
für  Ofl 

c)  Pi'Pi'"Pn^r*  +  rj^. 

In  Worten:  Bei  den  aus  getrennten  Ovalen  bestehenden 
Lemniscaten  n^*'  Ordnung  ist  das  constante  Product  gleich 
der  Differenz  zwischen  den  n*®"  Potenzen  der  Scheitel-  und 
Brennpnnktradien;  bei  den  ans  einem  Zuge  bestehenden  ist 
das  constante  Product  gleich  derselben  Differenz  für  die 
Brennpunktscheitelgruppe,  aber  gleich  der  Summe  jener 
Potenzen  für  die  andere  Scheitelgruppe. 

Hierin  liegt  eine  neue  Fassung  des  Cotesischen  Theorems,  die 
weniger  umständlich  ist,  als  die  in  den  Lehrbüchern  gebräuchliche. 

6.  Schon  oben  war  gezeigt,  dass  die  cotifocalen  Lemniscaten  Pi-Pg-' 
. . .  Pfi  =  c  und  ihre  Orthogonalen  ^j  +  -^g  + . . .  +  ^n  =  y»  sobald  alle  Radii 

yectores  von  der  Punktgrnppe  ya  +  bi  ausgehen,  isothermische  Curven- 
Systeme  bilden.  Folgen  die  Parameter  der  Hyperbeln  in  arithmetischer 
Reihenfolge  aufeinander,  0,  a,  2  a, ...,  die  der  Lemniscaten  in  geometrischer, 
ePj  efiy  e^^,  ...,  so  erhält  man  die  Eintheilung  der  Ebene  in  Vechtwink-. 
lige  Flächenräume,  die  der  Aehnlichkeit  zustreben;  ist  aber  a  =  /3,  so 
ergiebt  sich  die  quadratische  Eintheilung.  Für  n  =  2  erhält  man  das 
bekannte  System  der  Interferenzlemniscaten  und  Polansationshyperbeln 
optisch  zweiaxiger  Krystalle.  Digitized  by VjOO^.^ 
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7.  Die  Gleichung  der  isogonalen  Trajectorien  coucentrischer  Kreise, 

bezogen  anf  das  Centram,  stellt  logaritbmische  Spiralen  dar.  Die  isogo- 
nalen Trajectorien  der  Confocalscbaar  der  Lemniscaten  n*^  Ordnung  und 
ebenso  die  des  Hyperbel  Büschels  n^^'  Ordnung  haben  demnach  die 
Gleichung 

d)  iöj. />,...  p„  =  c.x^i+^»+-+^«. 

Sie  haben  die  Eigenschaft,  dass  das  Product  der  Radii  vectores 
geometrisch  zunimmt,  wenn  die  Winkelsumme  arithmetisch 
wächst.  Die  Eckpunkte  des  besprochenen  Netzes  liegen  auf  solchen 
Carven.  Ihre  Eigenschaften  lassen  sich  aus  denen  der  logarithmischen 
Spiralen  oder  direct  aus  denen  der  geraden  ableiten ,  und  zwar  nach  der 
Methode,  die  der  Verfasser  in  mehreren  Abhandlungen  dieser  Zeitsthrift 
angewendet  hat.  Logarithmirt  man  die  Gleichung  und  setzt  man  für  den 
Logarithmus  des  Productes  den  aus  §  3,  Gleichung  6)  oder  8) ,  folgenden 
Aasdruck,  für  die  Winkelsumme  den  aus  §  2,  Gleichung  2)  oder  5), 
folgenden  in  geeigneter  Weise  ein ,  so  lässt  sie  sich  auf  die  isothermische 
Form'bringen,  in  der  sie  der  Gleichung  ^Ü^^O  gentigt. 

8.  Das  Rreisbüschel  durch  zwei  Punkte  a  +  bi  und  a^  +  b^i  hat  seine 
Mittelpunkte  auf  einer  geraden  Linie,  die  orthogonale  Kreisschaar  gleich- 
falls.    Aus  der  entsprechenden  Figur  ergiebt  sich  Folgendes: 

Durch  die  Punkte  ya  +  bi  und  ya^  +  bj^i  lässt  sich  ein  Lem- 
niscatenbüschel  n*^^  Ordnung  legen,  welches  seine  Brenn- 
punkte Bietß  auf  einer  Hyperbel  n^^^  Ordnung  hat.  Die  Or- 
thogonalschaar  besteht  aus  Lemniscaten  n^^'  Ordnung,  deren 
Brennpunkte  gleichfalls  auf  einer  Hyperbel  n^^^  Ordnung 
liegen.  Jede  der  genannten  Hyperbeln  gehört  zur  andern 
Sehaar.     Beide  Schaaren  sind  isothermische  Curvensysteme. 

9.  Das    genannte  Kreisbüschel    hat    die  Gleichung  9  —  ;^==:^,    die 

orthogonale  Kreisschaar  die  Gleichung  —  =  c.     Folglich: 
Die  Gleichungen 

e)  (Vi  +  9>«+ . '  •  +  Vn)  -  (Zi  +  Z2+  •  •  •  +  %n)  =  y, 

f)  Pl'P,"Pn^^^ 


wobei  die  Radii  vectores  von  den  Punktgruppen  ya  +  bi  und 

^dj-^öji  ausgehen,  stellen  ein  Lemniscatenbüschel  und  die 
Orthogonalschaar  von  Lemniscaten  »^*'  Ordnung  dar.  In 
Worten: 

Verbindet  man  die  Ecken  zweier  coucentrischer  regel- 
mftssiger  Polygone  gleicher  Seitenzahl,  die  beliebig  gegen 
einander  verdreht  sind,   mit  einem  beweglichen  Punkte  undalp 
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bewegt  sich  derselbe  so,  dass  das  Prodnct  der  einen  Strah- 
leugrnppe,  dividirt  durch  das  der  andern,  einen  constanten 
Werth  giebt,  so  bewegt  er  sich  auf  einem  Individuum  der 
Lemniscatenschaar  n^^^  Ordnung.  Bewegt  er  sich  aber  so, 
dass  die  Winkelsumme  der  einen  Strahiengruppe,  vermiD- 
dert  um  die  der  andern,  Constantes  giebt,  so  beschreibt  er 
ein  Individuum  des  Lemniscatenbüschels  n**'  Ordnung. 

10.  Concentrirt  sich  die  eine  Punktgruppe  in  den  Nullpunkt,  ist 
also  z.  B.  a  +  bit=zOy  so  lauten  die  Gleichungen: 

g)  n.9>-(Zi  +  Za  +  --  +  X«)  =  y. 

h)  -^:^—=^c. 

Auch  diese  sind  leicht  in  Worte  zu  kleiden. 

11.  Die  isogonalen  Trajectorien  der  Curven  e)  und  f)  haben  die 
Gleichung 

12.  Die  isogonalen  Trajectorien  der  Curven  g)  und  h)  haben  die 
Gleichung 

k)  ^ =  c.x"V-^»+^»+-+^«^ 

13.  Transformation  mittels  reciproker  Radii  vectores  vom  Nullpunkte 
aus  (isothermisehe  Spiegelung  gegen  einen  Kreis  r=^c  um  den  Nullpunkt) 
verwandelt  jedes  Kreisbttschel  durch  zwei  Punkte  wiederum  in  ein  sol- 
ches, die  Orthogonalschaar  des  ersteren  in  die  des  zweiten.     Folglich: 

Dieselbe    Transformation    verwandelt   ein    Büschel   von 

Lemniscaten   w*®'  Ordnung  durch   die  Punktgruppen  ya  +  bi 

n. 

und  ^"^i+^i*  wiederum   in   ein   solches   durch  die  reciproken 

Punkte    ^  und  ,    die    Orthogonalschaar    der   er- 

ya  +  bi  T^a^  +  b^i 

sten  Schaar  geht  dabei  in  die  der  zweiten  über.  Ist  einer  der 
Punkte,  z.  B.  a^-^bi^  der  Nullpunkt,  so  erhftlt  man  durch  diese  Trans- 
formation ein  Büschel  von  Hyperbeln  n**'  Ordnung  und  die  Orthogonal- 
schaar confocaler  Lemniscaten.  Die  isogonalen  Trajectorien  behalten 
gleichfalls  ihren  Charakter  stets  bei. 

14.  Ohne  Schwierigkeit  lässt  sich,  wie  oben,  auch  hier  stets  die 
Function  ermitteln,  welche  die  genannten  Curvenschaaren  in  ein  System 
paralleler  Geraden  X=c  verwandelt.  Daraus  ergiebt  sich  die  Gleichung 
jeder  Schaar  in  rechtwinkligen  Coordinaten  so,  dass  ihre  linke  Seite  der 
Gleichung  ^«  =  0  genügt.  Ueberall  handelt  es  sich  also  um  Isotherinen- 
schaaren.  nn.r^n]t> 
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15.  Unter  den  gelösten  Wärmeanfgaben  seien  folgende  genannt: 
Werden  in  der  Ebene  zwei  Individua  der  Scbaar  f)  auf 
constanten  Temperataren  erhalten,  so  sind  nach  dem  Ein* 
treten  des  stationären  Znstandes  die  dazwischen  liegenden 
Cnrven  derselben  Schaar  Isothermen.  Legt  man  den  Pnnkt 
a  +  bi  ins  Unendliche,  so  hat  man  die  Lösung  des  Problems  für  confo- 
cale  Lemniscaten  it^'  Ordnung.  Eine  von  denselben  kann  man,  indem 
man  das  Product  gleich  Null  setzt,  in  die  n  Eckpunkte  eines  regulären 
Polygons  yerwandeln,  die  andere,  indem  man  das  Product  gleich  oo  setzt, 
in  den  unendlichen  Bereich  verlegen.  Auch  dieser  letzte  Fall  ist  leicht 
IQ  deuten.  Endlich  ist  noch  der  Fall  gelöst,  wo  die  Eckpunkte  eines 
regulären  Polygons  auf  constanter  Temperatur  gehalten  werden ,  während 
die  eines  regulären  Polygons  gleicher  Seitenzahl,  welches  gegen  das  erste 
verdreht,  aber  mit  ihm  concentrisch  ist,  eine  andere  constante  Tempera- 
tur beibehalten. 

§  7.  Andeutongen  über  weitere  Consequenäen  fbr  die  Geometrie  der 

Ebene. 
Wie  aus  der  Geometrie  der  Geraden  und  des  Kreises  die  lemnis- 
eatisebe  Geometrie  abzuleiten  ist,  darüber  vergleiche  man  die  Abband- 
lang  im  21*  Bande  dieser  Zeitschrift,  wo  stets  an  Stelle  des  Falles  its=2 
der  allgemeinere  vorliegende  zu  setzen  ist.  Gleichen  Strecken  entspre- 
chen correspondirende  Hjperbelbogen ,  congruenten  Gebilden  correspon- 
dirende,  ähnlichen  Gebilden  solche,  die  sich  aus  correspondirenden  nach 
dem  Theilungsprincip  der  lemniscatischen  Geometrie  ableiten  lassen. 
Auch  die  neuere  Geometrie  findet  ihre  Uebertragung,   so  erbalten  z.  B. 

,.     ^         •       ,    ,     .         r— p   s—q        ,    sin{y  —  a)    siniS  —  ß)    ,.  _ 

die  Doppelverhältnisse  . und  -t-t s- .   .  ,, r  die  analo- 

gen  Fonnen 

Tj  .r, . . .  r»  —  ^1 .  ^8  . . .  g„  *  jj  .5j  . . .  5,  —  pj .  p,  . .  .p, 
sin [yi+y2+-   ■  +  y»'-K+«2+-'  +  «t»X 


resp. 


sin  [dj  +  d,  + . . .  +  dn  —  («1 + a,  + . . .  +  «„)  J  * 
Sämmtliche  Sätze   der  Kreisverwandtschaft  gehen  in  die  entsprechenden 
der  lemniscatischen  Verwandtschaft  n**'  Ordnung  über,  welche 
sich  stets  durch  eine  Function%von  der  Form 


b 


aZ  +  b 
vermitteln  lässt,   was  bei  der  Kreisverwandtschaft  durch   z=    ^      .  ge- 

leistet  wird.     Wie  sich  ferner  jede  Kreisverwandtschaft  durchajp 


248      Ueber  Isotbermenschaaren ,  isogonale  Verwandtscbaften  etc. 

eine  Transformation  mittels  reciproker  Badii  vectores  gegen 
einen  bestimmten  Kreis  ersetzen  lässt,  so  redncirt  sich  die 
lemniscatische  Verwandtschaft  n*^'  Ordnnng  auf  die  isother- 
mische  Spiegelang  gegen  eine  bestimmte  Lemniscate  mit  dem 
Nullpunkte  als  Centram. 

Diese  Verwandtschaft  ist  noch  einer  weiteren  Verallgemeinerung 
fähig,  da  zwei  Ebenen  auch  so  auf  einander  bezogen  werden  können, 
dass  jeder  Lemniscate  nU^  Ordnung  der  einen  mit  einem  bestimmten 
Punkte  als  Centrum  eine  solche  m*^'  Ordnung  der  andern  mit  einem 
bestimmten  Punkte  als  Centrum  entspricht.  Diese  Beziehung  wird  ver- 
mittelt durch  die  Function  

Durch  dieselbe  wird  z.  B.  auch  das  Innere  einer  Lemniscate  n^'  Ordnung 
so  auf  das  Innere  oder  Aeussere  einer  solchen  Curve  m^®'  Ordnung  con- 
form  abgebildet,   dass   die  Brennpunkte  der   einen   einem   willkürlichen 

Punktsystem  ^a  +  i^*  innerhalb,  resp.  ausserhalb  der  andern  entsprechen. 
Zahlreiche  Abbildungsaufgaben  lassen  sich  sofort  synthetisch  lösen. 
Z.  B.  wird  die  Aufgabe,  den  von  zwei  Lemniscaten  f^  Ordnung  des 
Büschels  und  zweien  der  Orthogen alschaar  begrenzten  Flächenraum  auf 
das  Innere  des  Einheitskreises  abzubilden ,  durch  eine  Function  von  fol- 
gender Form  gelöst: 

2= ^ zt—tE-     modn. 


i+yn.sinam^g  +  lg-^^^^^ 


Nicht  ohne  Interesse  sind   die  Debertragungen   der  Stein  er' sehen 
Schliessungsprobfeme,  von  denen  eines  auf  eine  Fläche  führt,  welche  die 

Dupin'sche  Cjclide  als  Specialfall  enthält.  — 

_  i 
Dm  auch  die  Abbildung  x+yi=s{Ä+yi)  "  für  n  ganz,  positiv  und 
reell  zu  erledigen,  hat  man  nur  die  Bemerkung  nöthig,  dass  die  Trans- 
formation mittels  reciproker  Radii  vectores  Kreise  in  Kreise,  folglich  jedes 
zum  Nullpunkt  gehörige  Lemniscatensystem  gleichfalls  in  ein  solches  ver- 
wandelt, und   zwar  geht   das  Büschel  durch  a  +  bi  und  a^+b^i  über  in 

das  durch    ^  und gehende,  wenn  1  der  Radius  des  spie- 

fa+bi  ]/a^+b,i 

gelnden  Kreises  ist.     Da  die  Kreisverwandtschaft  vollständig  durchfähr- 

bar  ist,  so  ist  es  auch  die  Verwandtschaft  x+yi^{X+Yi)    »  für  gan- 
zes, positives,  reelles  n. 

Die  Abbildung  z=^Z"  für  ganzes,  positives  und  reelles  n  verwandelt 
Gerade  und  Kreise  in  Curven,   deren  Polarglei^fl,5^^^Qb^W^enen 
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der  Lemniscaten  und  Hyperbeln  n^^  Ordnung  nur  dadurch  unterscheiden, 

dass  —  an  Stelle  von  n  zu  setzen  ist.     Sie  sind  von  geringerem  Inter- 

eue,  da  die  Focaleigenschaften  nicht  erhalten  bleiben  und  da  sie  im 
Allgemeinen  mehrerer  Rie mann' scher  Blätter  bedürfen.  Der  Fall  n  =  2 
verwandelt .  bekanntlich  orthogonale  Parallelenschaaren  in  orthogonale 
Scbaaren  von  Parabeln  mit  dem  Nullpunkte  als  Brennpunkt  und  gewisse 
gleichseitige  Hyperbeln  in  Gerade. 

Mit  Hilfe    dieser  Bemerkungen   ist  man   im   Stande,    die 
Gleichung  jeder  Curve  in  lemniscatischen  Coordinaten  n^^^ 

Ordnung  mit  beliebigen  Brennpunkten  ya  +  bi  darzustellen. 
Beispielshalber    soll    dies    mit    der   Geraden   Ä'^a    für    n=s2    und    die 

Brennpunkte  ye  {e  reell)  durchgeführt  werden. 

Die   Gleichung  geht  durch   die  Abbildung   c  =  Z*  über  in   die   der 

Parabel  f/r.cos^^a   oder   r(l  +  co^y)  =  2a*,   oder,   wenn    der  Coordi- 

Datenanfang  nach  e  verlegt  wird,  in 

Q  cos^  +  e  +  j/q*  +  2eQCos&  +  e'  =  2a^. 

Diese  Gleichung  geht  durch  die  Abbildung  z  =  }/Zf  die  auf  den  alten 
Nullpunkt  zu  beziehen  ist,  wieder  über  in  die  Gleichung  der  Ge- 
raden, jedoch  in  den  verlangten  lemniscatischen  Coordinaten,  so  dass 
die  Form  ist 

p.Pi  co5(0+0i)  +  e  +  f/p* . Pj^  +  ipPie  cos (d  +  &^)  +1*  =  2 aK 

n 

Auch  die  Abbildung  ze=:yZssZ^  bietet  nichts  wesentlich  Neues.  Der 

Sector  geht  über  in  den  Sector  ,  die  w- fache  Ebene  in  die  m- 

m  n 

fache  verwandelt.    Ist  —  >1,  so  wird  die  Umgebung  des  Nullpunktes  un- 
m 

endlichfach  vergrössert,  die  des  unendlichen  Punktes  unendlichfach  ver- 
kleinert dargestellt.    Für  —  <  1  ist's  umgekehrt.   Lemniscaten  und  Hyper- 


beln m^  Ordnung  mit  den  Brennpunkten  ^a  +  bi  gehen  in  solche  n^ 


Ordnung  mit  den  Brennpunkten  ^a  +  bi  über,  Kreise  und  Gerade  hin- 
gegen in  Lemniscaten  und  Hyperbeln  —*•*  Ordnung,  deren  Polargleich- 
ungen von  den  früheren  nur  darin  differiren,   dass   —  an  Stelle  von  n 

SU    setzen    ist.      Die  n  Brennpunkte  liegen  dabei  in  m  Blättern.    Die    . 
Focaleigenschaften  fallen  selbstverständlich  bei  den  letzteren  Curven  fort^l^^ 
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Die  Verwandtschaft  lässt  sich  aber  trotzdem  vollständig 
durchführen,  da  die  Relationen  des  Systems  m*®'  Ordnung 
in  die  des  Systems  /i*"  Ordnung  übergehen. 

Anders  ist  dies  bei  der  Abbildung  t^^yZ  mit  irrationalem  Expo- 
nenten ,  da  in  diesem  Falle  die  Anzahl  der  Brennpunkte  unendlich  gross 
wird.  Die  Einfachheit  der  Uebertragung  der  Entfernung  r^=^c  in  die 
lemniscatische  Entfernung  />i . Ps  •  •  * Pn  =  ^9  ebenso  die  des  Winkels  ^^y 
in  die  Relation  ^1  +  ^g  +  •  •  •  +  ^n  =  y  hört  hier  auf.  Demnach  stösst  die 
Uebersetzung  der  S&tze  der  Geometrie  des  Maasses  in  diesem  Falle  auf 
Schwierigkeiten ,  während  zahlreiche  S&tze  der  Geometrie  der  Lage  leicht 
übertragen  werden  können. 

Auf  die  Betrachtung  imaginärer  Wurzelexponenten  soll  hier  ver- 
zichtet werden. 

Die  vollständige   Durchführbarkeit  der  Verwandtschaft 

a;-f  ^f  =  )/A'-f  Ft  ist  also  nachgewiesen  für  jedes  reelle  und 
rationale  n. 

§  8.    Folgeningen  for  die  Theorie  der  allgemeinen  Kegelfl&ehe. 

Die  Geometrie  der  allgemeinen  Kegelfläche  gründete  sich  bisher  auf 
das  Goordinatensystem  der  Geraden  durch  die  Spitze  und  ihre  Orthogo- 
nalschaar,  dessen  Abwickelung  in  die  Ebene  auf  Gerade  und  concentrische 
Kreise  führt.  Von  den  übrigen  laothermenscbaaren  hatten  nur  noch  die 
isogonalen  Trajectorien  jener  Linien ,  die  sich  zu  logarithmischen  Spiralen 
abwickeln ,  Beachtung  gefunden.  So  beschränkte  sich  auch  die  Abbildung 
der  Ebene  und  Kugelfläche  auf  die  Oberfläche  des  Kegels,  welche  J.  H. 
Lambert  in  den  „Anmerkungen  und  Zusätzen  zur  Entwer- 
fnng  der  Erd-  und  Himmelskarten*'  im  3.  Theile  der  „Beiträge 
zum  Gebrauche  und  der  Anwendung  der  Mathematik^'  (1773) 
gab,  auf  den  Specialfall,  wo  die  orthogonalen  Kreisschaaren  der  Kugel 
dem  obengenannten  System  entsprechen. 

Die  allgemeine  Abbildung  von  Ebene  und  Kugel  auf  dem  Kegel  ist 
zwar  nichts  Neues,  jedoch  sind  die  geometrischen  Conseqnenzen  noch 
nicht  gezogen  und  die  der  Abbildung  entspringenden  iaothermischen 
Coordinatensysteme  noch  nicht  behandelt  worden. 

Von  einem  gewissen  Abschlüsse  der  Geometrie  einer  Fläche  kann 
offenbar  nur  dann  die  Rede  sein,  wenn  die  Grundpunkte  der  verschie- 
denen Coordinatensysteme  von  der  Bedingung  einer  speciellen  Lage 
befreit  sind,  wie  dies  z.  B.  für  die  KugelflXche  der  Fall  ist,  auf  der  man 
den  Schnittpunkten  der  Kreisbüschel  oder  zwei  Brennpunkten  eines 
Systems  sphärischer  Kegelschnitte  beliebige  Lagen  geben  kann.  Für  das 
dreiaxige  Ellipsoid  ist  man  (bei  dem  System  der  Krümmungslinien)  auf  die 
Nabelpunkte  als  Fundamentalpankte  des  Coordinatenjgrstema^  b^chräokli 
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bei  dem  Kegel  mosste  eben  die  Spitze  zum  Aasgangspnnkte  genommen 
werden. 

Die  kürzesten  Linien  auf  der  Kegelfläcbe,  deren  Abwickelung  Gerade 
giebt,  sind  zum  Coordinatensjstem ,  besonders  zum  isothermiscben,  für 
den  einscbicbtigen  Kegel  unbrancbbar,  da  sie  sieb  selbst  scbneiden.  Das- 
selbe gilt  von  den  Curven,  die  sich  in  der  Abwickelung  als  Kreise  dar- 
stellen. 

Aus  den  oben  gegebenen  Sätzen  aber  kann  man  die  Verallgemei- 
nerung der.  Geometrie  der  Kegelfläcbe  leicht  ableiten. 

Der  einschichtige  Kegel  lässt  sich  zum  Sector  abwickeln,   wo 

n  reell  und   >1    ist.      Auf  diesen  Sector  kann    man   die   ganze   Ebene 

mittels  der  Abbildung  z  =  yZ  conform  übertragen,  wobei  Gerade  durch 
einen    beliebigen   Punkt    a  +  6i    in   Hyperbeln   n*®'  Ordnung*  durch   den 

Sectorpunkt  ya  +  bi,    Kreise    um    a  +  bi    in   confocale  Lemniscaten  n^^ 

Ordnung  um  den  Punkt  j/a  +  fr  i  übergeben ,  während  der  Nullpunkt  und 
der  unendliche  Punkt  der  Ebene  dem  Mittelpunkte  und  unendlichen 
Punkte  des  Sectors  entsprechen.  Man  kann  nun  den  Sector  in  einen 
Kegel  verwandeln  oder,  um  bei  der  Rieman naschen  Vorstellungs weise 
SU  bleiben,  man  kann  die  s- Ebene  so  zum  Kegel  mit  dem  Nullpunkte 
als  Spitze  zusammenrollen,  dass  jeder  Sector  eine  Schicht  des  Kegels 
giebt.  Dann  fallen  die  Zeichnungen  der  einzelnen  Sectoren,  d.  h.  die 
verschiedenen  Arme  der  Lemniscaten  und  Hyperbeln  n^^  Ordnung  genau 
auf  einander,  so  dass  geometrisch  jede  der  Curven  aus  einem  einzigen 
Zuge  mit  nur  einem  Brennpunkte  besteht. 

Beiläufig  sei  bemerkt,  dass  die  scheinbare  Wichtigkeit  des  Nullpunk- 
tes der  2 -Ebene,  der  vorher  als  Mittelpunkt  des  Polygons  der  Brenn- 
punkte auftrat  und  die  Isothermenschaaren  zu  specialisiren  schien,  hier 
vollständig  aufgehoben  ist.  Die  Spitze  des  Kegek  behält  nur  die  in  der 
Natur  desselben  begründete  Sonderstellung,  dass  er  jeder  die  erstere 
durchschneidenden  Curve  dort  einen  Eckpunkt  giebt,  wodurch  die  Aehn- 
lichkeit  in  den  kleinsten  Theilen  mit  der  Originalebene  gestört  erscheint, 
und  wobei  zugleich  das  Vergrösserungsverhältniss  gegen  letztere  unend- 
lich gross  wird. 

Behält  man  nun  für  die  in  Rede  stehenden  Kegelcurven  die  Namen 
Hyperbeln  und  Lemniscaten  n^^  Ordnung  bei  —  wobei  darauf  zu  achten 
ist,  dass  für  den  Fall  n  =  2  die  gewöhnlichen  ebenen  Hyperbeln  mit  den 
vorliegenden  nicht  verwechselt  werden  dürfen  — ,  so  lässt  sich  im 
Allgemeinen  jeder  Satz  der  ebenen  Geometrie  der  Lage  auf 
die  Kegelfläche  übertragen.  Die  Uebertragung  von  Maass* 
relationen  mittels   der  Focaleigenschaften  der  Lemniscatei^lc 
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und  Hyperbeln    n*^'  Ordnung   ist    aber    auf  den  Fall  zu  be- 
schränken, wo  n  eine  ganze  Zahl  ist. 

In  diesem  Falle  erhalten  die  Kegelcurven  folgende  Bedeutung: 

Man  verbinde  einen  beliebigen  Punkt  des  Kegels  mi 
einem  beweglichen  Punkte  desselben  durch  n  kürzeste  Linien 
(von  denen  die  eine  die  Spitze  nicht  umschlingt»  während 
die  anderen  es  ein  resp.  mehrere  Male  thuu).  Soll  dann  der 
zweite  Punkt  sich  so  bewegen,  dass  das  Product  der  kür- 
zesten Linien  constant  bleibt,  so  ist  sein  geometrischer  Ort 
eine  Curve,  die  sich,  in  die  Ebene  abgewickelt,  als  Lemnis- 
cate  n^^'  Ordnung  darstellt.  Soll  hingegen  die  Summe  der 
Richtungswinkel  der  kürzesten  Linien,  gegen  eine  beliebige 
Tangente  durch  den  ersten  Punkt  gemessen,  constant  blei- 
ben, so  entsteht  öine  Hyperbel  n**'  Ordnung. 

In  ähfilicher  Weise  lassen  sich  die  übrigen  Focalsätze  übertragen. 

Eine  Vorstellung  von  den  verschiedenen  Coordinatensystemen  des 
Kegels  für  jedes  reelle  n  erhält  man  z.  B.,  wenn  man  die  der  Abhand- 
lung über  lemniscatische  Geometrie  im  21.  Bande  dieser  Zeitschrift  bei- 
gegebenen Figuren  durch  einen  den  Nullpunkt  treffenden  geradlinigen 
Schnitt  halbirt  und  eine  Hälfte  zum  Kegel  zusammenrollt.  In  derselben 
Weise,  wie  dort,  wird  jeder  Kegel  durch  solche  Curvenschaaren  in 
kleine  „Quadrate"  eingetheilt. 

Das  allgemeinste  der  hier  zu  behandelnden  Systeme  ist  das  Lem- 
niscatenbüschel  n*^'  Ordnung  durch  zwei  beliebige  Punkte 
der  Kegel  fläche.  Man  erhält  dieses  und  die  orthogonale  Lemniscaten- 
schaar,  indem  man  z.  B.  den  Olobus  mit  dem  Netze  der  geogra- 
phischen Linien  so  auf  dem  Kegel  conform  und  eindeutig 
abbildet,  dass  die  Pole  zwei  beliebigen  Punkten  der  Kegel- 
fläche entsprechen. 

Ist  der  eine  dieser  Punkte  der  unendliche,  so  entsteht  das  System 
der  Hyperbeln  n^^  Ordnung  durch  einen  beliebigen  Punkt  der  Kegel- 
fläche und  die  Orthogonalschaar  confocaler  Lemniacaten.  Fällt  der  Punkt 
hingegen  in  die  Spitze,  so  erhält  man  das  Büschel  der  Schleifenlem- 
niscaten. 

Liegt  ein  Punkt  in  der  Spitze,  einer  im  Unendlichen,  so  entsteht 
das  System  der  Geraden  durch  die  Spitze  und  die  Orthogonalschaar, 
deren  Abwickelung  auf  Kreise  führt.  Dieser  Fall  giebt  die  gewöhnliche 
Uebertragung. 

Eine  besondere  Betrachtung  verdient  ein  anderer  Fall,  wo  beide 
Büschelpunkte  im  Unendlichen  liegen  und  wobei  man  die  beiden  Ortho- 
gonalschaaren  von  Hyperbeln  «*•'  Ordnung  erhält.  Durch  diese  Ab- 
bildung erhält  man  gleichzeitig  die  Uebertragung  der  Mer- 
cator-Karte    auf   den    Ke£:el.      Die    Kuselfläche    wird    aber   hier 
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unendlich  oft  und  zwar  periodisch  auf  der  Eegelfläche  abgebildet, 
80  dass  es  sich  um  eine  andere  Function  handelt.  Diese  Function, 
welche   die  stereographische  Projection   des  Ptolemftus   mit  dem  NuU- 

0£lf\ 

punkte  als  Pol  unendlich  oft  auf  die  Ebene,   dann  auf  den  Sector   

derselben  und  den  entsprechenden  Kegel  überträgt,  ist 


:=^i/lgZ. 


In  der  Nähe  der  Spitze  erscheint  das  Ganze  sehr  verschoben,  mit  der 
Entfernung  von  der  Spitze  nähert  sich  aber  die  Darstellung  mehr  und 
mehr  der  des  Mercator.  Man  vergl.  hier  die  Abhandlung  über  >^loga- , 
TJthmJBchft  Al^iildnng"  im  16.  Bande  dieser  Zeitschrift.  In  diesem  Falle 
gehen  übrigens  die  Loxodromen  der  Kugel  in  „Hyperbeln  n*«*  Ordnung" 
auf  der  Kegelfiäche  über. 

Dass  auch   die  Schaaren  der  Lemniscaten  2ti*®',  3n^^  Ordnung  etc. 

ocaO 

auf  der  Kegelfläche  als  Isothermen  zu  betrachten  sind,  ist  selbst- 
verständlich. 

Unter  gewissen  physikalischen  Voraussetzungen  ent- 
spricht jedem  isothermischen  Probleme,  welches  für  die 
Ebene  gelöst  ist,  ein  solches  auf  dem  Kegel.  Es  handelt  sich 
dabei  um  einen  stationären  Wärmezustand ,  dem  eine  solche  Fläche  unter 
gegebenen  Bedingungen  zustrebt.  Vorausgesetzt  wird  dabei,  dass  die 
Wärme  sich  nur  auf  der  Fläche  selbst',  nicht  aber  mittels  Strahlung 
durch  den   Hohlraum'  des  Kegels  verbreitet. 

Besonders  instructiv  ist  folgendes  Beispiel :  Ein  beliebiger  Punkt  der 

Kegelfläche  werde  auf  constanter  Temperatur  gehalten,  der  unend- 

Uche  Bereich  (oder  statt  dessen  eine  lemniscatische  Curve  n^'  Ordnung, 
die  den  Punkt  in  oben  besprochener  Weise  zum  Brennpunkt  hat)  auf 
einer  andern  Constanten  Temperatur.  Welches  sind  Isothermen?  Nach 
Obigem  sind  die  isothermischen  Ourven  die  zugehörigen  Lemniscaten  n^' 
Ordnung.  Die  Curven,  deren  Abwickelung  auf  Kreise  führt,  spielen 
hierbei  durchaus  keine  Rolle,  da  die  Erwärmung  rings  um  den  Kegel 
wandert,  was  besonders  in  der  Nähe  der  Spitze  von  Einfluss  ist.  Je 
kleiner  die  Ovale  und  je  weiter  sie  von  der  Spitze  entfernt  sind,  um  so 
mehr  ähneln  sie  Kreisen,  sie  degeneriren  mit  der  Annäherung  an  die 
Spitze;  ist  dieselbe  aber  überschritten,  so  tritt  die  Annäherung  an  die 
Kreisgestalt  wieder  in  wachsendem  Grade  ein. 

Wird  ein  Kegel  längs  der  beiden  Geraden  eines  Hauptschnittes  auf 
constanter  Temperatur  erhalten,  und  geschieht  dasselbe  mit  dem  unend- 
lichen Bereiche,  so  erledigt  sich  das  Problem  durch  die  Hyperbelschaar 
«**  Ordnung.  L.,y,u.ov.  ..y  ^^^.^^iQ 
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Weitere  Beispiele  folgen  ans  §  6. 

an  -IT         1  3600         ,  360°      •    ^       ..  ^ 

Sollen  zwei  Kegel  von   nnd  eindeutig  nnd  con- 

nt  n 

form  so  auf  einander  abgebildet  werden,  dass  drei  willkür- 
lichen Punkten  des  einen  drei  willkürliche  des  andern  ent- 
sprechen und  der  Innenranm  der  durch  die  drei  ersten  geleg- 
ten Lemniscate  m*®'  Ordnung  auf  das  Innere  oder  Aeussere 
der  durch  die  drei  anderen  gehenden  Lemniscaten  n*®'  Ord- 
nung übertragen  wird  (wodurch  die  Willkür  erschöpft  ist), 
so  geschieht  dies  durch  die  Function 


"~y  cZ'^  +  i 


'1 

Wie  also  die  Kreisverwandtschaft  alle  eindeutigen  con- 
formen  Uebertragungen  von  Kugel  auf  Kugel  oder  von  Ebene 
auf  Ebene  vermittelt,  so  entspricht  die  lemniscatische  Trans- 

formation   z=ij/     „^  .   _,  allen   eindeutigen  Verwandtschaften 

der  Kegelflächen  verschiedenen  Sectorenwinkels  unter  ein- 
ander. 

Die  lemniscatische  Verwandtschaft  ist  aber  in  demselben  Maasse 
umfassender,    als   die   Kreisverwandtschaft,    wie   die  genannte   Function 

1,  .         .         ,  aZ+b 

allgemeiner  ist,  als  2=— -——-.. 
cZ'^  d 

Wie  die  Sätze  der  Kreisverwandtschaft  auf  die  eindeutige  Verwandt- 
schaft der  Kegelflächen  übertragen  werden,  ergiebt  sich  aus  Obigem.  — 

Die  gesammte  ebene  Geometrie  ist  tjchliesslicli  nur  ein  specieller  Fall 
der  behandelten  Geometrie  der  Kegelfläche. 

§  9.    Die  Kinematik  des  lemniscätisoh- veränderlichen  Systems 
i^ter  Ordnung  und  der  Kegelfl&ohe. 

1.  Die  Bewegung  eines  Punktes  Her  Z- Ebene  auf  beliebiger  Curve 
mit    der    constanten   Geschwindigkeit    F=  c    verwandelt   sich   durch  die 

Abbildung  z  =  yZ  in  die  der  entsprechenden  Punkte  der  s- Ebene  resp. 
der  Kegelfiäche  auf  den  entsprechenden  Curvenarmen,  deren  Geschwin- 
digkeit ist  1 

n  n 

Hier  ist  —R^^^  der  absolute  Betrag  des  Differentialquotienten  der  ab- 
bildenden Function ,  r  hingegen  die  Entfernung  des  abhängigen  Punktes 
vom  Nullpunkte,  resp.  der  Kegelspitze.  Von  dieser  allein  ist  die  Ge- 
schwindigkeit abhängig.  L.,y,u.^u^y  ^^OOQlC 
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Für  n>l  wftchst  sie  mit  der  Annähemng  an  den  Nnllpnnkt  nnd  ist 
10  letzterem  nnendlicb  gross;  nach  dem  unendlichen  Bereiche  hin  nähert 
sie  sich  hingegen  der  Null.     Für  n>]  ist's  nmgekehrt 

Soll  die  Geschwindigkeit  ancb  hier  constant  sein,  so  mnss  r  con^tant 
sein,  beide  sich  entsprechende  Bewegungen  müssen  also  in  einem  Kreise 
um  den  Nullpunkt  erfolgen. 

2.  Ist  die  Bewegung  des  ersten  Punktes  gleichmüssig  beschleunigt, 
also  Vs=g(^  so  ist  die  des  abhängigen  Punktes 

n  n          ' 

also  von  zwei  Variabein  abhängig.  Soll  auch  die  des  letzteren  Punktes 

gleichförmig   beschleunigt  sein,   so  muss    wiederum   Kreisbewegung    um 
Null  stattfinden. 

ds 

3.  Multiplicirt    man    die    allgemeine    Geschwindigkeit    ^=t^    mit 

1     i-i  1 

—  A*        resp.   --r'"",    so    erhält    man    ebenfalls    die    des    abhängigen 

Punktes. 

4.  Der  Richtungsunterschied  beider  Bewegungen  ergiebt  sich,  wie 
oben  besprochen,  aus  der  Abweichung  des  Differentialquotienten  der 
ableitenden  Function  als  (1  — '})9). 

5.  Bewegt  sich  der  erste  Punkt  auf  Gerader  oder  Kreis,  so  wandert 
der  zweite  nach  Massgabe  des  oben  Gesagten  auf  Hyperbel  oder  Lemnis- 
cate  fi**'  Ordnung,  und  zwar  bei  consUnter  Geschwindigkeit  der  ersteren  so, 
dass  in  gleichen  Zeiträumen  correspondirende  Bogen  zurückgelegt  werden. 

6.  Ist  z.  B.  die  Bewegung  des  ersten  Punktes  eine  geradlinige  mit 
eonstanter  Geschwindigkeit,  so  ändert  sich  seine  Entfernung  g  von  einem 
Punkte  a  +  bi  der  Geraden  gleichmässig.  Für  ganzes  positives  n  folgt 
daraus,  dass  bei  der  entsprechenden  Hjperbelbewegung  sich  das  Product 

Px'Pf'Pnt  bezogen  auf  {/a  +  ^t'i  gleichmässig  ändert. 

7.  Geschieht  die  Bewegung  des  ersten  Punktes  auf  einem  Kreise  mit 
eonstanter  Geschwindigkeit,  so  ist  die  Abweichung  ^  des  Kreisradius 
einer  gleicbmässigen  Aenderung  unterworfen.  Bei  der  entsprechenden 
Lemniscatenbewegung  nimmt  die  Summe  d^  +•^8  +  •  •  •  +  ^n  gleichmässig 
zu  oder  ab,  sobald  nur  n  ganz,  positiv  und  reell  ist.  Aehnliches  gilt 
von  der  gleichförmig  beschleunigten  Bewegung. 

8.  Das  Gesagte  reicht  hin,  die  Kinematik  des  Punktes  in  die  lem- 
niicatische  Kinematik  ti^^^  Ordnung  und  in  die  der  Kegelfläche  zu  über- 
tragen. 

9.  Das  starre  ebene  Gebilde  geht  durch  die  Transformation  2  =  |/z 

in    das    lemniscatisch  -  veränderliche    n*®'    Ordnung   über.      Während    in^^lC 
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ersterem  alle  geradlinigen  Entfemnngen  eonstant  bleiben,  ist  dies  im 
andern  nicht  der  Fall,  sondern  Hyperbeln  n^'  Ordnung  verbleiben  Gar- 
ven  dieses  Charakters ,  erleiden  aber  Gestaltverändemngen ,  bei  denen 
jedoch  die  oben  betrachteten  Maassbeziehangen  nnd  ebenso  alle  Winkel 
erhalten  bleiben. 

10.  Wird   die  gesammte  2 -Ebene  geradlinig  nnd  parallel  zu  sich 

selbst  verschoben,   so   wandern  entsprechend  in   der  z- Ebene  oder  ddr 

360^ 
Eegelfläche   alle  Punkte  auf  Hyperbeln  n*"  Ordnung,  und  wie  dort 

eine  gewisse  Parallelenschaar  in  sich  selbst  gleitet,  so  geschieht  dies  hier 
mit  einer  bestimmten  Hyperbelschaar.  Jede  der  anderen  Hyperbeln 
degenerirt  beim  Passiren  des  Nullpunktes  in  n  Gerade. 

11.  Dreht  sich  die  Z- Ebene  um  einen  ihrer  Punkte,  so  bewegen  sich 
die  Punkte  der  abhängigen  Fläche  auf  confocalen  Lemniscaten  n^  Ord- 
nung. Alle  Curven  dieser  Art,  ebenso  die  Hyperbeln  n^  Ordnung, 
behalten  ihren  Charakter  bei,  eine  bestimmte  Schaar  confocaler  Lemnis-' 
caten  n*®'  Ordnung  gleitet  in  sich  selbst.  Für  ns=2  wird  dadurch  die 
bekannte  optische  Erscheinung  an  Salpeterkry stallen  dargestellt. 

12.  Eine  gewis&e  Bewegung  in  der  Z- Ebene  wird  durch  die  Wellen- 
kreise  versinnlicht,  die  auf  der  Wasserfläche  durch  einen  Steinwurf  ent- 
stehen. Die  entsprechende  Bewegung  in  der  2 -Ebene  ist  derartig,  dass 
jeder  Punkt  sich  auf  einer  Hyperbel  n*«'  Ordnung  bewegt  und  dass  die 
orthogonalen  confocalen  Lemniscaten  gesetzmässig  anschwellen. 

13.  Combinirt  man  in  der  Z- Ebene  constante  Rotation  und  An- 
schwellen der  Kreise  nach  dem  Gesetz  der  geometrischen  Beihe,  so  bewegt 
sich  jeder  Punkt  auf  logarithmischer  Spirale,  während  in  der  t- Ebene 
isogonale  Trajectorien  von  der  Gleichung 

Pi .  Pj . . .  p„  =  Cä^«+^»+-+^« 
zurückgelegt  werden ,  die  gleichzeitig  in  sich  selbst  gleitende  Curven  sind. 
Auch  der  Bewegungszustand  des  kreisverwandt-veränderlichen  Systems 
ist  leicht  zu  übertragen.  Im  Uebrigen  vergleiche  man  die  Andeutungen, 
welche  in  §  7  der  citirten  Abhandlung  im  21.  Bande  dieser  Zeitschrift 
gegeben  sind. 

Hagen,  im  Januar  1880. 
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XII. 

Doppelte  Entatehungsweise  der  geschweiften  und 
verschlungenen  cyklischen  Curven. 

Von 

Dr.  Chr.  Wiener, 

FrofeBSor  an  der  grossherzogl.  polytechn.  Sohnle  in  Karlsruhe. 


Hierzu  Taf.  V  Fig.  3  u.  4. 


1.  DasB  die  gemeine  Epi-  und  Hjpocjkloide  anf  zwei  Weisen, 
nimlich  durch  das  Rollen  zweier  verschiedener  Kreise  auf  ein  und  dem 
selben  festen  Kreise  entstehen  können,  ist  längst  bekannt.  Dass  aber 
anch  die  geschweiften  und  verschlungenen  Arten  dieser  Cnrven  anf  zwei 
Weisen  entstehen  können,  scheint  noch  nicht  bemerkt  worden  zu  sein. 
Im  Gegentheil  behauptet  Weissen born*  ausdrücklich  die  Verschieden- 
heit der  auf  verschiedene  Weisen  entstehenden  Curven,  und  begründet 
dadurch  die  Noth wendigkeit  des  von  ihm  neu  eingeführten  Namens  „Peri- 
cykloide",  vergleicht  freilich  dabei  nur  die  sogenannte  verlängerte  und 
verkürzte  Pericykloide  bczw.  mit  der  verlängerten  und  verkürzten  Hypo- 
eykloide,  welche  allerdings  verschieden  sind.  Es  wird  sich  aber  heraus- 
stellen, dass  die  sogenannte  verlängerte  und  verkürzte  Epicykloide  bezw. 
mit  einer   verkürzten  und  verlängerten  Pericykloide  übereinstimmt,   und 


•  Weissenborn,  Die  cyklischen  Curven,  1866,  S.  3  (Anm).  —  Jetzt,  da  ich  im 
Be^ffe  bin,  diesen  Aufsatz  abzusenden,  kommt  mir  ein  Buch  von  Proctor:  „A 
treatise  on  the  cycloid  and  all  forma  of  cycloidal  curves,  London  1878*^  in  die 
Haod,  worin  ich  S.  164  —  157  bewiesen  finde,  dass  jede  epicyklische  Curve  (welche 
vou  einem  Punkte  beschrieben  wird,  der  sich  gleichförmig  auf  einem  Kreise  be- 
wegt, dessen  Mittelpunkt  gleichförmig  auf  einem  festen  Kreise  derselben  Ebene 
fortschreitet)  eine  Epitrochoide  oder  eine  Hypotrochoide  ist,  sowie  ferner,  dass 
eine  solche  Uebereinstimmung  in  doppelter  Weise,  d.  h.  mit  zweierlei  festem  und 
wälzendem  Kreise  stattfindet.  Dieser  Satz  i^t  wesentlich  der  hier  behandelte.  Da 
jedoch  jener  Beweis  auf  die  vorher  erörterten  Eigenschaften  der  epicyklischen 
Carven  gegründet  ist,  der  hier  gegebene  dagegen  unmittelbar  die  Beziehungen 
der  beiden  Entsteh unj?8 weisen  aufsucht  und  sie  vollständiger  darstellt,  als  es  dort 
geschieht,  so  dürfte  die  Veröffentlichung  der  vorliegenden  Arbeit  gerechtfertigt 
and  dazu  zeitgemäss  erscheinen,  da  sie  einige  der  gebräuchlichen  Bezeichnungen  ^T^ 
und  Begriffsbestimmungen  als  unbegründet  nachweist.  u^yu-ov.  ^y  ,^^^^IV^ 

Z«ltMfarifl  f.  Mathematik  u.  Physik  XXVI,  1-  18 
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ebenso  die  verlängerte  Hjpocjkloide  mit  einer  verkürzten  Hypocykloide, 
so  dass  sich  der  Name  „Pericjkloide**  als  überflüssig  nnd  die  Bezeich- 
nungen „verlängert*^  nnd  „verkürzt*'  als  im  Widerspruche  mit  sich  selbst 
ergeben  werden. 

Erklären  wir  zuerst  die  im  Folgenden  gebrauchten  Benennungen. 
Eine  cyklische  Curve  oder  Radlinie  ist  eine  Curve,  welche  von 
einem  Punkte  beschrieben  wird,  der  fest  mit  einem  Kreise  w  verbunden 
ist,  während  dieser  auf  einem  in  derselben  Ebene  liegenden  festen  Kreise 
f  ohne  Gleiten  hinrollt  oder  hinwälzt.  Unter  diesen  Kreisen  ist  auch  die 
gerade  Linie  eingeschlossen.  Eine  cjklische  Curve  heisst  eine  Cykloide, 
wenn  f  eine  Gerade  und  tv  ein  Kreis,  eine  Kreisevolvente,  wenn  f 
ein  Kreis  und  w  eine  Gerade  ist,  eine  Epicykloide,  wenn  f  und  tv 
Kreise  sind  und  dabei  w  ausserhalb  f  liegt,  eine  Hjpocykloide, 
wenn  f  nnd  w  Kreise  sind  und  dabei  w  innerhalb  f  liegt.  Ferner  unter- 
scheidet man  nach  der  Lage  des  beschreibenden  Punktes.  Liegt 
derselbe  auf  n;,  so  heisst  die  cyklische  Curve  gemein  oder  gewöhn- 
lich; liegt  er  aber  ausserhalb  n*,  so  heisst  die  Curve  geschweift  oder 
verschlungen,  je  nachdem  der  beschreibende  Punkt  mit  dem  Mittel- 
punkte M  des  f  auf  entgegengesetzter  oder  auf  übereinstimmender  Seite 
von  w  liegt.     Es  sind  daher  4.3  oder  12  Arten  unterschieden. 

Noch  sei  erwähnt ,  dass  die  geschweiften  und  verschlungenen  Curven 
auch  Trochoiden,  Epitrochoiden  und  Hjpotrochoiden  genannt 
werden. 

Der  vorhin  erwähnte  Name  „Pericjkloide**  wird  von  Weissen- 
born*  einer  cjklischen  Curve  beigelegt,  wenn  w  ausserhalb  /*,  aber/ 
innerhalb  w  liegt;  dieser  Schriftsteller  und  andere  nennen  eine  der  Cur- 
ven verlängert  oder  verkürzt,  je  nachdem  der  beschreibende  Punkt 
ausserhalb  oder  innerhalb  w  liegt,  während  Eytelwein**  u.  A.  gerade 
umgekehrt  die  Namen  „verkürzt**  und  „verlängert  oder  gedehnt**  an- 
wenden, wodurch  aber  jedesmal,  wie  schon  angeführt,  ein  nnd  dersel- 
ben Curve  widersprechende  Namen  zugeschrieben  sind. 

2.  Die  aufzusuchende  doppelte  Entstehungsweise  der  geschweif* 
ten  und  verlängerten  Epi-  und  Hypocykloiden  ist  eine  Verallgemeinerung 
derjenigen  der  gemeinen  Curven,  welche  durch  folgenden  bekannten 
Satz  ausgesprochen  wird :  „Theilt  man  den  Durchmesser  ^^  ß  eines  festen 
Kreises  durch  einen  Punkt  C  in  zwei  Theile  j4C  und  BC^  beschreibt  über 
jedem  Theile  als  Durchmesser  einen  Kreis,  betrachtet  jeden  derselben 
als  wälzenden  Kreis  und  C  als  beschreibenden  Punkt,  so  entstehen  in- 
sammenfallende  cyklische  Curven,  und  zwar  eine  Epi-  oder  eine  Hypo- 
cykloide,  je  nachdem  C  ein  äusserer  oder  ein   innerer  Theilungspunkt 


♦  a.  a.  0.  8.  2. 


a.  a.  u.  o.  V.  r^  ] 
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Ton  AB  ist/'     Bei  der  VerallgemeinernDg  wird  bei  beiden  Entstebtmgs- 
weisen  ausser  dem  wälzenden  aucb  der  feste  Kreis  ein  wechselnder  sein. 

3.  Für  die  Untersncbnng  der  verallgemeinerten  cjkliscben 
Cnrven  zeigt  die  Fig.  3  die  Epicykloide,  die  Fig.  4  die  Hypocykloide, 
und  zwar  in  beiden  Fftllen  die  geschweifte  Cnrve.  Die  Untersuchung 
wird  unabhängig  von  diesen  besonderen  Fällen  geführt  und  erstreckt  sich 
auf  beide  Figuren  zugleich.  Es  sei  f  der  feste,  n>  der  wälzende, 
h  der  Jbesch reibende,  d.  i.  der  concentrisch  mit  dem  wälzenden  durch 
den  beschreibenden  Punkt  gelegte  Kreis,  der  Mittelpunkt  von  f  sei  Af, 
deijenige  von  w  und  b  sei  M\  Ä  sei  der  Berührungspunkt  von  f  und 
fD\  die  Mittelpunktslinie  MM'  schneide  h  in  den  Punkten  A  und  E^\  A 
sei  der  dem  a'  nähere,  so  dass  M'a  den  entgegengesetztep  Sinn  wie 
jfM'  besitzt.  A  sei  die  Anfangslage  des  beschreibenden  Punktes.  Wir 
wollen  auf  MM'  den  Sinn  M a'  als  den  positiven  annehmen  und  die 
Halbmesser  der  drei  Kreise  /*,  tv  und  b  setzen: 

Mjf^r,     ÄM'=^r\    M'A^B'M'^r\ 
r  ist  daher   stets  positiv,    /  und   /'  haben  stets   entgegengesetzte  Vor- 
leichen.     Wenden  wir  die  Kästner^sche  Regel  der  Vorzeichen  an  (wor- 
nach  auf  einer  geraden  Linie  bei  jedem  Sinne  der  Bestandtheile  AB  = 
-BA  und  AB+  BC:=AC  gilt),  so  ist 

1)  MM'=:  MA'+  A'M':=^  r  +  r. 

4.  Die  cyklische  Curve  c  berührt  mit  allen  ihren  Scheiteln  in  Ab- 
wechselung die  beiden  Kreise,  welche  aus  M  an  den  beschreibenden 
Kreis  b  berührend  in  A^  bezw.  in  ff  gelegt  sind  und  von  denen  der 
letztere  zur  Hälfte  als  B'  B^  gezeichnet  ist.  Innerhalb  des  von  ihnen 
begrenzten  Ringes  liegen  b  und  c.  Soll  bei  einer  andern  Entstehungs- 
weise derselben  Curve  c  ein  anderer  Kreis  der  beschreibende  sein,  so 
muss  er  innerhalb  desselben  Ringes  mit  Berührung  seiner  Grenzkreise 
liegen,  so  dass  eine  Lage  b^  desselben  die  Strecke  B^A  zum  Durch- 
messer, deren  Mitte  M^  zum  Mittelpunkte  und  deren  Hälfte  M^A  zum 
Halbmesser  r\  hat.     Es  ist  daher 

2)  MM^  ^MBi  +  B^M^  ==  ^{B'B^  +  ^i  ^)  =  i  ffA^M'A=^r' 
und  aus  2)  und  1) 

3)  r'\^M^A^M^M+MM'+M'A^MM'=^r  +  r. 

Der  neue  feste  Kreis  fy^  muss  A/,  der  neue  wälzende  Kreis  Wy  muss 
M^  zum  Mittelpunkte  haben ,  ihr  noch  unbekannter  Berührungspunkt  (auf 
MM^  sei  A^,  Ihre  Halbmesser  sind  dann,  wenn  wir  in  der  Weise,  wie 
bei  r,  /,  /'  zählen,  r^=:a M A^^  r\ss:  A^^M^^  und  es  gilt  nach  2) 

/'     r 

4)  r"=il/J!f,t=Af^j  +  ^jilfj  =  ri  +  r\  oder *=!. 

5.  Sollen   nun   die  durch  r,  /,  r"  und  durch  r^ ,  /^,  r\  erzeugten^Tp 
cyklischen  Curven,   welche  den  Punkt  A^  der  ein  Scheitel  ist,  gemein^ 

18* 
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haben,  ganz  in  c  zusammenfallen,  so  müssen  sie  zunächst  noch  denselben 
benachbarten  Scheitel  B  besitzen.  Bei  Entstehung  eines  halben  Ganges 
einer  c  rollt  aber  ein  halber  Umfang  des  w  oder  Wj,  d.  i,  nr  oder  wr'p 
auf  einem  gleichen  Bogen  des  /,  bezw.  f^  ab,   so  dass  die  durch  diesen 

T  V 

Bogen   gemessenen  Centriwinkel   in  beiden  F&llen   n  —  bezw.  n  ~   sindi 

welche  Winkel  sowohl  vom  Berührungspunkte  ^  bezw.  A^ ,  als  vom  Mit- 
telpunkte iKf'  bezw.  M^  beschrieben  werden.  Da  nun,  wie  aus  der  Figur 
leicht  zu  erkennen,  M'  und  M^  stets  für  den  einen  von  zwei  benachbar- 
ten Scheiteln  auf  entgegengesetzter,  für  den  andern  auf  derselben  Seite 
von  M  liegen ,  so  muss  der  Unterschied  oder  die  Summe  der  absoluten 
Werthe  jener  Winkel,  je  nachdem  man  das  Abrollen  oder  die  Drehung 
von  M'  und  M^  um  M  in  demselben  oder  in  entgegengesetztem  Sinne 
vor  sich  gehen  lässt,  an  sein,  wo  a  eine  positive  oder  negative  ungerade 
ganze  Zahl  bedeutet.  Wegen  dieses  möglichen  Wechsels  von  a  giebt 
es  unendlich  viele  cyklische  Curven,  welche  mit  einer  ge- 
gebenen zwei  benachbarte  und  dann  alle  Scheitel  gemein 
haben.  So  können  z.  B.  alle  Scheitel  A^  B,  ...  der  c  in  Fig.  4  mit 
denen  B^  A  der  c  in  Fig.  3  zur  Deckung  gebracht  werden ,  obgleich  beide 
c  sonst  verschieden  sind. 

Vergegenwärtigt  man  sich  die  beiden  Fälle  der  doppelten  Entstehung 
der  gemeinen  Epi-  und  Hypocykloide  (Nr.  2),  wobei  r^:^r^,  und  beachtet 
die  Vorzeichen  von  r  und  r'j,  so  findet  man  jedesmal ,  das8  0  =  — 1  wird 
und  dass  ,  ,  ,       , 

5)  „L+„il  =  «„   oder   -  +  -i  =  -l. 

r  Tj  r       Ti 

Lässt  man  diese  Gleichung  ausser  den  schon  aufgestellten  auch  für  die 
zwei  verallgemeinerten  cyklischen  Curven  gelten,  so  decken  sich  diesel- 
ben, wie  sogleich  gezeigt  werden  soll.  Zunächst  folgt  durch  Addition 
von  4)  und  5) 

6)  -  +  -==0   oder  ^  =  -  ^. 
r        Tj  r  r 

Aus  den  Gleichungen  4),  6),  3)  ergiebt  sich  dann 

7)  ~= 1= 1= = *   oder   -tt  = ^• 

Tj       Tj  r  r  r  ^  \  ^ 

Endlich  aus  6)  und  7) 

ff  r 

8)  '-.  =  ^K 

"^      ^  1 

.  Da  nach  Nr.  3  r  und  r"  stets  entgegengesetzte  Vorzeichen  besitzen« 
so  gilt  dies  nach  Gleichung  8)  auch  von  r\  und  r\^  während  dann  nach 
7)  r  und  r,  stet«  gleiche  Vorzeichen  besitzen,  also  beide  positiv  sind. 

6.  Um  nun  zu  zeigen,  dass  unter  Voraussetzung  dieser  Beziehungen 
auch    die   allgemeinen  Punkte  der  durch  r,  /,  r"  imd  durch  r^,  r,,  r\ 
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erzeugten   verallgemeinerten  cyklischen  Cnrven   c  sich  decken,   zerlegen 
wir  die  wälzende  Bewegnng   in'  zwei  drehende.     Nennen   wir  die  Rieh- 
'         ivLTL^MAi  +«,  eine  darauf  Senkrechte  3f  F:  +y»  ond  den  Drehungssinn 
von  +a:   in  +y  den  positiven,  so  drehen  wir  zuerst  die  Kreise  n>  und 
b   um    ihren   Mittelpunkt  M'  um    den    VVälzungswinkel   +9>>    wohei    der 
Berührungspunkt  A'  sich  im  Sinne  von  +y  oder  —  y  zu  bewegen  beginnt, 
!        je  nachdem  r  (=  ^4'^')  negativ  oder  positiv  ist.    Es  gelangt  dabei  M'A'A 
i         nach  M'C'D\  so  dass  LjfM'C'^L/M'D'^  +  fp  und  Bog.  ÄCf^-rq>.   Da 
wir  nur  einen  halben  Gang  der  c  betrachten  müssen ,  nehmen  wir  fp<n. 
Ferner  tragen    wir  Bog.  /(f  auf  f  in  einem  von  Ä  aus  entgegengesetz- 
ten Sinne  nach  Ä E\  so  dass  Bog.  /fE'=^-\'rq>  und,  weil  r^=  MÄ  stets 
positiv, 

9)  LA'MEr=  +  (p^. 

r 

Sodann  drehen  wir  w  und  b  um  il/,  bis  M Ä M'  nach  M E' N'  vlhA  La'M'D' 
in  L  bfN'D  gelangt.     Es  ist  daher 

10)  LE'N'D:=:ip, 

nnd  D  ist  ein  allgemeiner  Punkt  der  c. 

Entsprechend  drehen  wir  w^  und  ^,  um  ^f,  um  den  Winkelig),  so 
dass  3/j  A^  A  nach  M^  C^  D^  gelangt  und  L  A^  A/,  (\  =  —  9,  Bog.  ^^^  C^  =  +  r\  tp 
ist;  tragen  Bog.  i^|6'|  auf /*!  in  entgegengesetztem  Sinne  nach  A^E^^  so 
dasE  Bog.  A^E^  =  —r\q>  und,  da  r^  =  MA^  stets  positiv, 

11)  LA^MK^^-^tp"-^ 

ist,  und  drehen  n^j  und  b^  um  ^,  bis  M A^M^  nach  /If  ifi^^  A^,  und  L  ^i  ^i  ^1  ii^ 

12)  LE^N^D*:=^-'q> 
gelangt.    D*  ist  dann  ein  allgemeiner  Punkt  der  zweiten  cyklischen  Curve, 
von  dem  nun  bewiesen  werden  soll,  dass  er  mit  Ü  zusammenf&llt. 

Es  ist,  wenn  wir  die  in  Nr.  3  eingeführte  Kftstne r' sehe  Regel  der 
Vorzeichen  auch  auf  Winkel  anwenden, 

L  /  M  E'  +  L  E'  M  E^=^'La'  M  E^c=.  LA^M  E^. 

Letztere  beiden  Winkel  sind  gleich,  weil  nach  Nr.  5  r  und  r^  positiv 
sind,  so  dass  M A^  und  M A^  nicht  nur  der  Richtung,  sondern  auch  dem 
Sinne  nach  in  einander  fallen.     Hiernach  und  nach  den  Formeln  11),  9) 

and  5)  ist  dann 

/  r 

LE:ME^^LA^ME^  —  Lj{ME'^-iP'^-ip-  =  q>, 

E«  gilt  daher  nach  dieser  Formel,  wonach  auch  LE^ME'=^  —  ip^  nach 
10)  und  12) 

13)  LE'N'D^L^ME^,     L  E^N ^D* ^ L E^M E\ 
Da  nun  M^  N\  E'  Punkte  einer  Geraden  bilden,  so  sind,  wenn  die  erste 
d«  (ileichungen  13)  erfüllt  ist,  N*D  und  M E^  parallel,  und  zwar  gleich ^Tp 
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oder  entgegen gesetet  gerichtet,  je  nachdem  E^  ausserhalb  oder  innerhalb 
der  Strecke  MI^'  liegt,  d.  i.  anch  je  nachdem  a'  ausserhalb  oder  inner- 
halb MUf^  oder  je  nachdem  i/^'=sr'  negativ  oder  positiv,  oder  je  nach- 
dem r"  (das  mit  r  entgegengesetztes  Vorzeichen  hat)  positiv  oder  nega- 
tiv, oder  —  weil  [61.  4)]  r'^=^MM^  und  andererseits  M A^  stets  positiv — ^ 
je  nachdem  M My^  und  M Ay^  gleich  oder  entgegengesetzt  gerichtet,  oder 
je  nachdem  A/iV^  und  ME^^  gleich  oder  entgegengesetzt  gerichtet  sind. 
Aus  dem  Anfangs-  und  SchlusssaUe  folgt,  dass  iV'/>  mit  il/JV^  stets 
parallel  und  gleichgerichtet  ist.  Ausserdem  gilt  aber  ^iV^  =  A/ilf^  =  r" 
=  il/'/>'=  iV'Z>,  so  dass  Mfiy^  und  iV'Z>  die  Gegenseiten  eines  Parallelo- 
gramms bilden.  Ebenso  folgt  aus  der  zweiten  der  Gleichungen  13),  dass 
iVj/>*  und  M'N'  parallel  und  gleichgerichtet  sind;  da  sie  ausserdem  beide 
c=  r\ ,  so  bilden  auch  sie  die  Gegenseiten  eines  Parallelogramms.  Daher 
ist  sowohl  />,  wie  D*  in  dem  mit  den  Seiten  MH^^  und  MH'  construirten 
Parallelogramm  der  dem  M  gegenüberliegende  Eckpunkt,  also  fallen  beide 
zusammen ,  w.  z.  b.  w. 

7.  Es  ergeben  sich  nun  folgende  Beziehungen  zwischen  r,  r\  r"  und 
Aus  den  Gleichungen  6),  3),  4)  folgt 

andererseits  aus  7),  4),  3) 


r 


^  1  ^  i 


Es  sind  also  jene  beiden  Gruppen  von  Grössen  oder  die  Kreise  /*,  w^  b 
und  diejenigen  Y^ ,  w^^  b^  reciprok,  d.  h.  jede  Gruppe  lässt  sich  auf  die» 
selbe  Weise  aus  der  andern  ableiten. 

8.  Aus  den  gegebenen  /*,  iz^,  b  construirt  man  die  fi^w^^  ^i »  wenn 
man  MM^=^r"=aM'A  [Gl.  4)]  macht,  durch  M'  und  M  zwei  parallele 
Strahlen  zieht,  und  zwar  in  gleichem  oder  entgegengesetztem  Sinne,  je 
nachdem  a'  ausserhalb  oder  innerhalb  MM'  liegt,  und  auf  ihnen  aus  der 
Proportion  r^:r  =  r':{;--r)  die  r^  bestimmt,  wobei  A'  als  Aehnlich- 
keitspunkt  der  Kreise  /*,  tv  und  derjenigen  6,  f^  erscheint 
(sowie  Ifj  von  f^^  w^^  und  6^,  /"),  und  dann  die  Kreise  zieht:  6|  aas  M^ 
durch  A,  f^  aus  M  mit  dem  erhaltenen  Halbmesser  r^,  rv^^  aus  M^  be- 
rührend den  fi  im  Punkte  Ai  der  +^*Axe. 

9.  Die  Gleichung  5)  sagt,  dass  die  Summe  der  Verhältnisse  des 
Halbmessers  jedes  wälzenden  Kreises  zu  demjenigen  des  zugehörigen 
festen  Kreises  gleich  —1  ist,  gerade  so,  wie  es  nach  Nr.  2  auch  bei  den 
gemeinen  Epi-    und  Hypocy kleiden  stattfindet.     Daraus  folgt  aber: 

dass   die  Epicjkloide  mit  r  >0   auch   durch  ein  ^\<'— r^  entstehen 
kann,  wobei  im  ersten  Falle  von  den  Kreisen  w  und  f  jeder  ausserhalb 
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des  andeni,  im  zweiten  Falle  w^  ausserhalb  /"i,  dagegen  /\  innerhalb  w^^ 
abo  in  beiden  Fällen  der  wälzende  Kreis  ausserhalb  des  zugehörigen 
festen  liegt; 

dass  die  Hypocykloide  mit  r'<0  und  ^  —  ^f  auch  durch  ein 
r'i>— Tj  und  5^  — i»*!  entstehen  kann,  und  dass  in  beiden  Fällen  der 
wälzende  Kreis  innerhalb  des  zugehörigen  festen  liegt;  im  ersten  Falle 
liegt  der  Mittelpunkt  M  des  festen  Kreises  ausserhalb,  im  zweiten  Falle 
innerhalb  des  wälzenden  Kreises. 

10.  Ferner  folgt  aus  Gleichung  8),  dass,  wenn  bei  der  einen  Ent- 
atehungsweise  einer  verallgemeinerten  Epi-  oder  Hypocykloide  der  be- 
schreibende Punkt    innerhalb   oder  ausserhalb    des    festen   Kreises  liegt 

(-T^  — l],    er    bei    der   andern   bezw.   ausserhalb  oder  innerhalb   liegt 

V  ^       \ 

Inr^  — Ij,   dass   also   ein   und   dieselbe  Curve  zugleich  eine  verkürzte 

and  eine  verlängerte  ist.     Wir  können  daher  den  Satz  aussprechen: 

Jede  verallgemeinerte  Epi-  und  Hypocykloide  kann  auf 
iwei  Weisen  entstehen,  wobei  das  eine  Mal  der  beschreibende 
Punkt  im  Innern,  das  andere  Mal  im  Aeussern  des  wälzen- 
den Kreises  liegt. 

11.*  Man  nennt  eine  Epicykloide,  bei  welcher  r'>0,  und  eine  Hypo- 
cykloide, bei  welcher  0>/^  — ^r  ist,  wegen  der  Art  der  Gestaltung 
geschweift  oder  verschlungen,  je  nachdem  der  beschreibende  Punkt 
innerhalb  oder  ausserhalb  des  wälzenden  Kreises  liegt;  bei  der  andern 
Entstehungsweise  mit  ^'i<—  '"i  bezw.  '''i>— '"i  und  ^  — ^''i  findet  daher 
gerade  die  entgegengesetzte  Lage  statt.  Veranschaulicht  man  sich  die 
vier  Fälle,  so  erhält  man  die  Begriffsbestimmung: 

Eine  cyklische  Curve  ist  geschweift  oder  verschlungen, 
je  nachdem  der  beschreibende  Punkt  mit  dem  Mittelpunkte 
des  festen  Kreises  auf  entgegengesetzter  oder  auf  überein- 
stimmender Seite  des  wälzenden  Kreises  liegt. 

12.  Bei  den  gemeinen  cyklischen  Gurven  ist  r'=  — r,  dann 
ergiebt  sich  auch  [Gl.  8)]  r'\=^-r\,  [Gl.  6)]  r^  =  r  und  [Gl.  5)]  r  +  r\ 
^  — r.     Hierdurch  ist  der  in  Nr.  2  ausgesprochene  Satz  bewiesen. 

Karlsruhe,  im  October  1880. 
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XIX.   üeber  geodätische  Linien. 

(Hierzu  Taf.  V  Fig.  5  u.  6.) 

In  einem  Artikel  über  den  gleichen  Gegenstand  in  dieser  Zeitschrift 
(Bd.  III,  1858,  S,  257)  habe  ich  aus  dem  Satze  von  Gauss  (Disquis.  c. 
snperf.  curvas  XV):  „Wenn  auf  einer  krummen  Fläche  von  einem  und 
demselben  Anfangspunkte  ans  unendlich  viele  kürzeste  Linien  von  gleicher 
Länge  gezogen  werden,  so  schneiden  sie  die  Verbindungslinie  ihrer  End- 
punkte rechtwinklig**  die  Folgerung  gezogen: 

„Wenn  auf  einer  Fläche  zwei  feste  Punkte  A  und  B  gegeben  sind 
und  eine  Curve,  welche  die  Eigenschaft  hat,  dass  die  Summe  oder  Dif- 
ferenz der  nach  einem  beliebigen  Punkte  M  derselben  gezogenen  geodä- 
tischen Radien  vectoren  MA  +  MB  constant  ist,  so  bildet  die  Tangente 
der  Curve  in  M  mit  den  Tangenten  der  Radien  vectoren  gleiche  Winkel, 
und  umgekehrt,  ist  das  Letztere  der  Fall,  so  muss  auch  I^Jl+  MB  con- 
stant  sein." 

Als  Anwendung  dieses  allgemeinen  Satzes  habe  ich  den  Satz  von 
Mich.  Roberts  angeführt  (Journ.  v.  Liouville,  1850),  wo  der  Punkt 
Af  einer  Krümmungslinie  auf  einem  Ellipsoid  angehört,  dessen  Nabel- 
punkte A  und  B  sind. 

Durch  Veränderung  des  Werthes  der  Constante  erhält  man  eine 
Schaar  von  orthogonalen  Curvon,  welche  den  confocalen  Ellipsen  und 
Hyperbeln  in  der  Ebene  entsprechen.  Allein  wenn  man  den  Satz  von 
Gauss  zur  Grundlage  nimmt,  so  kann  man  aus  demselben  noch  ver- 
schiedene andere  Curvensysteme  ableiten,  wie  aus  Nachstehendem  her- 
vorgehen wird. 

Werden  die  •  geodätischen  Radien  vectoren  MA  und  MB  mit  u  und 
V  bezeichnet,  so  lässt  sich  die  Gleichung  einer  Curve  {Itl)  auf  einer  Fläche 
in  der  Form 

u  =  f{v) 

darstellen;  u  und  r  können  bipolare  geodätische  Coordinaten  genannt 
werden  (s.  die  Aufsätze  in  Bd.  XH  dieser  Zeitschrift  S.  277,  428  u.  430 
von  P.  Zech,  M.  Cantor,  C.  W.  Baur,  wo  dieser  Ausdruck  für  ebene 
Cnrven  gebraucht  ist).     Durch  Differentiation  ergiebt  sich 

ciu^n^)d.;      ,,,,3,  .^Google 
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för  einen  zweiten  Punkt  A/' der  Cnrve  ißt  M'J^^u  +  du^  M'B  =  v  +  dvj 
man  beschreibe  nnn  von  A  ans  roit  den  geodätiscben  Halbmessern  MA 
und  iH'Ay  von  B  ans  mit  MB  und  Jlf'ß  Bögen,  so  erhält  man  ein  Viereck 
MNM'N'j  dessen.  Seiten  Bögen  von  geodätiscben  Kreisen  sind  und  wel- 
ches bei  der  Annäherung  von  M'  an  M  zu  einem  Parallelogramm  wird, 
dessen  Diagonale  MM'  die  Tangente  der  Curve  in  M  ist  (Fig.  5).     Das 

Verhältniss  zweier  anstossender  Seiten  -tttt  ißt  =-r=f'{^)  ^^^  ^^ss*  8>ch 

MN  dv 

also  construiren,  wenn  die  Gleichung  u  =  f(v)  gegeben  ist.  Wird  nun  das 
Parallelogramm  um  die  Ecke  üf  um  90^  gedfreht,  so  flällt  MN'  in  die  Ver- 
längerung von  MB^  MN  m  diejenige  von  MA  und  die  Diagonale  MM' 
wird  Normale  der  Curve.     Hieraus  folgt  der  Satz: 

Ist  die  Gleichung  einer  Curve  auf  irgend  einer  Fläche 
in  bipolaren  geodätischen  Coordinaten  gegeben,  so  lege  man 
in  der  Tangentialebene  von  einem  Punkte  M  derselben  Tan- 
genten an  die  geodätischen  Radien  vectoren,  trage  auf  ihnen 
Strecken  ab  gleich  dem  Zähler  und  Nenner  des  Differential- 
eoefficienten  der  letzteren,  vervollständige  das  Parallelo- 
gramm, so  ist  die  durch  M  gehende  Diagonale  Normale  der 
Cnrve. 

Auf  jeder  Tangente  ist  die  der  Zunahme  des  andern  Radius  ent- 
Bpreehende  Strecke  abzutragen;  ist  der  DifFerentialcoefiicient  negativ,  so 
sind  beide  Strecken  auf  der  Verlängerung  über  M  hinaus,  im  andern 
Falle  ist  die  Eine  auf  der  entgegengesetzten  Richtung  zu  nehmen. 

Die  einfachsten  Beispiele,  welche  man  durch  Specialisirung  von  f{v) 
erhält,  sind  folgende:  - 
1. 

2. 

3. 


u±^v  =  r 

du  +  dv 

=  0, 

u  =cv 

du 
dv 

u 

««-«;«=  c 

du 
dv 

V 

u^  +  v^=  e 

du 
di 

V 

uv=  c 

du 
dv 

1  _  1  _ 

U          V 

du 
dv 

Werden   die  Winkel   zwischen   der   Normale   und    den   geodätischen 

Radien  vectoren  im  Punkte  M  mit  od  und  tl;  bezeichnet,  so  ist  -; —  =  +  -- , 

also  stehen  in  diesen  sechs  Fällen  die  Sinus  der  Winkel  in  Sf>hr  ein- 
fachen  Beziehungen  zu  u  und  f>.  Durch  Veränderung  von  c  erhäU  man 
Carvensehaaren ,  welche  in  der  Ebene  Digitizedby  vnOOglC 
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1.  confocale  Ellipsen  nnd  Hyperbeln,  mit  den  Brennpunkten  ^nnd  B^ 

2.  Kreise,  welche  die  Gerade  AB  and  ihre  Verlängerung  harmo« 
nisch  theilen, 

3»  Gerade,  senkrecht  auf  AB^ 

4.  concentrische  Kreise,  deren  Durchmesser  ^AB  sein  kann, 

5.  confocale  Lemniscaten,  mit  den  Brennpunkten  A  und  B^ 

6.  Niveaulinien  oder  rechtwinklige  Trajectorien  magnetischer  Cur- 
ven,  welche  feine  Eisentheilchen  bilden,  die  auf  ein  Papier  ge- 
streut werden,  unter  welches  ein  Hufeisenmagnet  mit  seinen  Polen 
gehalten  wird  (Mitth'eilung  von  F.  Zech,  Bd.  XII  S.  377),  sind. 

Da  man  durch  Integration  der  Differentialgleichungen  auf  die  gegebe- 
nen zurückkommt,  so  lassen  sich  alle  diese  Sätze  umkehren,  also  beim 
ersten  Beispiel :  wenn  die  Tangenten  der  bipolaren  Coordinaten  in  einem 
Punkte  der  Curve  mit  ihrer  Normale  gleiche  Winkel  bilden,  so  bt  ihre 
Summe  oder  Differenz  constant.  Oder  bei  2.:  wenn  das  Verhältniss  der 
Sinus  dieser  Winkel  constant  ist,  so  ist  es  auch  das  Verhältniss  der  Co- 
ordinaten u.  s.  w. 

Die  Einführung  bipolarer  geodätischer  Coordinaten,  welche,  wie  ans 
dem  Obigen  ersichtlich  ist,  zu  einer  einfachen  Construction  von  Tangente 
und  Normale  führt,  lässt  sich  übrigens  noch  in  vielen  Fällen  auf  eine 
andere  Art  verwerthen.  Wenn  man  das  Dreieck  ABM^  in  welchem,  wie 
oben,  A  und  B  die  Brennpunkte  und  M  ein  Punkt  der  Curve  sind,  in 
der  Art  zu  einem  Viereck  vervollständigt,  dass  man  die  von  M  nach  der 
Mitte  von  AB  gezogene  geodätische  Linie  MO  um  sich  selbst  nach  iV 
verlängert  und  die  geodätischen  Linien  NA  und  NB  zieht,  so  k(Snnen 
in  allen  denjenigen  Fällen,  wo  die  Gegenseiten  des  Vierecks  gleich  sind, 
also  MAssNB  und  MBs=AA,  M  und  N  als  Brennpunkte  einer  zweiten 
Curve  angesehen  werden ,  welche  durch  A  und  B  geht  und  die  derselben 
Gleichung,  wie  die  erste,  nämlich  u^=sf{v)  genügt.  Die  Gleichheit  der 
Gegenseiten  findet  in  der  Ebene  und  auf  der  Kugel,  wo  die  geodätischen 
Linien  Bögen  grösster  Kreise  sind,  immer  statt,  wie  auch  auf  allen  Flä- 
chen von  constantem,  positivem  oder  negativem,  Krümmungsmaass ,  femer 
auf  solchen,  welche  zwei  zu  einander  senkrechte  Symmetralebenen  haben, 
und  wenn  0  auf  ihrem  Durchschnitte  liegt;  also  insbesondere  bei  den  cen- 
trischen  Flächen  zweiter  Ordnung,  für  A  und  B  als  Kreispunkte.  Durch 
Veränderung  des  Durchmessers  MN  erhält  man  ein  System  von  Curven 
ähnlicher  Art,  deren  gemeinsame  Durchschnittspunkte  A  und  B  sind  und 
welche  denselben  Parameter  c  haben. 

Bei  der  ersten  Gleichung  u  +  e^c  ist  c  die  geodätische  Länge  der 
grossen  Axe  der  geodätischen  Ellipse  oder  Hyperbel;  somit  haben  wir 
den  Satz: 

Die  Brennpunkte  {M  und  N)  sämmtlicher  concentrischer 

geodätischen   Ellipsen    und   Hyperbeln,    welche   durch   zwei 
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feste  Pankteaafeiner  der  genannten  Flächen  (/^nnd  B)  gehen, 
und  deren  grosse  Axen  gleich  sind,  liegen  auf  einer  geodäti- 
schen Ellipse  oder  Hyperbel,  deren  Brennpunkte  i4  und  ^sind. 

Auf  den  Flächen  von  constantem  Krümmungsmaaes  können  die 
Ponkte  A  nnd  B  beliebig  angenommen  werden,  bei  der  Kugel  sind  die 
Carven  sphärische  Kegelschnitte;  wenn  j4  und  B  Kreispunkte  einer 
eentrischen  Fläche  zweiter  Ordnung  sind,  so  liegen  die  Brennpunkte  der 
Carveu  auf  einer  Krümmungslinie.  In  allen  Fällen  werden  die  Cnrven 
einen  geodätischen  Kreis  hertthrcn,  dessen  Mittelpunkt  0  ist. 

AB  sei  ein  Bogen  auf  einem  grössten  Kreise  der  Kugel,  A  und  B 
sind  die  Brennpunkte  einer  sphärischen  Ellipse,  deren  grosse  Axe  CD  ist; 
also  ist  OC=iOD  der  Halbmesser  eines  Kreises,  welchen  sämmtliche  durch 
A  und  ß  gehende  sphärische  Ellipsen  berühren  und  deren  Brennpunkte 
auf  der  ersten  Ellipse  liegen.  Man  kann  aber  auch  die  Figur  als  die 
sphärische  Basis  von  Kegeln  ansehen,  deren  Spitze  im  Mittelpunkte  der 
Kugel  ist;  dann  sind  die  nach  den  Brennpunkten  gehenden  Halbmesser 
der  Kugel  Focallinien  und  man  erhält  den  Satz: 

Die  Focallinien  aller  Kegel  zweiter  Ordnung,  welche 
einen  £otationskegel  in  zwei  entgegengesetzten  Mantel- 
linien berühren  und  durch  zwei  zur  Kegelaxe  symmetrisch 
liegende  Gerade  gehen,  liegen  auf  einem  Kegel,  welcher  den 
Rotationskegel  ebenfalls  berührt  und  dessen  Focalen  jene 
Gerade  sind. 

Da  die  Kreisschnitte  der  Ergänzungskegel  senkrecht  stehen  auf  den 
Focalen  der  gegebenen,  so  ergieht  sich  durch  Uebertragung  auf  die  Er- 
gänznngskegel : 

Die  cyklischen  Ebenen  aller  Kegel  zweiter  Ordnung, 
welche  einen  Rotationskegel  in  zwei  entgegengesetzten 
Mantellinien  berühren,  sowie  auch  zwei  zur  Kegelaxe  sym- 
metrisch liegende  Ebenep,  berühren  einen  Kegel,  welcher 
den  Rotationskegel  gleichfalls  berührt  und  dessen  Kreis- 
schnitte  parallel  mit  diesen  Ebenen  sind.  Unter  cyklischen 
Ebenen  sind  zwei  durch  die  Spitze  eines  Kegels  parallel  mit  den  Kreis- 
schnitten gelegte  Ebenen  zu  verstehen. 

Als  zweites  Beispiel  wählen  wir  die  Gleichung  5):  Mvcac,  welche 
in  der  Ebene  den  confocalen  Lemniscaten  entspricht,  und  bezeichnen  die 
entsprechenden  Curven  auf  einer  beliebigen  Fläche  analog  als  geodätische 
Lemniscaten,  deren  Brennpunkte  A  und  B  sind.  Die  geodätischen 
Strecken  OA^OB^=i'^e  sind  constant,  dagegen  c  veränderlich;  die  grosse 
Halbaxe  ist  =)^<?  +  ^»  die  kleine  =^c  — e.  Bei  der  gemeinen  Lemnis- 
cate  ist  esse,  also  f^c  — e=0,  die  Übrigen  theilen  sich  in  zwei  Gruppen, 
die    einen    c>e  umschliessen   die   erstere,    während  die  jf|^4l(F@;i^ ^^ qIc 
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von  ihr  umschlossen  werden.  Dnrcb  Veränderung  von  c  erhält  man  ein 
System  von  confocalen  Lemniscaten,  welche  einen  von  0  aus  mit  dem 
Halbmesser  OA  beschriebenen  Kreis  rechtwinklig  schneiden  (in  der  Ebene), 
in  den  JDnrchschnittspunkten  M^  M\  ...  sind  die  Tangenten  der  Lemnis- 
caten parallel  mit  ^B;  die  Winkel  AMB^  AM'B^  ...  sind  rechte.  Für 
diese  Eigenschaft  des  Kreises  bietet  sich  auch  bei  den  sphj^rischen  und 
ellipsoidischen  Lemniscaten  ein  Analogen  dar:  Werden  auf  einer  Kngel 
von  zwei  festen  Punkten  ans  {A  und  B)  Bögen  grösster  Kreise  gezogen, 
die  sich  rechtwinklig  (in  M  oder  M')  schneiden,  so  liegen  diese  Durch- 
schnittspunkte  auf  einem  Kegelschnitte,  und  nach  dem  Satze  von  Mich. 
Roberts  schneiden  sich  die  von  den  Kreispunkten  eines  Ellipsoids 
rechtwinklig  zu  einander  gezogenen  geodätischen  Linien  {^JM  und  BM) 
auf  einer  sphärischen  Curve.     Hieraus  folgt  also:  . 

Die  Üurchschnittspunkte  von  rechtwinklig  sich  schnei- 
denden Radien  vectoren  eines  Systems  confocaler  Lemnis- 
caten liegen  bei  einer  Kugel  sowohl,  als  auch  bei  einem 
Ellipsoid,  wenn  die  Brennpunkte  Kreispunkte'  sind,  auf 
einem  sphärischen  Kegelschnitte. 

Betrachten  wir  aber  in  der  Gleichung  uv  =  c  c  als  constant,  dagegen 
e  als  veränderlich,  so  erhalten  wir  ein  anderes  System  von  geodätischen 
Lemniscaten,  bei  welchen  die  Summe  der  Quadrate  der  Halbaxen  con- 
stant ist.  Es  sei,  wie  oben,  die  Diagonale  MON  des  geodätischen  Vier- 
ecks AM  BN  ein  Durchmesser  einer  Lemniscate,  und  ü/ und  iV  sollen  die 
Brennpunkte  einer  zweiten  Lemniscate  sein,  für  welche  auch  die  Gleich- 
ung ttP  =  c  {AM,ANs=  BM.BN  =  c)  gilt,  und  die  also  durch  A  und  B 
geht.  Durch  Veränderung  des  Durchmessers  lüON  ergiebt  sich  ein  System 
von  Lemniscaten,  welche  sämmtlich  sich  in  A  und  B  schneiden  und  bei 
denen  die  Summe  der  Quadrate  der  Halbaxen  constant  ist.  Sind  nun 
A  und  ß  beliebige  Punkte  in  der  Ebene  oder  auf  der  Kugel,  wie  über- 
haupt auf  Flächen  von  constantem,  positivem  oder  negativem,  Krüm- 
mungsmaass,  ferner  auf  solchen  Flächen,  welche  zwei  sich  senkrecht 
schneidende  Symmetralebenen  haben,  wofern  sie  symmetrisch  gegen  eine 
solche  Ebene  liegen,  so  hat  man  den  Satz: 

Alle  concentrischen  geodätischen  Lemniscaten  von  glei- 
chem Parameter  (r)  und  gleicher  Quadratsumme  der  Halb- 
axen haben  einen  gemeinschaftlichen  Durchmesser  (AB). 

Schliesslich  folgen  noch  zwei  Beispiele ,  um  die  Anwendung  der  oben 
angegebenen  Tangentenconstruction  auch  bei  abgeleiteten  Curven  zu  zeigen. 

Einer  geschlossenen  Curve  auf  einer  Fläche  sei  ein  Polygon  ein- 
beschrieben ABC  ...  4B^C  (Fig.  6),  dessen  Seiten  geodätische  Linien 
sind.  Die  geodätischen  Verlängerungen  AB  und  BfA  schneiden  sich  in 
üf,  diejenigen  von  BC  und  C B'  in  M\  so  ist  MM'  ein  Element  der 
Curve,     welche     man    sich    bei    unendlicher    AggKJ^gJü^xjg,  ^cl^r    Punkte 
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ABC ..,  ÄB'Cf  auch  dadurch  entstanden  denken  kann,  dass  ein  geschlosse- 
ner Faden  um  die  Curve  geschlungen  ist,  welcher  länger  als  die  Curve 
ist  und  von  dem  ein  Theil  durch  die  geodätischen  Tangenten  MB  und 
MA  gebildet  wird.  Beim  Uebergang  von  M  nach  M*  können  MB  und 
if^  als  bipolare  geodätische  Coordinaten  einer  Ellipse  angesehen  wer- 
den, deren  Brennpunkte  B  und  B'  sind  und  die  durch  M  geht.  In  M' 
geht  diese  Ellipse  in  eine  zweite  über  mit  den  Brennpunkten  C  und  (f 
u  8.  f.  Also  werden  alle  diese  Ellipsen  die  Curve  ^^' berühren,  deren 
einzelne  Elemente  aus  elliptischen  Bögen  bestehen.  Wenn  man  dagegen 
die  Polygonseiten  AB  und  C'B^  ^(7  und  ^'//' verlängert,  so  erhält  man 
die  Schnittpunkte  A'^  und  fi'\  beim  Uebergang  von  iV  nach  iV'  wird  der 
Punkt  H  den  Bogen  einer  geodätischen  Hyperbel  beschreiben,  deren 
Brennpunkte  ßnnd  i^  sind.  Ebenso  ist  das  nächste  Element  iV'iV''  der  Curve 
(iV)  der  Bogen  einer  Hyperbel  mit  den  Brennpunkten  C  und  A\  diese 
Curve  besteht  also  aus  einzelnen  Hyperbelbögen  und  schneidet  die  Curve 
(Af)  senkrecht.  Auf  der  Kugel  sind  diese  Curven  confocale  sphärische 
Kegelschnitte  und  auf  den  centrischen  Flächen  zweiter  Ordnung  Krüm- 
mungslinien.    Daher  schliesst  man: 

Werden  von  einem  Punkte  M  ausserhalb  eines  sphäri- 
Bcben  Kegelschnittes  auf  einer  Kugel  oder  ausserhalb  einer 
Krtimmungslinie  auf  einem  Ellipsoid  zwei  geodätische  Tan- 
genten gezogen,  ^0  sind  durch  üf  und  die  beiden  Berührungs- 
punkte als  Brennpunkte  eine  geodätische  Ellipse  und  Hyper- 
bel bestimmt,  welche  die  durch  M  gehenden  confocalen 
sphärischen  Kegelschnitte,  beziehungsweise  Krümmungs- 
linien berühren.  In  der  Ebene  findet  eine  Berührung  zweiter  Ord- 
nung statt. 

Wenn  man  von  einem  Punkte  0  auf  die  Tangente  einer  Curve  ein 
Perpendikel  OM  fällt,  so  liegt  ^' auf  der  Fusspunktencurve,  welche  von 
dem  über  OT  als  Durchmesser  {T  Berührungspunkt)  beschriebenen  Kreise 
in  M  berührt  wird.  Man  nehme  nun  an,  0  liege  auf  einer  beliebigen 
Fläche  und  TM  sei  eine  geodätische  Tangente  der  Curve;  der  Punkt  M 
sei  durch  die  Gleichung  bestimmt 

r>/»/«+  TM^^OT\ 

d.h.  OM   und    TM  sind   bipolare  Coordinaten    der  Curve   4.   u^'\'V^=^c 

du  V 

~= ,   so  lässt  sich  nach  dem  Vorhergehenden  die  Tangente  in  M 

von  dieser  Curve  bestimmen.  Für  einen  zweiten  Punkt  T'  der  gegebe- 
nen Curve  erhält  man  das  Dreieck  0  M^T\  in  welchem  ebenfalls 
0M'^+  T'M'^=()T'^.  MM'  ist  also  ein  Element  der  abgeleiteten  Curve, 
welche  der  Fusspunktencurve  in  der  Ebene  entspricht  und  deren  Tan- 
gente sich  nach  Gleichung  4.  bestimmen  lässt. 


Reutlingen. 
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XX.    Bemerkung  sn  der  „Notix  sn  (Binem  Satze  von  ChasleB 
▼on  E.  Lange  <'  (diese  Zeitschr.,  Jahrg.  26  S.  98). 

Herr  E.  Lange  macht  a.  a.  O.  darauf  aufmerksam,  dass  ein  in 
Chasles'  „Aper<}u  historiqne*^  Note  XXXIII  ausgesprochener  Satz,  der 
60  lautet: 

jyQuand  les  quaire  faces  (Tun  Utraedre  mobile  soni  assujeUies  ä 
passer  respectivement  par  quaire  droUes^   sHuSes  d^une  moniere  qttel- 
congue  dans  Vespace,    et  que  Irois  sommets   du  teiraedre  doivenl  se 
trouver  sur  trois  autres  droHes^  placees  aussi  d'une  maniere  quelconque 
dans  Vespace^  le  quuiriime  sommet  du  tSiraidre  parcourra  une  eourbe 
ä  double  courbure  du  troisieme  degre^\ 
in   dieser  Fassung  nicht   richtig  ist,   weil   es  im  Allgemeinen  überhaupt 
kein  Tetraeder  giebt,  welches  den  Bedingungen  genügte,  dass  drei  E^ken 
auf  drei  willkürlich   gegebenen   festen  Geraden   liegen   und  jede  Seiten- 
fläche  durch  je   eine   willkürlich  gegebene  feste  Gerade  im  Räume  hin- 
durchgeht.    Herr  E.  Lange   sucht  die  Bedingungen   auf,   welchen   die 
gegebenen  sieben  Geraden  im  Baume  genügen  müssen,   damit  nicht  nur 
ein  Tetraeder  construirbar  sei,  welches  den  Anforderungen   entsprichk, 
sondern  unendlich  viele,  und  bestimmt  dann  den  Ort  der  vierten  freien 
Ecke. 

Dass  bei  der  Ausdehnung  des  Satzes  der  Ebene: 

„Wenn    die    drei   Seiten   eines   veränderlichen   Dreiecks  bez. 
durch   drei   feste  Punkte  laufen  und  zwei  Ecken  auf  zwei  festen 
Geraden  liegen,   so  beschreibt  die  dritte  freie  Ecke  einen  Kegel- 
schnitt'S 
auf   den   Raum    die  Kanten    (und   nicht  die  Ecken)    des  Tetraeders 
die  Rolle   übernehmen,    welche   in   der  Ebene  die  Ecken   des  Dreiecks 
spielen,   konnte   unter  dem  Zuströmen  reicher  Ergebnisse  aus   den  uen 
entdeckten  Quellen   der  Erfindung  selbst  einem  Forscher  wie  Chasles 
im    Augenblick    entgehen,    während    es    allerdings  wunderbarer  scheint, 
dass  in  einer  Reihe  von  Lehrbüchern  der  ausgesprochene  Satz  ungeprüft 
reproducirt  wird. 

Herr  E.  Lange  giebt  aber  nicht  an,  wie  der  Chasles* sehe  SatB 
in  richtiger  Fassung  lauten  müsste;  verfolgt  man  indessen  den  Gedan- 
kengang von  Chasles,  so  liegt  es  nahe,  folgenden  Satz  als  die  Aus- 
dehnung des  ebenen  Satzes  auf  den  Raum  hinzustellen: 

Wenn  die  drei  Seitenflächen  eines  veränderlichen  Dreiflachs 
(drei  Ebenen  im  Räume)  bez.  durch  drei  willkürlich  gegebene 
feste  Gerade  im  Räume  laufen  und  zwei  Kanten   des  Dreiflacbs 
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8wei  willkürlich  gegebenen  festen  Geraden  im  Hanme  begegnen, 
80  beechreibt  die  dritte  freie  Kante  (ebenso  wie  die  beiden  ersten) 
eine  Regelschaar  eines  geradlinigen  Hyperboloids  nnd  die  Ecke 
des  Dreiflacbs  (Dnrchschnittspnnkt  der  drei  Ebenen)  eine  Ranm- 
cnrre  dritter  Ordnung. 

In  der  That,  gehen  die  drei  veränderlichen  Ebenen  f^,  B^y  e^  bez. 
durch  die  drei  festen  Geraden  ^|,  g^y  g^  nnd  soll  die -Kante  1^2  ^sl 
einer  festen  Geraden  /^  begegnen,  so  trifft  sie  die  drei  Geraden  g^y  g^%  li 
gleichzeitig,  beschreibt  folglich  eine  Regelschaar  eines  Hyperboloids, 
welches  dnrch  die  drei  Geraden  Z^,  g^^  g^  gerade  bestimmt  wird.  Soll 
ferner  die  Kante  |  ^s  £]  |  einer  festen  Geraden  l^  begegnen,  so  trifft  sie 
die  drei  Geraden  ^3,  g^\  /,  gleichzeitig,  beschreibt  also  eme  Regelschaar 
eines  zweiten  Hyperboloids,  welches  dnrch  die  drei  Erzengenden  ^3,  g^^  l^ 
gerade  bestimmt  wird.  Die  beiden  Ebenen  f^,  f,  beschreiben  nnn  zwei 
Ebenenbttschel  nm  die  Axe  g^g^^  deren  jedes  mit  dem  von  e^  beschrie- 
benen projectiv  ist,  folglich  sind  die  ersteren  nnter  sich  projectiv;  die 
dritte  Kante  |  fi  «2  I  beschreibt  daher  anch  eine  Regelschaar  eines  Hyper- 
boloids nnd  alle  drei  Hyperboloide  haben  eine  Ranmcnrve  dritter  Ord- 
nung gemeinschaftlich,  das  Erzeugniss  der  drei  projectiven  Ebenen- 
bflschel,  welche  €|,  (21  ^s  beschreiben.  Diese  ist  der  Ort  des  Schnitt- 
punktes («1^2  ^s)'  ^*  ^'  ^^^  Ecke  des  veränderlichen  Dreiflachs. 

Dieser  einfache  Satz  lässt  sich  nicht  nnr  auf  das  Tetraeder,  sondern 
sofort  anf  das  vollständige  räumliche  n- Flach  ausdehnen.  Verstehen 
wir  nämlich  nnter  n- Flach  n  willkürlich  im  Räume  angenommene  Ebe- 
nen «1,  fj*  •-•  ^nt   die   n  Seitenflächen  des  n- Flachs,   unter  Kanten  die 

-  ^  ft       Schnittlinien   |(iej^|  je  zweier  Seitenflächen   und   unter  Ecken 

,.     w(n  — l)(n  — 2)    ^  ,    .  ,        ,  ^    .       ,    .       ^  ,      ^    , 

die q     Schnittpunkte    (SiSjtf/)   je    dreier    Seitenflächen, 

dass  sich  in  jeder  Ecke  drei  Seitenflächen  und  auch  drei  Kanten  treffen, 

I        in  jeder  Seitenfläche  aber  (n  — 1)  Kanten  und -^i: '  Ecken  liegen, 

während  durch  jede  Kante  zwei  Seitenflächen  gehen  und  anf  jeder  Kante 
(»—2)  Ecken  liegen,  dann  gilt  folgender  allgemeine  Satz: 

Wenn  jede   der  n  Seitenflächen  eines  vollständigen  n- Flachs 
hh  *"  ^n    durch   je    eine    feste  willkürlich   gewählte  Gerade  im 

Räume  geht  und  von  den  ^       Kanten   des  n-Flachs  (n— 1) 

solche,  von  denen  keine  drei  durch  denselben  Punkt  gehen  [also 
z.  B.  die  (n  — 1)  Kanten,  welche  in  einer  Seitenfläche  des  n- Flachs 
liegen,   oder   solche  (n~l)  Kanten,   in  welchen  bei  irgend  einer 


so 


Anordnung  der  n  Seitenflächen  die  nach  der  Reihenfolge  unmiti 


mer   t 
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bar  aufeinander  folgenden  Paare  von  Seiten flSchen  sich  schneiden, 

d.h.    Ifjfgl»    \hh\^    \hU\>    •/•    l«ifi«n|]i    heziehnngsweifle  je 

einer  willkürlich  gewählten   festen  Geraden  im  Räume  begegnen, 

dann  beschreiben  sftmmtliche  Kanten  des  n- Flachs  Regelscbaaren 

von    Hyperboloiden    und    sämmtliche   Ecken    Raumcnrven    dritter 

Ordnung. 

Von  diesem  Satze,  dessen  Evidenz  in  die  Augen  fällt,  ist  derjenige 

Theil,    welcher  sich  auf  die  Kanten  bezieht,   schon  vor  langer  Zeit  von 

Steiner   in    der  „Systematischen  Entwickelung   der  Abb.  geom.  Gest." 

ausgesprochen     worden     (siehe    Jacob    Steiner's    Gesammelte    Werke 

Bd.  I,  Berlin  1881,  S.  398). 

Breslau,  den  24.  April  1881.  >  Prof.  Dr.  H.  Scbroetrb. 
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Ueber  die  Orandprincipien  der  Linearperspeotive. 

Von 

Dr.  Guido  Hauck 

In  Berlin. 


Hierzu  Taf.  VI  Fig.  1. 


I.  Einleitung. 

In  meiner  Scbrift:  „Die  subjeclive  Perspective  und  die  horizontalen  Cur- 
vaturen  des  dorischen  Stils"  (Stuttgart  1879,  Verlag  von  Konrad  Wittwer) 
habe  icb  yersucht,  der  Perspective  Das  zu  geben,  was  ibr  seitber  feblte, 
nftmlicb  eine  streng  wissenscbaftlicbe  Begründung  vom  Stand- 
punkte der  (modernen)  pbysiologiscben  Optik  aus.  Icb  be- 
zeichne diese  Tendenz,  anderen  missverstandenen  Auffassungen  gegen- 
über, ausdrticklicb  als  den  Brenn-  und  Knotenpunkt  der  ganzen  Scbrift, 
bezw.  des  ersten  Tbeiles  derselben.* 

Die  wesentlicben  Dienste,  welcbe  die  seitberige  Perspective  der 
Kunst  geleistet  bat,  schlugen  im  Laufe  der  Zeit  alle  Zweifel  an  der  Legi- 
timität ihrer  Grundanschauungen  nieder,  und  es  bildete  sieb  die  Ueber- 
zeugung  ihrer  inneren  Wahrheit  und  Nothwendigkeit  in  solcher  Entschie- 
denheit aus,  dass  die  Schwächen  und  Widersprüche  der  zu  Grunde 
Kegenden  Voraussetzungen  heutzutage  kaum  noch  gefühlt  werden  und 
man  sich  nun  allgemein  darüber  wundert,  wie  es  überhaupt  möglich  sein 
kOnne,  die  Grundpfeiler  des  scbeinbar  so  festen  Gebfiudes  als  morsch  zu 
verdächtigen.** 


*  Fem  lag  es  mir,  „an  Stelle  der  seitherigen  Perspective  eine  neue  setzen 
SQ  wollen*'.  Ich  verwahrte  mich  gegen  eine  solche  gröbliche  Missdeutnng  von 
vornherein  durch  die  aasdrückliche  Erklärung  (S.  3),  „dass  es  weniger  die  for- 
malen Gesetze  der  Perspective  sind,  die  sich  als  anzureichend  erweisen,  als 
vielmehr  deren  physiologische  und  psychologische  Begründung". 

**  Mit  ziemlich  denselben  Worten  charakterisirt  mein  unvergesslicher  Lehrer 
Sermann  Eankel  in  seiner  „Theorie  der  complexen  Zahlensysteme"  die  Halt- 
losigkeit der  früheren  Begriffsbestim  mang  der  complexen  Zahlen.  — •  Es  sei  mir 
hierzu  die  Bemerkung  gestattet,  dass  der  kundige  Leser  in  meiner  Behandlungs-    t 
weise  des  perspectivischen  Problems  unschwer  eine  Analogie  erkennen  wird-nat^^^ 
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■'^'>''"'"''^'*'>'>^^^  >^N/VW%^/^WS»^\^^V^^^<^^>i^^>^>*^*^^^^^* 


Indessen  sobald  an  irgend  einer  Stelle  der  Wissenschaft  ancb  nar 
der  leiseste  Verdacht  sich  regt,  es  möchte  eine  durch  Gewohnheit  fest- 
gewurzelte Vorstellung  unwillkürlich  und  unwissentlich  als  scheinbare 
Denknoth wendigkeit  unterschoben  worden  sein,  so  fordert  die  Würde  der 
Wissenschaft  auf's  Gebieterischste,  dass  in  die  Discussion  der  Frage  ein« 
getreten  werde,  und  zwar  mit  der  rücksichtslosesten  Missachtung  des  ver- 
jährt geheiligten  Besitzes  der  Gewohnheit.  —  Erst  dann  darf  die  eigent- 
liche Natur  jener  Grundanscbauungen  „  als  hinreichend  aufgeklärt  gelten, 
wenn  man  unterscheiden  kann,  was  an  ihnen  nothwendig  —  und  was 
arbiträr,  d.  h.  zu  einem  bestimmten  Zwecke  in  sie  hineingelegt  ist". 

Meine  Behauptung,  dass  die  seitherige  Begründung  der  Perspective 
zunächst  nach  ihrer  physiologischen  Seite  hin  sich  auf  unhaltbare 
Voraussetzungen  stützt,  dürfte  kaum  einem  Widerspruche  begegnen:  die 
traditionelle  Lehre  betrachtet  das  Auge  noch  immer  als  eine  ruhende, 
feststehende  Camera  obscura  und  nimmt  ein  directes  seelisches  Auffassen 
des  Netzbautbildchens  als  Ganzes  an;  die  sogenannten  perspectivischen 
Verzerrungen  bringt  sie  in  Beziehung  zu  der  gekrümmten  Form  der 
Netzhautfläche.  —  Dies  sind  jedoch  längst  veraltete  physiologische  An- 
schauungen. Die  heutige  Physiologie  zeigt  uns,  wie  das  Sehen  vielmehr 
darin  beruht,  dass  das  Auge  in  beständiger  Bewegung  auf  und  ab 
flzirend  das  ganze  Object  überfliegt,  und  wie  dann  die  hierbei  gewon- 
nenen Detaileindrücke  erst  durch  einen  geistigen  Process  zu  einem  Oe- 
sammtbilde,  dem  „subjeciiven  Jnschauungsbilde^*^  combinirt  werden. 
Hierbei  kommen  uns  freilich  die  Einzelheiten  des  Vorganges  nicht  ent- 
fernt zum  Bewusstsein ;  wir  glauben  vielmehr  unwillkürlich  das  Gesanunt- 
anschaunngsbild  als  das  Resultat  von  gleichzeitigen  Detaileindrücken  auf- 
fassen zu  müssen,  während  dasselbe  in  Wahrheit  nur  eine  Combination 
von  successiven  Einzeleindrücken  vorstellt.  — 

Gegenwärtiger  Aufsatz  stellt  sich  zunächst  die  Aufgabe,  eben  von 
diesen  physiologischen  Grundanschauungen  aus  das  bekannte  System  der 
Linearperspective  zu  begründen.  Wenn  ich  hierbei  genöthigt  sein  werde, 
mich  auf  verschiedene  Erörterungen  aus  meiner  zu  Anfang  citirten  Schrift 
zu  beziehen,  so  möge  das  Folgende  zugleich  als  ein  Commentar  zu 
derselben  betrachtet  werden.  Erstens  haben  mich  einige  kritische  Be- 
sprechungen, welche  meiner  Schrift  von  fachmännischer  Seite  gewidmet 
worden  sind,  belehrt,  dass  ich  mit  der  Contrastwirkung  zwischen  der 
Neuheit  meiner  Anschauungsweise  und  der  Befangenheit  alteingenisteter 
Gewohnheitsvorstellungen  nicht  genügend  gerechnet  hatte,  dass  ich  viel- 
mehr verschiedene  Punkte  in  ein  helleres  Licht  hätte  stellen  und  andere 


der  Art  und  Weise,  wie  Hankel  in  jenem  Werke  eine  arithmetiBche  Operation 
charakterisirt  durch  „diejenigen  fandamentalen  Eigenschaften,  welche 
nothwendig  und  ausreichend  sind,  um  dieselbe  formal-ru^^iniren.** 
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in  der  Färbung  etwas  blasser  hätte  halten  dürfen,  um  jedem  Missver- 
stitndnisse  bezöglich  meiner  Tendenzen  vorzubeugen.  Zweitens  möge  das 
Folgende  zugleich  als  Erwiderung  auf  verschiedene  directe  Einwände 
angesehen  werden ,  die  gegen  meine  Theorie  theils  schriftlich ,  theils  münd- 
lich erhoben  worden  sind.*  Endlich  gestatte  ich  mir,  auf  die  zwei  letzten 
Abschnitte  des  Aufsatzes,  in  welchen  die  Theorie  eine  werthvolle  Ver- 
vollständigung erfahren  wird,  besonders  hinzuweisen.  Während  näm- 
lich der  mehr  physiologisch -ästhetische  Charakter  meiner  ursprünglichen 
Schrift  eine  möglichste  Beschränkung  längerer  mathematischer  Erörte- 
rungen bedingte,  mag  der  gegenwärtige  Aufsatz  auf  die  mathematische 
Detailausführung  sein  besonderes  Augenmerk  richten. 

n.  Die  Fragestellung. 
Es  handelt  sich  in  erster  Linie  um  die  Definition  des  perspec- 
ti  vi  sehen  Problems;  es  handelt  sich  darum,  als  Ausgangspunkt  der 
Untersuchung  eine  solche  Fassung  der  Aufgabe  aufzustellen,  welche 
einerseits  möglichst  allgemein  und  frei  von  jeder  verkappten,  logisch 
oder  physiologisch  unerwiesenen  Voraussetzung  ist,  andererseits  sich  im 
Einklang  befindet  mit  den  an  ein  Kunstwerk  zu  stellenden  unerlässlichen 
ästhetischen  Anforderungen.  —  Diese  Gesichtspunkte  waren  es,  die  mich 
zn  folgender  Formulirung  des  Problems  führten: 

Wir  verstehen  unter  der  Abbildung  eines  Naturobjects  (und 
zwar  einer  solchen  Abbildung,   welche   auf  künstlerischen  Werth 
Anspruch   machen   will):    eine    freie   Wiedergabe  des  Ein- 
drucks, den    das   Auge   und   die  Seele   von   dem  Natur- 
object  empfängt,   also  kurz:   eine  objective  Wiedergabe 
des  subjectiven  Anschauungsbildes. 
Diese  Auffassung  des   Problems  ist  gerade  nicht  neu;   doch  ist  sie 
nicht  die  ausnahmslos  gebräuchliche.     Häufiger  begegnet  man  wohl  der 
folgenden  Definition: 

Wir  verstehen  unter  einer  Abbildung:  ein  ebenflächiges  Gebilde, 
von   dem  das  Auge  und  die  Seele  des  Beschauers  den  nämlichen 
Eindruck  empfängt,  wie  von  dem  Naturobject,  also:  Etwas,  was 
das  nämliche  subjective  Anschauungsbild  erzeugt,  wie 
das  Object. 
Die  seitherige  Begründung  der  Perspective  ging  bald  von  der  einen, 
bald  von   der  andern  Definition  aus.     Erst  seit  Veröffentlichung  meiner 
Schrift  wurde   die  letztere  Definition   der  ersteren   oppositionell  ent- 
gegengestellt. 

*  Auf  eine  Einzelwiderlegung  der  von  verschiedenen  Kritiken  prodndrten 
Irrthfimer  verzichte  ich.  —  Eine  vertheidigende  Besprechung  des  IL  Theiles  meiner 
Schrift  wird  in  einem  der  nächsten  Hefte  von  Liitzow's  „Zeitschr.  f,  bild.  Kuns^*'  (j]p^ 
enthalten  sein.  o 
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Mit  Rücksicht  auf  diese  Thatsache  läset  sich  eine  Erörterang  der 
diesbezüglichen  Streitfrage  hier  schlechterdings  nicht  nmgehen« 

In  aller  Strenge  genommen  —  verlangt  die  zweite  Definition  etwas 
Unmögliches.  Die  von  ihr  gestellte  Forderung  ist  nur  unter  gewissen 
Bedingungen,  die  bei  gewöhnlichen  Verhältnissen  nicht  zutreffen,  and 
auch  da  nur  unvollständig,  erfüllbar.  Sie  treffen  wohl  bei  Panoramen 
u.  dergl.  zu,  nicht  aber  bei  gewöhnlichen  Kunstwerken.  —  Die  Erfällnng 
der  gestellten  Forderung  kann  ferner  nur  durch  Vermittelnng  einer 
optischen  Täuschung  erzielt  werden.  Denn  wenn  das  Bild  in  meinem 
Auge  denselben  Eindruck  hervorrufen  soll,  wie  das  Object  selbst,  so 
heisst  das  eben:  ich  soll  der  Illusion  hingegeben  werden,  das  Object 
selbst  zu  sehen.  Mit  anderen  Worten:  es  wird  stillschweigend  voraus- 
gesetzt, beim  Sehen  eines  Wandgemäldes  oder  Staffeleibildes  werde  das 
Auge  und  die  Seele  ganz  in  derselben  Weise  in  Thätigkeit  versetzt,  wie 
beim  Sehen  eines  Panoramas.  Die  Richtigkeit  dieser  Voraussetzung  dürfte 
aber  sehr  in  Frage  zu  stellen  sein.  —  Thatsächlich  ist  das  Princip  der 
Illusion  in  der  Kunst  nur  sehr  bedingt  anerkannt.  Einer  der  grössten 
Perspectivvirtuosen  der  Neuzeit,  Schinkel,  sagt  geradezu:  ,|Das  Hinwi^ 
ken  auf  eine  optische  Täuschung  ist  ein  der  Kunst  unwürdiges  Bestre- 
ben.'** —  Kurz:  die  in  Rede  stehende  Definition  verlangt  ein  Kunst- 
stück, nicht  ein  Kunstwerk. 

Dass  ferner  diese  Definition  in  der  That  viel  zu  eng  gefasst  ist, 
erweist  sich  denn  auch  sofort  durch  das  Factum,  dass  die  Perspective 
Bilder  liefert,  denen  eine  viel  weiter  reichende  Wirkung  innewohnt,  als 
die  von  der  Definition  gestellte  Forderung  verlangt  und  die  auf  sie  basirte 
Begründung  der  Perspective  annimmt. 

Es  ist  nämlich  einleuchtend,  dass  es  eben  die  in  Rede  stehende 
Definition  ist,  welche  direct  zu  der  gewöhnlichen  Begründung  der  Per 
spective  führt:  wenn  das  Bild  als  Schnittfigur  des  Sehstrahlenbündels  mit 
der  vertikalen  Bildebene  construirt  werde,  so  werde  es  —  vertikal  auf- 
gestellt —  in  ein  Auge,  das  sich  im  Projectionscentrum  befindet,  genau 
denselben  Strahlenbündel  senden  und  daher  auch  genau  denselben  sinn- 
lichen Eindruck  im  Auge  hervorrufen,  wie  das  Object  selbst  (,fila$- 
tafel'  Begründung,  Princip  der  Centricitäl^^), 

Hiermit  ist  die  günstige  Wirkung  des  Bildes  allerdings  für  jenen 
speciellen  Standpunkt  des  Auges  und  am  Ende  auch  noch  für  dessen 
allernächste  Umgebung  stricte  bewiesen  —  aber  auch  nur  für  diese. 
Thatsächlich"  erstreckt  sich  jedoch  die  Wirkung  des  Bildes  viel  weiter. 
Es  macht  einen  befriedigenden  Eindruck,  auch  wenn  sich  das  Auge 
des  Beschauers  nicht  im  Projectionscentrum  befindet,    sondern  an  einem 


Vorgl.  auch:  Fechner,  Vorschide  der  ^cstÄcetV^i  Sl^GoOgle 
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andern  Punkte,    und    zwar   anch   noch   an   einem    solchen,  welcher  — 
als  Frojectionscentmm    benützt    —    eine  wesentlich    andere   Gestaltnng 
des  Bildes  geliefert  haben   würde.     Es   denkt  anch  weder  der  Künstler 
entfernt  daran,   während   des  Entwerfens   des  Bildes  sein  Ange  in  eine 
feste,   unveränderliche   Stellung   znr  Bildfläche   zu   bannen,    noch  macht 
sich    dem    Beschauer    das   Bedürfniss    irgendwie    geltend,    jenen    Punkt 
f&r  das  Ange  aufzusuchen   und   festzuhalten.   —  Ferner  wird  die  Wir- 
kung des  Bildes   nicht  im  Geringsten  beeinträchtigt,   auch  wenn  es  mit 
swei  Augen,  und  ferner  auch  wenn  es  in  horizontaler  oder  geneigter  Lage 
betrachtet  wird,   während  doch  nach  der  Begründung  ein  einziges  Auge 
und   eine    vertikale    Stellung    des    Bildes    als    wesentliches   Erforderniss 
erscheint.*  —   Endlich  richte  ich  an   die   Verfechter  jener  Ansicht  die 
Frage:    Welche  Wirkung  übt  die  in   einem   gewöhnlichen    Staffeleibilde 
waltende  Totalverjüngnng  auf  das  beschauende  Auge   aus?    Glaubt 
es  wirklich,    vermöge   optischer   Täuschung  die  Häuser  und  Bäume  in 
wahrer  Grösse  vor  sich   zu  sehen?     Regt  sich  bei  dem  Beschauer  auch 
nur  der  leiseste  Wunsch  oder  die  unbewusste  Neigung,  eine  solche  pano- 
ramatische  Illusion   in  sich   heraufzubeschwören?  —  So  wie   wenigstens 
ich  ein  Bild  zu  betrachten   pflege,   ist  dies  nicht  der  Fall.     Es  kommt 
vielmehr  die  Verjüngung  als  solche  meinem  Geiste  direct  zum  Bewnsst- 
sein.     Derselbe  findet  ein  ästhetisches  Vergnügen  eben  darin,  dass  er  das 
Kunstwerk  als  eine  Uebersetzung  der  Wirklichkeit  auffasst,  nicht  als 
die  Wirklichkeit  selbst. 

Durch  alle  diese  Thatsachen  scheint  mir  unwiderleglich  bewiesen  zu 
sein,  dass  der  befriedigende  Eindruck  einer  Abbildung  vollkommen  un- 
abhängig von  dem  Princip  der  Illusion  ist,  auf  welches  sich  die  her- 
kömmliche Begründung  wesentlich  stützt,  und  dass  demgemäss  die  Defini- 
tion,  von  welcher  jene  Begründung  ausging,   eine  entschieden  zu  eng 

*  Wenn  man  mir  hierauf  erwidert,  es  komme  nur  auf  die  relative  Lage  des 
Auges  zur  Bildfläche  an,  da  bei  Festhaltung  dieser  relativen  Lage  stets  das  näm- 
liche Netzhautbildcheu  erzeugt  werde:  so  bemerke  ich,  dass  damit  stillschweigend 
die  hypothetische  Vorstellung  einer  Beziehung  zwischen  dem  subjectiven  Anschau- 
Uigsbilde  und  dem  Netzhaatbildchen  eingeschmuggelt  wird.  Hierübernachherl 
—  Yorerst  halten  wir  uns  stricte  au  die  reine  „Glastafel «Begründung".  —  Es  wird 
Niemand,  der  eine  geneigt  in  der  Hand  gehaltene  Zeichnung  betrachtet,  behaupten 
wollen,  dieselbe  mache  ihm  genau  den  nämlichen  Eindruck,  wie  die  Wirklichkeit, 
nicht  blos  hinsichtlich  der  absoluten  Gestaltung,  sondern  auch  hinsichtlich  der 
anfreohten  Lage  im  Baume,  d.h.  sie  mache  den  Eindruck,  als  stünden  die 
Bäume  und  H&nser  aufrecht  vor  seinen  Augen.  Und  trotzdem  fühlt  er  sich 
von  dem  Bilde  vollständig  befriedigt.  —  Wenn  femer  jene  gewöhnliche 
Begründung  zutreffend  wäre,  so  müsste  ein  mit  schiefer  Bildebene  construirtes, 
also  convergirende  Vertikalen  enthaltendes  und  entsprechend  trapezförmig  um- 
rahmtes Bild  genau  denselben  befriedigenden  Eindruck  wie  ein  gewöhnliches  Bild 
machen,  sobald  es  in  der  richtigen  schiefen  Lage  aufgestellt  würde.  Denn  es 
würden  hierfür  genau  dieselben  Schlüsse  zutreffend  sein  wie  fOr  jenes...^ ^y  ^.OOQIc 
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begrenzte  ist.  — -  Es  kann  dies  aneh  wohl  nicht  anders  sein,  wenn  man 
bedenkt,  dass  der  physiologische  Vorgang  beim  Sehen,  der  doch  für  die 
Benrtheilang  der  Wirkung  eines  Bildes  in  erster  Linie  mitzusprechen 
haben  wird,  bei  jener  Begründung  gar  nicht  in  Betracht  kommt.  Es 
wird  nur  verlangt,  dass  der  fiussere  auf  das  Auge  ausgeübte  Impuls 
Seiten  des  Bildes  der  nämliche  sei,  wie  selten  der  Wirklichkeit.  In  wel- 
cher Weise  aber  das  Auge  und  die  Seele  auf  diesen  äussern  Impuls 
reagirt,  kommt  nicht  weiter  in  Betracht. 

Üebrigens  ist  es  eine  nichts  weniger  ak  auffällige,  vielmehr  in  der 
Wissenschaft  tausendmal  vorkommende  Erscheinung,  daas  das  Resultat 
einer  Untersuchung  sich  für  weitere  Grenzen  giltig  erweist,  als  die  Prä- 
missen erwarten  Hessen ,  von  welchen  die  Untersuchung  ausging.  Gerade 
die  Geschichte  der  Descripiiven  und  Neueren  Geometrie  liefert  hierfür  eine 
Reihe  der  instructivsten  Beispiele.  Es  gehört  in  einem  solchen  Falle 
stets  zu  den  dankbarsten  Aufgaben,  nachträglich  diejenigen  Prämissen 
zu  substituiren ,  deren  Giltigkeitsgrenzen  sich  mit  denen  des  Resultats 
decken.  —  Eben  in  diesem  Sinne  bitte  ich,  den  eigentlichen 
Zweck  meiner  perspectivischen  Studien  deuten  zu  wollen.* 

Was  nun  die  andere,  nämlich  die  von  mir  aufgestellte  Definition 
des  perspectivischen  Problems  anlangt,  so  geht  dieselbe  direct  von  dem 
Begriffe  des  Wortes  „Abbildung"  aus,  in  welchem  ich  namentlich  die 
erste  Sylbe  „Ab"  gehörig  zu  beachten  bitte.  Vergegenwärtigen  wir  uns 
das  Verfahren,  das  ein  Künstler  oder  wir  selbst  bei  der  Herstellung 
einer  Abbildung  eines  Naturobjects  beobachten!  Wir  zeichnen  es  a6,  d.  fa. 
wir  zeichnen  die  Linien  in  solcher  Lage  und  Richtung,  wie  wir  sie  sehen; 
wif  geben  Das  wieder,  was  wir  sehen,  das  heisst:  wir  geben  das  subjec* 
tive  Anschauungsbild  wieder,  oder,  wie  Goethe  in  den  „Propyläen"  Btigt: 
wir  bringen  Etwas  hervor,  bezw.  „  der  Künstler  soll  Etwas  hervorbriogeD, 
was  der  Erscheinung  der  Natur  ähnlich  ist**  (NB.  nicht  Etwas,  was  die- 
selbe Erscheinung  hervorruft).  —  Man  mag  in  der  Kunstliteratur  nach- 
forschen, wo  man  will:  überall  wird  man  eben  dieser  Auffassung 
begegnen. 

Man  könnte  einwerfen ,  auch  diese  Definition  verlange  streng  genom* 
men  etwas  Unmögliches.  Indessen  habe  ich  mich  gegen  diesen  Einwurf 
vorgesehen  durch  das  Beiwort  „frei",  die  Abbildung  sei  .eine  „freie 
Wiedergabe".  Damit  ist  dem  Künstler  eine  gewisse  Freiheit  hinsichtlich 
der  Formgestaltung  der  Abbildung  schon  durch  den  Begriff  der  Abbildung 
selbst  zugestanden.  Es  ist  damit  das  Nämliche  gesagt,  was  Helmholtz 
mit  den  Worten  ausdrückt:  „Der  Künstler  kann  die  Natur  nicht  abschrei- 
ben ,  er  muss  sie  übersetzen   . . .  Nun  spielt  aber  in  jeder  Uebersetzung 


*  Ich  betone  dies  gegenüber  der  Behauptung  eines  meiner  Kritiker:  der  ven 
mir  behandelten  Frage  fehle  jede  praktisdie  Bedeutung(I).       rinoalp 
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die  Indiyidiialität  des  üebersetaers  ihre  Rolle/*  —  Wie  weit  diese  Freiheit 
gehen  dflrfe,  ist  hier  tibtigens  noch  nicht  am  Platze  zn  erörtern. 

Vorerst  genügt  es,  sich  davon  zu  überzeugen,  dass  unserer  Definition 
die  grSsstmögliche  Allgemeinheit  zukommt,  dass  sie  nur  eine  17m- 
Bchreibung  des  Begriffes  ist,  der  in  dem  Worte  „Abbüdung^^  selbst 
eiDgeschlossen  liegt,  dass  mit  ihr  keine  unerwiesene  Voraussetzung  still- 
schweigend unterschoben  wird,  und  endlich  —  was  nicht  am  Geringsten 
anzuschlagen  sein  möchte  —  dass  wir  uns  mit  derselben  in  Ueberein- 
Btimmung  mit  den  bedeutendsten  Vertretern  einerseits  der  praktischen 
Aesthetiky  andererseits  der  modernen  physiologischen  Optik  befinden. 

Ich  betone  schliesslich,  dass  es  weniger  Sache  der  Mathematik, 
als  der  Kunst  ist,  die  Grundbedingungen  zu  bestimmen,  denen  eine  auf 
künstlerischen  Werth  Anspruch  machende  Abbildung  genügen  müsse.  In 
der  Torliegenden  Frage  wird  also  das  Urtheil  der  Künstler  zum  Minde- 
sten nicht  gleichgiltig  sein.  Ich  habe  denn  auch  einer  Reihe  hervor- 
ragender Künstler  die  Frage  vorgelegt:  „Wie  würden  Sie  die  Aufgabe 
der  Perspective  definiren,  so  oder  so  — ?**  Sie  haben  sich  durchweg 
—  ohne  jegliche  Beeinflussung  meinerseits  —  sofort  für  meine  Defini- 
tion erklärt.  Z.  B.  stammt  das  obige  Urtheil,  die  eine  Definition  ver- 
lange ein  Kunststück,  die  andere  ein  Kunstwerk,  eben  von  einem 
Künstler.  Es  dürfte  nicht  schwer  sein,  falls  es  nothwendig  erscheinen  sollte, 
der  diesbezüglichen  Enquete  eine  grössere  Ausdehnung  zu  geben. 

Nehmen  wir  nunmehr,  ausgehend  von  unserer  Definition,  die  Dis- 
enssion  des  perspecti vischen  Problems  in  Angriff,  so  zerfällt  der  Defini- 
tion zufolge  unsere  Aufgabe  nothwendig  in  zwei  Theile: 

1.  die  Analyse  des  Gesichtseindruckes,  d.  h.  die  Discussion 
der  Formgestaltung  des  subjectiven  Anschauungsbildes; 

2.  die  Synthese   der  Abbildung,   d.  h.   die  Wiedergabe  jenes 
subjectiven  Anschauungsbildes  in  der  objectiven  Zeichnung. 

Ich  habe  schon  oben  erwähnt,  dass  unsere  Definition  auch  von  der 
alten  Schule  mitunter  verwendet  wurde.  Sie  ist  eben  so  allgemein  und 
voraussetzungslos,  dass  sich  auch  die  alte  Anschauungsweise  unter  sie 
unterordnen  lässt.  Es  würden  sich  nämlich  auf  Grund  jener  veralteten, 
aber  wenigstens  in  der  Perspective  seither  noch  beglaubigten  physiologi- 
Bchen  Anschauungen  unsere  zwei  Fragen  einfach  so  beantworten: 

1.  das  subjective  Anschauungsbild  giebt  sich  zu  erkennen  in  dem 
Camera- obscura-BiMchen  auf  der  Netzhaut; 

2.  daher  Wiedergabe  des  letzteren  im  objectiven  Bilde  als  congruente 
oder  ähnliche  Figur. 

Der  ganze  und  einzige  unterschied  zwischen  der  seitherigen  Auf- 
fassung und  der  meinigen  beruht  in  der  verschiedenen  Beantwortung  der 
eisten  Frage«  Daher  wird  auch  der  Schwerpunkt  der  ganzen  Untersuch- 
ung hl  die  DisouMion  der  ersten  Frage  fallen  müssen.    I3^ef[^wj|t^enn  gle 
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der  Grand,  der  mich  bestimmte,  für  meine  mehrerwähnte  Schrift  deu  Titel: 
„Subjeclive  Perspective^*^,  i.  e. :  Lehre  vom  subjeciiven  Anschauungsbilde  zn  vShlen. 

ni.   Die  Analyse  des  snbjeotiven  AnBchanung^sbildes. 

So  einfach  sich  die  Beantwortung  unserer  ersten  Frage  vom  alten 
Standpunkte  aus  gestaltete,  so  schwierig  ist  sie  vom  Standpunkte  der 
modernen  physiologischen  Anschauungen  aus. 

Die  diesbezügliche  Analyse  ergiebt  nämlich,  dass  das  subjective  An- 
schauungsbild nur  in  unserer  innern  Vorstellung,  aber  nicht  in  gestalt- 
lich abmessbarer  Wirklichkeit  existirt,  ja  sogar:  dass  dieses  Erzeugniss 
unserer  Vorstellung  innerhalb  gewisser  Grenzen  gestaltlich  unbestimmt  und 
veränderlich  ist  und  daher  geometrisch  gar  nicht  bestimmt  definirt  wer- 
den kann. 

Ich  muss  in  dieser  Beziehung  auf  meine  Schrift  (§§  3  bis  8)  ver- 
weisen und  will  hier  nur  andeutungsweise  soviel  erwähnen,  als  zum  Ver- 
ständniss  des  Nachfolgenden  absolut  erforderlich  ist. 

Die  Einzeleindrticke,  welche  das  Auge  beim  Ueberfliegen  des  Objeets 
empfängt,  stehen  zum  Theil  in  directem  Widerspruch  mit  einander.  Die 
unbewusste  geistige  Thätigkeit,  durch  welche  die  Detaileindrücke  zum 
Gesammtanschauungsbilde  combinirt  werden,  besteht  daher  nicht  blos  in 
einem  mechanischen  Einregistriren,  sondern  vielmehr  in  einem  Aus- 
gleichen und  Vermitteln  jener  Widersprüche. 

Dieselben  entstehen  vornehmlich  auf  folgende  Weise:  Die  Detail- 
eindrücke sind  zunächst  so  beschaffen,  dass  die  scheinbare  Grösse  jeder 
Strecke  dem  Gesichtswinkel  proportional  ist.  Dies  allein  würde  aber  zur 
nothwendigen  Folge  haben,  dass  wir  gerade  Linien  zum  grössten  Tbeil 
nicht  geradlinig,  sondern  curvirt  sehen.  Denkt  man  sich  beispielsweise 
das  Auge  des  Beschauers  vor  der  Mitte  einer  Reihe  von  gleichhohen 
Säulen,  auf  welchen  ein  Architrav  aufliegt:  so  werden  beim  directen 
Fixiren  die  dem  Auge  am  nächsten  stehenden  mittleren  Säulen  noth* 
wendig  grösser  erscheinen,  als  die  entfernter  stehenden  äussersten 
Ecksäulen  rechts  und  links.  Es  müssten  demgemäss  die  durch  die  Säulen- 
köpfe bestimmte  gerade  Linie  und  folglich  auch  die  horizontalen  Kanten 
des  aufliegenden  Architravs  noth wendig  als  nach  aufwärts  gekrümmte 
Linien  wahrgenommen  werden. 

Wenn  wir  trotzdem  im  Allgemeinen  gerade  Linien  wieder  als  gerade 
Linien  sehen ,_  so  rührt  dies  nur  von  dem  unsere  Vorstellung  beherrschen- 
den jyCoUinearitätsbewusstsein**  her:  wir  sind  durch  das  Bewusstsein 
und  die  Gewohnheit  prädisponirt,  eine  gerade  Linie  geradlinig  in 
sehen,  und  sehen  sie  demzufolge  auch  so,  wie  wir  erwarten  und  wollen.* 

*  Ich  darf  diesen  Theil  meiner  Schrift  als  eine  selbstständige  physiologische 
Studie  bezeichnen,  und  glaube  namentlich  mit  dem  Begriffe  des  CöüinearitätS' 
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lu  der  That  liegen  die  durch  daa  Erfassen  der  scheinbaren  Grössen 
erzeugten  Gesichtseindrücke  mit  den  auf  Coliinearität  gerichteten  Bewnsst- 
seinsansprüchen  in  beständigem  Kampfe;  die  geistige  Thfttigkeit  beim 
Beben  besteht  eben  darin,  in  diesem  Kampfe  einen  Ausgleich  herbeizu- 
f&hren ,  dessen  Resultat  dann  das  subjective  Anschauungsbild  repräsentirt. 

Es  folgt  aber  aus  der  ganzen  Natur  dieses  Processes,  dass  die  Art 
und  Weise,  in  welcher  der  Ausgleich  bald  mehr  den  einen,  bald  mehr 
den  anderen  Ansprüchen  gerecht  wird,  bei  verschieden  gearteten  Qbjecten 
sehr  verschieden  be^haffen  sein  —  und  ferner  auch  wohl  von  verschie- 
denen Individuen  verschieden  ausgeführt  werden  wird.  —  Hierdurch 
eben  ist  (abgesehen  von  der  in  Betracht  kommenden  Bewegung  des 
Kopfes)  die  relative  Unbestimmtheit  und  gestaltliche  Undefinirbarkeit  des 
snbjectiven  Anschauungsbildes  bedingt. 

IV.   Die  Synthese  der  objeotiven  Abbildung. 

Wenden  wir  uns  nunmehr  za  der  Besprechung  unserer  zweiten  Auf- 
gabe! 

Die  objective  Abbildung  soll  eine  „Wiedergabe  des  subjectiven 
Anschauungsbildes'^  sein. 

Demgemäss  müsste  erstens  die  Eigenschaft  des  subjectiven  Anschau- 
nngsbildes,  dass  die  scheinbare  Grösse  einer  Strecke  dem  Gesichtswinkel 
proportionirt  ist,  sich  in  die  Eigenschaft  der  Abbildung  übertragen ,  dass 
die  Strecke  proportional  mit  ihrem  Gesichtswinkel  abgebildet  würde.  — 
Zweitens  müsste  die  Eigenschaft  des  Anschauungsbildes,  dass  eine 
gerade  Linie  wieder  als  gerade  Linie  gesehen  wird,  die  Eigenschaft  der 
Abbildung  bedingen,  dass  die  Gerade  geradlinig  abgebildet  würde. 

Wir  bezeichnen  die  erste  Eigenschaft  als  das  Princip  der  Confor- 
miiät,  die  zweite  als  das  Princip  der  CollineariiäU 

Da  wir  nun  aber  erkannt  haben,  dass  das  subjective  Anschauungs- 
bild das  Resultat  eines  Compromisses  zwischen  den  genannten  zwei 
Eigenschaften  repräsentirt,  so  muss  —  wenn  anders  die  objective  Abbil- 
dung eine  Wiedergabe  des  Anschauungsbildes  sein  soll  —  ein  eben- 
solcher Compromiss  anch  in  der  Abbildung  eingeleitet  werden. 

So  gelangen  wir  durch  rein  logische  Schlüsse  zu  der  folgenden 
Definition  der  Perspective  im  engeren  Sinne: 

„Die  Perspective  lehrt  die  Herstellung  von  Compromissen  in 
dem  Conflict   zwischen   der  Bedingung   der  Coliinearität  und  der 


^«Mmsstoetff«  einen  neuen  werthvollen  GeBichtspunkt  für  das  VerBtändnies  des  Seh- 
prooenes  aufstellt  zu  haben.  —  Meine  Theorie  durfte  sich  denn  auch  der  vollen 
ZosüiiuDang  seiten  der  Physiologen  erfreuen.  Man  vergl.  in  dieser  Beziehung: 
l^MaÄ,  „QrundJBüge  der  physiologischen  Psychologie",  IL  Aufl.  (Leipzig j^gel- 
nann.    1880.)    IL  Bd.,  S.  186  u.  186.  .^. ...  ^y  GoOglC 
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Oonformität  —  zum  Zweck  der  bildliehen  Dantellnng  von  Natnr- 
objecten.*^ 

Ich  weise  ausdrücklich  darauf  hin,  dass  dieser  Sata  —  so  „son- 
derbar^*  er  vielleicht  dem  in  der  alten  Anschannng  befangenen  Leset 
klingen  mag  —  Nichts  ist,  als  eine  denknothwendige  Folgerung  am 
unserer  Definition  der  Aufgabe  und  unseren  physiologischen  Omnd- 
anschauungen. 

Die  Feststellung  des  Compromisses  hat  im  Allgemeinen  nach  Masa* 
gäbe  der  Besonderheiten  des  Objects  in  ganz  anal^er  Weise  wie  beim 
Anschauungsbilde  selbst  au  geschehen.  Es  hat  dabei  im  Allgemeinen  die 
Bücksicht  zu  walten,  dass  diejenigen  Bedingungen  bevorzugt  werden, 
deren  Nichtbefriedigung  am  unangenehmsten  auffallen  würde.  — 

Es  ist  übrigens  noch  darauf  aufmerksam  zu  machen,  dass  das  Col- 
linearitfttsbewusstsein  sich  nicht  bei  allen  geraden  Linien  mit  gleicher 
Gewalt  geltend  macht.  Vor  Allem  übt  bei  den  vertikalen  Linien  die 
Voreingenommenheit,  dass  sie  uns  auch  wirklich  geradlinig  und  vertikal 
erscheinen  müssen,  eine  ungleich  grössere  Macht  über  unser  Urtheil  aus, 
als  bei  den  horizontalen.  Das  ,fVeriikaliiätsbewu88isein^  beherrscht 
unsere  Vorstellung  viel  unbedingter,  als  das  allgemeine  Collinearitäts- 
bewnsstsein.  (Bezüglich  der  Gründe  muss  ich  auf  meine  Schrift  [3.  36] 
verweisen.)  —  Ferner  verlangt  von  den  horizontalen  Linien  unter  sich 
diejenige,  welche  bei  aufrechter  Haltung  des  Kopfes  von  der  Primär- 
Stellung  des  Blickes  getroffen  wird  („fforhonüinie^'),  die  Geradlinigkeit 
viel  kategorischer,  als  die  höher  oder  tiefer  gelegenen. 

Demgemäss  wird  —  ein  architektonisches  Object  vorausgesetzt  —  die 
objective  Abbildung  in  erster  Linie  die  zwei  Bedingungen  1.  der  vertika- 
len Abbildung  der  vertikalen  Linien,  2.  der  Geradlinigkeit 
und  HorizontalitSt  der  Horizontlinie  —  erfüllen  müssen,  und  nur 
bezüglich  der  übrigen  geraden  Linien  kann  der  besprochene  Compromiss 
zwischen  Conformit&t  und  Collinearität  zur  Anwendung  kommen. 

Je  nachdem  nun  der  Modus  dieses  Compromisses  ausfällt,  ergeben 
sich  verschiedene  perspectivische  Systeme,  und  zwar  werden  sich  uns 
hauptsächlich  zwei  Hauptsysteme  darbieten  müssen ,  die  sich  dadurch  von 
einander  unterscheiden,  dass  im  einen  das  Princip  der  Oonformität,  im 
andern  das  der  Collinearität  dominirt. 

Wir  befassen  uns  im  Folgenden  nur  mit  dem  letzteren,  dem  yyCol- 
linear  -  per  speciivischen  System^^,  dessen  vorwiegende  Bedeutung 
durch  die  Macht  des  CoUinearitätsbewusstseins  bedingt  ist.* 


*  Meine  DiscuBsion  des  „eonform»per8pectiv%8chen  Systems**  (nicht  so 
verwechseln  mit  „oonformer  Abbildung"  im  Chtuss^schen  Sinne I)  hat  bezüglich 
ihrer  Tendenz  vielfache  Missdeutangen  und  zum  Theil  einen  lebhaften  Widenpnieh 
hervorgerufen,  der  kaum  im  Yerh&ltniss  zu  seiner  Bedeutong  stehen  möchte.    Ss 
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Eb  liUst  Bich  leicht  nachweisen ,  dass  dnrch  die  blossen  zwei  Beding- 
angen  der  CoUinearität  und  der  VerUkaliiäi  die  Gestaltung  des  Bildes  bei 
gegebenem  Orte  des  Anges  noch  nicht  vollstftndig  bestimmt  ist.  Um  für 
das  System  die  nothwendige  Bestimmtheit  zu  erlangen,  können  und 
mfissen  wir  noch  das  Princip  der  ConfotTnitäl  hereinziehen.  Es  lässt  sich 
aber  femer  beweisen '  (nnd  wird  im  folgenden  Abschnitte  bewiesen  wer« 
den),  dass  es  nnr  noch  möglich  ist,  in  allernächstem  Umkreise  eines 
einzigen  Punktes,  und  zwar  nur  eines  auf  der  Horizontlinie  liegenden 
Punktes,  der  Bedingung  der  Conformitfit  zu  genügen,  dass  aber  durch 
Hinzufügung  dieser  einen  Bedingung  das  System  nunmehr  yollständig 
bestimmt  ist  Mit  Bticksicht  auf  eine  möglichste  Wirkung  der  Confor- 
mität  wird  jener  Punkt  an  eine  besonders  bedeutsame  Stelle  des  Bildes, 


sei  mir  gestattet,  in  dieser  Beziehung  FolgendeB  za  bemerken:  Die  blosse  Aaf- 
siel  lang  des  conform-perspectivischen  Systems  neben  dem  coUinear-perspecti- 
vischen  ist,  wie  sich  aas  der  vorangehenden  Erörterung  unwiderleglich  erweisen 
dürfte,  zttD&chst  eine  Forderung  der  reinen  Logik,  —  eine  Deuknoth wendig- 
keit. Von  rein  logischem  Gesichtspunkte  aus  ist  also  das  conform-perspectiTische 
System  vollkommen  gleichberechtigt  mit  dem  collinear-perspectivischen.  Indessen 
ist  der  logische  Gesichtspunkt  scharf  zu  trennen  vom  ästhetischen  Gesichtspunkte. 
Gerade  dieser  wichtige  Unterschied  zwischen  logischer  Nothwendigkeit  und  ästhe- 
tischer Znlässigkeit  dürfte  aber  nicht  von  allen  meinen  Kritikern  mit  der  nöthigen 
Schärfe  erfasst  worden  sein.  —  Was  dann  weiter  meine  Discussion  des  Systems  an- 
langt, so  ist  es  die  Tbatsache,  dass  eine  ganze  Reihe  von  Bildern  hervorragender 
Kfinstler  (ich  habe  in  meiner  Schrift  nur  ein  einziges  Beispiel  als  Illustration  heraus- 
gegriffen) aufgewiesen  werden  kann,  in  welchen  die  Eigenthümlichkeiten  jenes 
Systems  im  Widerspruch  mit  der  collinearen  Perspective,  gleichgiltig  ob  bewusst  oder 
onbewusst,  ob  consequent  oder  eklektisch,  zur  Anwendung  gebracht  sind,  —  diese 
Thatsaohe  ist  es,  welche  —  nicht  das  Recht,  sondern  die  Pflicht  auferlegt,  eine 
gründliche  Üntersuchnng  über  die  ästhetische  Berechtigung  des  Systems  einzuleiten. 
Diese  wurde  von  mir  denn  auch  mit  der  objectivsten  Rücksichtslosigkeit  gegen  der 
Gewohnheit  altgeheiiigtes  Scheinrecht  durchgefShrt.  Ich  verwahrte  mich  jedoch 
gleich  von  vornherein  ausdrücklich  gegen  die  Missdeutung  einer  „Voreingenommen- 
heit für  das  System,  welche  in  keiner  Weise  begründet  sein  dürfte^^  Eine  solche  Yer- 
wahnmg  war  nothwendig,  da  in  der  Discussion  selbstverständlich  das  neue  con- 
forme  System  gegenüber  dem  längst  bekannten  collinearen  bedeutend  in  den  Yor- 
dergrond  treten  musste,  wenn  anders  die  Discussion  auf  Unparteilichkeit  An- 
q^rneh  machen  wollte.  —  Als  praktisches  Resultat  der  ganzen  Discussion  ergab 
sich  jedoch  für  das  conform-perspectivische  System  das  gewiss  sehr  bescheidene 
Zngeständniss  (S.76):  „Bei  noch  kleinerer  (d.  h.  bei  der  all  er  kleinsten)  Aug- 
distans,  wie  sie  —  allerdings  selten  —  bei  Interieurs  vorkommen  kann,  dürf- 
ten die  Gurvatoren  der  conformen  Perspective  zur  vortheilhaften  Anwendung 
kommen.*'  Man  beachte  wohl:  „sie  dürften*',  keineswegs  „sie  müssen**,  wie  man 
mich  mehrfach  interpretirte;  ich  fordere  nicht,  ich  schlage  nur  vor.  Auch 
lehreibe  ich  jenen  Corvatoren  keineswegs  eine  directe  ästhetische  Wirkung  zu. 
unser  CoUinearitätsbewusstsein  wird  sich  ganz  gewiss  zunächst  gegen  die  Anwen- 
dung von  Ourvaturen  striluben.  Allein  wenn  die  Anwendung  der  collinearen  Perspec-  j 
tive  (bei  ganz  kleiner  Augdistanz)  noch  unerträglichere  Verzerrungen  mit  sic^l^ 
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bezw.  Objectes,  die  das  Auge  beim  Betrachten  unwillkürlich  als  „Hanpt- 
blickpnnkt**  wählt,  verlegt  werden  müssen. 

Die  geometrische  Untersnchnng  ergiebt  dann  femer,  dass  das  aaf 
solche  Weise  definirte  perspectivische  System  Tollkommen  identisch  ist 
mit  dem  durch  die  Ccniralprojeciion  oder  das  Camera -obscura-Princip  defi* 
nirten  gewöhnlichen  System  der  Linearperspective.  Jener  Gonformitäts- 
punkt  fällt  mit  dem  gewöhnlich  als  Hauptpunkt  bezeichneten  Punkte 
zusammen. 

Dass  der  Central  perspective  die  genannten  drei  Eigenschaften  (CoUi- 
neariiät,  Vertikaliiai  und  Conformität  im  Hauptpunkte)  zukommen,  ist  bekannt. 
Hier  handelt  es  sich  jedoch  umgekehrt  um   den  Nachweis,   dass   diese 


bringen  würde,  so  dürfte,  wie  überall,  so  auch  hier  das  geringere  üebel  vor- 
zuziehen sein,  und  nur  in  diesem  Sinne  möchte  sich  die  ausnahmsweise  Verwer- 
thung  des  conformen  Systems  vertheidigen  lassen,  —  freilich  mit  der  Reserve, 
dass  sich  die  Frage,  welches  von  beiden  das  geringere  Uebel  sei,  nicht  absolut 
beantworten  lässt,  weil  eben  das  Collinearitätsbewusstsein  bei  verschiedenen  Indi- 
viduen verschieden  stark  ausgebildet  ist.  Hier  ist  also  vor  Allem  der  Punkt,  wo 
die  „Individualität  des  üebersetzers"  mitsprechen  wird.  Der  Mathematiker 
beachte  aber  wohl,  dass  er  im  Allgemeinen  weit  stärker  coUinear-inficirt  sein 
dürfte,  als  der  Künstler  (besonders  der  Landschaftsmaler).  Ich  gebe  ausdrücklich 
die  Erklärung  ab,  dass  Jedem ,  namentlich  dem  Künstler,  das  ürtheil  über  die  in 
Rede  stehende  Frage  vollkommen  frei  steht,  dass  ich  meinerseits  dagegen  pro- 
testire,  wenn  eine  Anwendung  der  Eigenthümlichkeiten  der  conformen  Perspective 
Seiten  des  Künstlers  als  perspectiviscber  Fehler  perhorrescirt  wird,  dass  ich  aber 
andererseits  weit  davon  entfernt  bin,  das  System  als  eine  Neuerung  einführen  zu 
wollen.  Ich  habe  es  im  Gegentheil  in  meiner  Schrift  wiederholt  ausgesprochen 
und  begründet,  ich  wiederhole  es  hier  ausdrücklich,  dass  ich  für  die  Anwendung 
des  Systems  nichts  weniger  als  eine  Zukunft  erwarte.  Charakterisirt  doch  schon 
Goethe  im  Faust  unset  vom  Collinearitätsbewusstsein  durchdrungenes  Zeitalter 
mit  den  der  Phorkyas  in  den  Mund  gelegten  Worten: 

„•..  Dort  hingegen,  dort 

Ist  Alles  senk-  und  waagerecht  und  regeihaft, 

So  starr,  so  wohl  in  Fugen,  spiegelglatt  wie  Stahl.*'  ~ 

Wohl  aber  wird  dem  System  sein  theoretisches  Interesse  stets  erhalten  bleiben, 
—  schon  wegen  der  interessanten  Schlaglichter,  die  von  ihm  auf  das  collinear 
perspectivische  System  fallen.  Beide  Systeme  stehen  in  einer  sich  gegenseitig 
ergänzenden  Beziehung  zu  einander,  insofern  jedes  die  Verzerrungen  des  andern 
corrigirt  Diese  sind  Conformitätsverzerrungen  beim  collinearen  System,  Collinea- 
ritätsverzerrungen  beim  conformen  System.  Wenn  daher  die  Härten  der  collinearen 
Perspective  am  Rande  des  Bildes  bei  kleiner  Augdistanz  gemildert  und  aus* 
geglichen  werden  sollen,  so  kann  dies  nur  im  Sinne  und  nach  Anleitung  der 
conformen  Perspective  geschehen.  —  Femer  lassen  sich  die  Gefahren,  denen  der 
frei  nach  der  Natur  Zeichnende  ausgesetzt  ist,  durch  Nichts  anschaulicher 
darlegen,  als  durch  die  vergleichende  Discussion  beider  Systeme,  wie  ich  dies 
in  meiner  Schrift  (S.  66)  näher  ausgeführt  habe.  Schon  hierdurch  scheint  mir 
der  theoretische  und  pädagogische  Werth  des  conformen  Systems  gesichert 
zu  sein.  OOQle 
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Eigenschaften  die  noth wendigen  nnd  ausreichenden  Bedingungen 
f&r  die  Definition  des  Systems  bilden.  Es  wäre  ja  denkbar,  dass  noch 
andere  Eigenschaften,  die  der  Centralprojection  zukommen,  nothwendig 
▼Jlren,  um  das  System  bestimmt  zu  machen,  —  femer  möglich ,  dass  die 
Bedingung  der  Conformität  auch  in  einem  andern,  nicht  auf  dem  Hori- 
zont liegenden  Punkte  erfüllt  werden  könnte,  oder  dass  die  Conformität 
in  einem  gewissen  Funkte  nur  eine  zufällige,  dem  collinearen  System 
eo  xp%o  adhärirende  Eigenschaft  wäre,  dass  überhaupt  jedes  der  Beding- 
ung der  Collinearität  und  Yertikalität  genügende  System  mit  der  gewöhn- 
lichen Linearperspec tive  identisch  wäre,  oder  dergleichen  mehr.  —  Es 
handelt  sich  also  für  uns  darum,  direct  aus  den  genannten  drei 
Bedingungen  die  gewöhnliche  Linearperspectiye  herzu* 
leiten. 

Gelingt  uns  dies,  so  ist  damit  erreicht,  was  wir  wollten,  nämlich: 
die  Charakterisirung  der  Linearperspectiye  „  durch  diejenigen  fundamen- 
talen Eigenschaften,  welche  nothwendig  und  ausreichend  sind,  um  die- 
selbe formal  zu  definiren  ".  Es  ist  dann  zugleich  vollkommen  aufgeklärt, 
„was  an  jenen  Eigenschaften  nothwendig  —  und  was  *  zu  bestimmtem 
Zwecke  hineingelegt**  ist.  Endlich  fällt  alsdann  auch  auf  die  ästhe- 
tische Wirkung  eines  perspecti vischen  Bildes  nach  ihrem  ganzen 
Umfange  ein  helles  Licht,  insofern  dieselbe  eben  in  jenen  dem  Bilde 
immanenten  Eigenschaften  (Collinearität,  Yertikalität  und  Con- 
formität im  Hauptpunkte)  begründet  liegt,  die  für  das  System 
charakteristisch  sind. 

Ich  habe  in  meiner  Schrift  (S.  43)  eine  analytische,  auf  azonome- 
trisehen  Anschauungen  basirende  Behandlung  der  in  Bede  stehenden 
Aufgabe  angedeutet.  Der  folgende  rein  synthetische  Beweis  scheint 
jedoch  wegen  seiner  ausserordentlichen  Einfachheit  und  Anschaulichkeit 
dem  Zwecke  ungleich  besser  zu  entsprechen. 

T.  ZurückfQlirung  des  collinear-perspectivischen  Systems  auf  die 

Centralprojection. 

Wir  denken  uns  den  Ort  des  beschauenden  Auges  in  Beziehung  zu 
dem  abzubildenden  Object  gegeben. 

Würden  wir  alsdann  um  das  Auge  als  Mittelpunkt  eine  Kugelfläche 
beschreiben  und  uns  deren  Schnittfigur  mit  dem  Sehstrahlenbündel  mar- 
kirt  denken ,  so  würde  diese  Schnittfigur  alle  Angaben  enthalten ,  die  zur 
Construction  des  eigentlichen  Bildes  erforderlich  wären.  Wir  würden  ihr 
noch  nicht  eigentlich  die  Bedeutung  einer  Abbildung  zutheilen,  sondern 
nur  einer  y^Hüfsfigur^^,  die  an  Stelle  des  Sehstrablen bündeis  selbst  tritt, 
um  die  Umsetzung  der  Strahlen  und  Ebenen  desselben  in  resp.  Funkte 
und  Linien    zu  bewirken   und   dadurch   die   allgemeine 
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Anschanungsbildes  1.  hesfiglich  der  collinearen  Oruppirung  der  Punkte 
und  Linien,  2.  bezü^ich  der  Grössenyerhältnifise  der  Sehwinkel  —  deut- 
licher Tor  Angen  zu  ffihren. 

So  lange  nun  aber  blos  die  collinearen  GruppirungsTerhältnisse  der 
Punkte  und  Linien  in  Betracht  kommen,«  können  wir  uns  statt  jener 
sphärischen  Hilfsfigur  ebenso  gut  auch  einer  ebenen  Hilsfigur  bedienen, 
die  wir  als  Schnittfigur  einer  ganz  beliebigen  Ebene  („Bilfsebene^^)  mit 
dem  Sehstrahlenbündel  erhalten.  Es  mag  gleich  zu  Anfang  ausdrücklich 
hervorgehoben  werden,  dass  eben  weil  die  Function  dieser  Hilfsfigur  vor- 
erst lediglich  darin  besteht,  die  allgemeinen  collinearen  Gruppirungarer- 
hältnisse  der  Punkte  und  Linien  s^u  veranschaulichen  —  die  Lage  der 
Hilfsebene  gegen  das  Sehstrahlenbiindel  bis  auf  Weiteres  voll- 
kommen gleichgiltig  ist. 

um  nun  zunächst  die  allgemeinste  Form  deijenigen  Abbildung 
zu  erhalten,  in  welcher  das  Princip  äer  Collinearitäi  als  alleinige 
Bedingung  obwaltet,  haben  wir  nur  nöthig,  zu  unserer  ebenen  Hilfs- 
figur eine  beliebige  ihr  coUinear  verwandte  Figur  zu  construiren. 

Zum  Zweck  der  praktischen  Ausführung  der  Construction  wird  man 
sich  am  Vortheilhaftesten  (und  zwar  aus  Gründen,  die  nachher  sofort 
einleuchten  werden)  eines  collinearen  ebenen  Projectionssystems 
bedienen,  das  man  in  der  Ebene  der  Hilfsfigur  einrichtet,  um  mit  seiner 
Hilfe  die  collineare  Abbildung  der  Hilfsfigur  zu  bewirken. 

In  einem  solchen  Projectionssystem  (vergl.  Taf.  VI  Fig.  1)  mögen  die 
Punkte  der  Hilfsfigur  mit  lateinischen  Buchstaben,  deren  Bilder  mit  den 
gleichlautenden  griechischen  Buchstaben,  —  das  CoUineationseentrum 
durch  0,  die  Collineationsaze  durch  c  bezeichnet  werden.  Die  Oerade 
der  Hilfsfigur,  deren  Bild  ins  Unendliche  fällt,  werde  als  Gegenlinie 
g^  das  Bild  der  unendlich  fernen  Geraden  der  Hilfsfigur  als  Fluchtlinie 
(p  bezeichnet. 

CoUineationseentrum,  Collineationsaze  und  Fluchtlinie  können  bu- 
nächst  vollkommen  willkürlich  gewählt  werden.  — 

Es  trete  nun  zu  der  seitherigen  alleinigen  Bedingung  der  Collinea- 
ritäi noch  diejenige  der  Veriikalität  hinzu.  Es  ist  leicht  ersichtlich ,  wie 
dieselbe  befriedigt  werden  kann. 

In  der  Hilfsfigur  werden  sich  die  in  natura  vertikalen  Linien  im 
Allgemeinen  in  einem  endlichen  Punkte  schneiden.  Durch  diesen  mnss 
die  Gegenlinie  g  gelegt  werden,  wenn  die  Bilder  der  Vertikalen  unter 
sich  parallel  sein  sollen.  Jener  Punkt  stellt  dann  den  Gegenpunkt  der 
Vertikalen  vor  und  möge  dementsprechend  durch  G^  bezeichnet  werden. 
—  Ferner  möge  diejenige  Linie  der  Hilfsfigur,  nach  welcher  die  Hilfe- 
ebene  von  der  horizontalen  Ebene  des  Sehstrahlenbündels  geschnitten 
wird,  die  Horizontlinie  der  Hilfsfigur  genannt  und  durch  h  bezeichnet 
werden.     Ihr  Bild   iy  stellt  dann   die  HorizontlijiJ,fi^^4yCX_^Siidfi^ur 
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Tor.  Schneidet  nun  h  die  Gegenlinie  in  6j|,  so  ist  Gk  der  Gegenpunkt 
der  Horisontlinie,  und  es  mnss  also  das  Bild  t;  mit  dem  Strahl  OGk 
parallel  sein.  Sollen  daher  in  der  Bildfignr  die  Vertikalen  auf  der  Hori- 
lontlinie  i;  senkrecht  stehen,  so  mttssen  auch  die  swei  Strahlen  OQ9  und 
OGk  zn  einander  senkrecht  sein.  —  DemgemSss  ist  das  Projectionssjstem 
in  folgender  Weise  einzurichten  (Tergl.  Fig.  1): 

Gegeben  ist  Gp  und  h.  —  Man  wählt  zunächst  das  Oollineationscen«- 
tnim  0  ganz  beliebig.  Zieht  man  sodann  den  Strahl  OG^  und  durch  0 
einen  zu  OG9  senkrechten  Strahl,  welcher  die  Linie  h  in  Gk  schneidet, 
io  ist  die  Verbindungslinie  Gp  Gk  als  Gegenlinie  g  au  wählen.  Die  Col- 
lineationsaze  e  und  Fluchtlinie  tp  sind  alsdann  parallel  zu  g  zu  legen, 
nnd  zwar  c  in  beliebigem  Abstände,  q>  in  einem  Abstände  von  c  gleich 
dem  Abstände  des  Punktes  0  von  g. 

Mit  Benützung  des  also  eingerichteten  Projectionssystems  erhält  man 
nun  die  allgemeinste  Form  deijenigen  Abbildung  des  Objects,  in 
welcher  das  Princip  der  Collinearitäi  und  das  Princip  der  Ver- 
iikalität  als  alleinige  Bedingungen  obwalten. 

Es  ist  wohl  einleuchtend,  dass  eine  solche  Abbildung  ihrem  Cha- 
rakter nach  keineswegs  identisch  ist  mit  einer  durch  directe  Centralpro- 
jeetion  erhaltenen  Abbildung.  Sie  ist  zwar  projectivisch  mit  dem 
Sehstrahlenbtindel,  kann  aber  im  Allgemeinen  nicht  in  perspectivische 
Lage  zu  demselben  gebracht  werden.  Sie  kann  wohl  mit  der  Hilfsfigur 
perspectiviseh  gelegt  werden,  jedoch  nicht  so,  dass  in  dieser  Lage  das 
■QgehOrige  Projectionscentrum  mit  dem  Centrum  des  Sehstrahlenbündels 
zusammenfallen  würde.  Man  erhält  nämlich  alle  überhaupt  möglichen 
perspectivischen  Lagen  zwischen  Bildfigur  und  Hilfsfigur  dadurch,  dass 
man  die  Ebene  der  Bildfigur  um  die  CoUineationsaze*.  dreht  (während 
die  Hilfsfigur  als  Schnitt  des  festen  Sehstrahlenbündels  in  fester  Lage  zu 
diesem  gedacht  werden  mag).  Der  Ort,  den  hierbei  das  jeweilige  Pro- 
jectionscentrum beschreibt,  ist  eine  Kreislinie,  deren  Halbmesser  gleich 
der  vom  CoUineationscentrum  auf  die  Gegenlinie  gefällten  Senkrechten 
OM  ist,  deren  Mittelpunkt  in  den  Fusspunkt  M  dieser  Senkrechten  fällt 
and  deren  Ebene  senkrecht  zur  Gegenlinie  ist.  Nur  wenn  diese  Kreis- 
linie durch  das  Centrum  des  Sehstrahlenbündels  gehen  würde,  wäre  die 
perspectivische   Lage    der   Bildfigur    zum  Sehstrahlenbündel    herstellbar. 


*  Ausser  der  CollineationBaze  ezisÜrt  bei  zwei  collinearen  ebenen  Systemen 
bekanntlich  noch  ein  zweites  Paar  congraenter  entsprechender  Pmiktreihen.  Statt 
die  ursprüngliche  CoUineationsaxe  zu  benützen,  kann  man  auch  dieses  andere  Paar 
(durch  Drehung  der  einen  Ebene  innerhalb  der  andern  um  das  Collineationscen- 
trum  um  einen  Winkel  von  180  <*)  zur  Coincidenz  bringen  nnd  dann  diese  Linie  als 
neue  CoUineationsaze  benützen,  um  welche  man  die  Ebene  der  Bildfigur  dreht. 
Erst  dadurch  werden  sämmtliche  Möglichkeiten  der  perspectivischen  Lage  beider 
Figuren  erschöpft.  -  y    ^^  -y  ^ 
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Dies  ist  aber  im  Allgemeinen  nicht  der  Fall,  da  Lage  und  Grösse  jenes 
Kreises  ganz  von  der  Lage  des  Collineationseentrums  abhängig  sind, 
diese  aber  yollkommen  willkfirlich  gewählt  werden  durfte.  — * 

Da  die  Lage  des  Collineationscentrams  und  der  Abstand  der  Col- 
lineationsaxe  bei  dem  vorliegenden  System  unbestimmt  bleiben ,  so  bestä- 
tigt es  sich,  dass  durch  die  blossen  zwei  Bedingungen  der  Collinearität 
und  Vertikalität  das  System  noch  nicht  vollständig  bestimmt  ist. 
—  Um  eine  vollkommene  Bestimmtheit  su  erlangen,  stellen  wir  noch  die 
Bedingung  der  Confortnitäl  Jn  einem  bestimmten  Punkte  auf,  wobei  wir 
vorerst  noch  keinerlei  Veranlassung  haben ,  über  die  Lage  jenes  Punktes 
eine  beschränkende  Voraussetzung  eintreten  zu  lassen. 

Um  die  genannte  Bedingung  genauer  geometrisch  zu  präcisiren, 
denken  wir  uns  einen  Augenblick  an  Stelle  der  ebenen  Hilfsfigur  wieder 
die  sphärische  gesetzt,  da  an  dieser  die  Conformitätsbeziehungen  un* 
mittelbar  ersichtlich  sind. 

Ist  p  derjenige  Punkt  der  sphärischen  Hilfsfigur,  welcher  conform 
abgebildet  werden  soll,  und  sind  or^,  x^^  x^^  ...  Punkte,  welche  dem 
Punkte  p  unendlich  nahe  liegen;  bezeichnen  wir  ferner  die  Bilder  der 
Punkte  p,  a?!,  a?,,  (Tj,  ...  resp.  durch  «,  gj,  |,,  |j,  ...,  so  verlangt  die 
Bedingung  der  Conformität,  dass  die  unendlich  kleinen  Dreiecke  »I1I91 
^SsSsi  •••  t^&f,  den  Dreiecken  px^x^^  px^x^^  ...  ähnlich  seien.  Diese 
Forderung  kann  in  die  zwei  Bedingungen  gespalten  werden: 

1.  die  Winkel  Sjwjg,  Ij^lj»  ...  müssen  resp.  den  Winkeln  x^px^^ 
XfPX^^  ...  gleich  sein,  oder  kürzer:  das  Strahlen büschel,  welches 
von  den  von  p  ausgehenden  Linienelementen  gebildet  wird, 
muss  sich  als  congruentes  Strahlenbüschel  abbilden; 

2.  die  Strecken  9c$p  n^^  »^,  ...  müssen  resp.  den  Strecken  px^^ 
px^y  px^^   ..«  proportionirt  sein.  — 

Es  lässt  sich  nun  aber  zum  Zweck  des  Nachweises  und  der  Reali- 
sirung  dieser  Conformitätsbedingungen  die  ebene  Hilfsfigur  ebenso 
leicht  verwenden,  wie  die  sphärische. 

Wir  haben  nämlich  oben  ausdrücklich  darauf  aufmerksam  gemacht, 
dass  die  Lage  der  Hilfsebene  gegen  das  Sehstrahlenbttndel  vollkommen 
gleichgiltig  ist.  Ziehen  wir  also  nach  demjenigen  Punkte  P  des  Objects, 
in  dessen  Abbildung  Conformität  stattfinden  soll,  den  Sehstrahl  und  legen 
die  Hilfsebene  senkrecht  zu  diesem,  so  geschieht  damit  der  Allgemein- 
heit der  Construction  nicht  der  geringste  Eintrag.  Es  ist  aber  einleuch« 
tend,  dass  —  wenn  nun  der  Schnittpunkt  jenes  Sehstrahls  mit  der  Hilfs- 
ebene wieder  durch/}  bezeichnet  wird  —  die  ebene  Hilfsfigur  im  Punkte/? 
genau  dieselbe  Gonformitätsgestaltung  aufweist,  wie  die  sphärische.  Denn 
denken  wir  uns  die  Entfernung  vom  Auge  beidemal  gleich  gross ,  so  wird 
die  Hilfskugelfläche  von  der  Hilfsebene  im  Punkte  p  berührt;  folglich  ist 
das  unendlich  kleine  Gebilde  px^x^x^,.,  der  ebe];i,Q^,^n^  4$0£]^rä<^b^>^ 
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Hilfsfignr  gemeinsam«  Wir  können  somit  —  die  genannte  Lage  der 
Hilfsebene  Toranagesetzt  —  die  oben  formalirten  zwei  Bedingungen  un- 
mittelbar anf  die  collineare  Abbildung  unserer  ebenen  Hilfs- 
figur  übertragen. 

Was  die  erste  Bedingung  anlangt,  nämlich  dass  das  Strahlenbüschel 
p  eich  als  congruentes  Strahlenbüschel  abbilden  soll,  so  existiren  bei 
zwei  collinearen  ebenen  Systemen  bekanntlich  zwei  Paare  entsprechender 
Punkte,  für  welche  die  in  denselben  liegenden  Strablenbüschel  congruent 
sind.  Befinden  sich  die  zwei  Systeme  in  collinearer  Lage  in  einer  und 
derselben  Ebene  (was  auf  vierfache  Weise  möglich  ist),  so  repräsentirt 
das  jeweilige  Collineationscentrum  einen  solchen  CongruempunkL 

Da  nun  bei  der  oben  besprochenen  Einrichtung  des  ebenen  Projec- 
tioDssystems  die  Lage  des  Collineationscentrums  vollkomxpen  unbestimmt 
blieb,  so  kann  der  in  Rede  stehenden  ersten  Bedingung  einfach  dadurch 
Genüge  geleistet  werden,  dass  man  das  Collineationscentrum  in  den 
Punkt  p  verlegt«  — 

Bestimmt  sich  auf  diese  Weise  die  Lage  des  Collineationscentrums 
durch  die  erste  oben  formulirte  Bedingung,  so  wird  der  jetzt  noch  allein 
willkürliche  Abstand  der  Collineationsaze  durch  die  zweite  Bedingung 
seine  Bestimmung  finden. 

Wenn  diese  zweite  Bedingung  verlangt,  dass  die  Strecken  tcIj,  n^, 
»Ig,  ...  resp.  den  Strecken  p^u  por^t  pn^si  ...  proportionirt  seien,  so 
flckliesst  diese  Forderung  bei  der  besondem  Lage,  wo  die  zwei  Strablen- 
büschel p  und  n  sich  in  Coincidenz  befinden,  also  je  zwei  entsprechende 
Punkte  X  und  £  auf  dem  nämlichen  Strahl  liegen  (vergh  Fig.  1),  die 
Bedingung  in  sich,  dass  die  Verbindungslinien  l^l,,  ^£3,  ...  resp.  mit 
den  Linien  ^1^9,  ^2^81  *•*  P&i^&llol  seien.  Da  sich  jedoch  je  zwei  solche 
Linien  als  einander  entsprechend  auf  der  Collineationsaze  schneiden 
müssen,  so  folgt  hieraus  weiter,  dass  die  Collineationsaxe  ins  Unendliche 
fallen  muss. 

In  diesem  Falle  geht  nun  aber  die  Collineationsverwandtschaft  in 
die  Verwandtschaft  der  Aehnlichkeit  über.  Wir  kommen  somit  zu 
dem  Schlüsse,  dass  der  Bedingung  der  Conformität  im  Punkte  p  aller- 
dings genügt  werden  kann,  aber  nur  dadurch,  dass  die  Bildfigur  mit  der 
HUfsfigur  ähnlich  ist. 

Dies  gilt  zunächst  für  jede  beliebige  Lage  des  Punktes  P.  Indessen 
haben  wir  darauf  zu  achten,  dass  durch  die  Consequenzen  der  letzt- 
genannten Bedingung  die  vorher  aufgestellten  Bedingungen  nicht  ge- 
fährdet werden  dürfen.  Eine  solche  Gefahr  liegt  aber  in  der  That  vor: 
Fällt  nämlich  die  Collineationsaze  ins  Unendliche,  so  fällt  gleichzeitig 
mit  ihr  auch  die  Gegenlinie  ins  Unendliche,  daher  müsste  auch  der  Punkt 
G9  im  Unendlichen  liegen.  Mit  anderen  Worten:  Wenn  die  Bildfigur 
einerseits   der  Hilfsfigur  ähnlich  sein,    andererseits  der  Bedingung  der  ^IC 
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Vertikalität  genügen  soll ,  so  mnss  die  Vertikalitilt  notliwendig  auch  acbon 
bei  der  Hilfsfigur  stattbaben.  Die  Ebene  der  Hilfsfignr,  deren  Lage 
allerdings  an  nnd  für  sieb  willkürlicb  ist,  müsste  also  vertikal  gelegt 
werden.  Diese  letztere  Fordernng  tritt  aber  in  Collision  mit  der  dnreb 
die  Bedingung  der  Conformität  veranlassten  Forderung,  dass  die  Hilfs- 
ebene senkrecht  zu  dem  nach  Punkt  P  gezogenen  Sehstrabi  stehe.  — 
Beiden  Forderungen  gleichzeitig  kann  nur  in  dem  Falle  Genüge  ge- 
schehen, wenn  jener  Sehstrahl  horizontal  ist,  also  der  Conformitätspnnkt 
p  auf  der  Horizontlinie  liegt. 

Wir  kommen  somit  zu  dem  Resultate,  dass  der  Bedingung  der  Con- 
formität  in  einem  Punkte  —  wenn  anders  die  Vertikalität  nicht  alterirt 
werden  soll  —  nur  dann  genügt  werden  kann,  wenn  jener  Punkt  auf 
der  Horizontlinie  liegt. 

Wir  acceptiren  diese  letztere  Beschränkung. 

Wird  alsdann  die  Ebene  der  Hilfsfigur  senkrecht  zu  dem  nach  Punkt 
P  führenden  Sehstrahl  gelegt  und  wird  die  Bildfigur  mit  der  Hilfsfigur 
ähnlich  construirt,  so  kann  schliesslich  die  Bildfigur  mit  Leichtigkeit  in 
eine  Lage  gebracht  werden,  in  welcher  sie  als  ebener  Schnitt  des  Seh- 
strahlenbündels erscheint.  Ihre  Ebene  ist  in  dieser  Lage  der  Ebene  der 
Hilfsfigur  parallel,  also  ebenfalls  vertikal  und  senkrecht  zu  dem  nach 
Punkt  P  führenden  Sehstrahl. 

Hiermit  ist  also  der  verlangte  Nachweis  erbracht,  dass  das  durch  die 
drei  Bedingungen  der  CoUinearitäl,  Vertikalität  und  Con formität  in  einem 
Punkte  des  Horizonts  definirte  perspectivische  System  identisch  ist  mit  dem 
durch  directe  Centralprojection  auf  eine  vertikale  Ebene  definirten  gewöhn- 
lichen System  der  Perspective ,  und  dass  die  genannten  drei  Eigenschaf- 
ten in  der  That  die  nothwendigen  und  ausreichenden  Beding- 
ungen für  die  Definition  dieses  Systems  bilden.* 

*  Eb  mag  zu  der  vorstehenden  üntersuchnng  nachträglich  noch  folgende  lite- 
rarische Bemerkung  ihren  Platz  finden.  Wir  haben  in  unserer  Darstellung  die 
von  uns  benützte  ebene  oder  sphärische  Hilfsfigur  nicht  selbst  schon  als  eine 
Abbildung  oder  Projection  aufgefasst,  sondern  gewissermassen-  nur  als  ein  Surro- 
gat für  das  Sehstrahlenbündel ,  dazu  dienend,  die  allf^emeine  collineare  Grup- 
pirung  der  Punkte  und  Linien,  sowie  die  GrOssenverhältniBse  der  Sehwinkel 
deutlicher  zu  veranschaulichen.  Immerhin  aber  kommt  unser  Verfahren  im  Re- 
sultat auf  das  Nämliche  hinaus,  was  Herr  Dr.  Scholz  in  seinem  Aufsätze  ,y An- 
wendung der  stereographischen  Protection  auf  die  Perspective*'  (8.  JahresberidU 
über  die  Victoriaschule  zu  Berlin,  Berlin  1876)  als  „Methode  des  zweimaligen 
Projicirens"  bezeichnet:  Wir  projiciren  zuerst  das  Object  auf  eine  ebene  oder 
sphärische  Fläche  und  bilden  dann  die  erhaltene  Projection  durch  nochmaliges 
Projiciren  collinear  ab.  Herr  Scholz  macht  darauf  aufmerksam,  dass  „täglich  eine 
Menge  von  Zeichnungen  der  aUerwerthvollsten  Art  angefertigt  werden,  die  auf 
einfache  Weise  auch  nicht  d>>rch  einmalige,  sondern  nur  durch  wiederholte  Pro- 
jection entstehen  könnten.  Es  dürfte  z.  B.  sehr  schwierig  sein,  eine  vom  Archi- 
tekten gezeichnete  Fa^ade  als  das  Werk  einmaliger  Projection  anzusehen.    Sehr 
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VI.   Die  linearen  Conformitätsverhftltiusse.  —  Sohlnis. 

Es  kann  schliesslich  noch  die  Frage  anfgeworfen  werden,  ob  es 
nicht  vielleicht  möglich  wäre,  das  Princip  der  Conformität  zum  Zwecke 
der  vollkommenen  Bestimmung  des  Systems  (welches  im  Folgenden  stets 
ab  den  zwei  Bedingungen  der  CoUinearität  und   Veriikalität  —  aber  auch 


ein&ch  aber  gestaltet  sich  die  Operation,  wenn  man  das  abzubildende  Gebäade 
zonftchst  orthogonal  projicirt  und  dann  das  so  gewonnene  Gebilde  durch  centrale 
Projection  in  passender  Verkleinerung  zur  Ansicht  bringt.  Oder  will  man  die 
fieihenfolge  umkehren,  so  lässt  sich  zunächst  durch  eine  centrale  räumliche  Pro- 
jection' ein  verkleinertes  Modell  des  betreffenden  Gebäudes  hergestellt  denken,  um 
ans  diesem  durch  orthogonale  Projection  die  gewünschte  Abbildung  herzuleiten. 
...  Die  weitere  Forschung  nach  derartigen  Methoden  (welche  Abbildungen  des 
Baumes  durch  wiederholte  Projection  liefern)  ...  imd  der  Versuch,  die  bisher 
bestehenden  Constructionsmethoden  der  Perspective  in  diesem  Sinne  umzugestalten, 
dtlrften  nicht  als  unberechtigt  angesehen  werden.  Ohne  Gewinn  werden  dahin- 
deleode  Untersuchungen  nicht  bleiben,  und  sollte  auch  nur  der  Nachweis  gewon- 
nen werden,  dass  unter  allen  brauchbaren  Methoden  perspectiviBcher  Construction 
die' bisher  bestehende  die  beste  ist."  —  Ich  habe  mich  sehr  gefreut,  den  Verfasser 
in  letzterer  Hinsicht  in  vollkommener  üebereinstimmung  mit  mir  zu  sehen,  wie 
ich  denn  überhaupt  in  der  mir  leider  erst  in  allerjüngster  Zeit  bekannt  gewordenen 
Abhandlung  ausserordentlich  viele  Berührungspunkte  mit  den  in  meiner  „Suhjectiven 
Ptrspeetive'*  niedergelegten  Anschauungen  gefunden  habe.  —  Die  Vorstellung  von 
einer  „Abbildung  der  Projection"  erinnert  mich  jedoch  an  noch  einen  andern 
Aotor.  Herr  TU  seh  er  erhebt  in  seiner  Brochjire  „Grundlagen  der  Ikonognosie" 
(Prag  1878)  eben  diesen  Gedanken  zu  einem  Princip  von  fundamentaler  Bedeutung. 
Er  treibt  die  Consequenz  in  der  Realisirung  dieses  Gedankens  so  weit,  dass  er  nun 
wirklich  die  (in  einem  bestimmten  Maassstab  gezeichnete)  Orthogonalprojection 
eines  Objects  nicht  als  Projection  selbst,  sondern  nur  als  „Bild  der  Projection** 
angesehen  und  bezeichnet  wissen  will,  und  zwar  als  das  „Äehnlichkeit^nld",  wenn 
der  Maassstab  ein  verjüngter  ist,  als  das  „CongruenzbiW,  wenn  die  Zeichnung 
in  natürlichem  Maassstabe  ausgeführt  ist.  Ich  habe  über  die  genannte  Brochure 
mit  Herrn  TiUcher  correspondirt  und  ihm  gegenüber  privatim  meine  Antipathie 
lllgen  diese  und  andere  von  ihm  eingeführte  Neuerungen  ohne  Bückhalt  aus- 
gesprochen. Herr  TiUcher  erwiderte  mir  hierauf  u.  A.  Folgendes:  „Es  würde  wohl 
tiranlich  sein,  die  von  Ihnen  hervorgehobenen  Momente  derart  zu  beleuchten,  dass 
anch  dem  Abgeurtheilten  einige  Berechtigung  bliebe;  das  Wesen  des  Ganzen  würde 
damit  jedoch  nicht  geklärt  erscheinen ,  und  ich  muss  in  dieser  Beziehung  auf  die 
Gründe  der  IT.  Abtheilung,  welche  jenem  Gegenstande  gewidmet  sein  wird,  hin- 
ipeken.  . . .  Die  Trennung  von  Projection  und  Bild  ist  für  eine  ezacte  Behandlung 
ucfaerlicfa  zwingend,  sobald  erkannt  ist,  dass  für  Beziehungen  der  Projectionen 
andere  Gesetze  gelten,  als  für  die  Beziehung! n  der  Bilder."  —  Ohne  aus  meiner 
Reserve  gegenüber  der  Brochure  Herrn  Tüscher's  herauszutreten,  muss  ich  nach 
dieKD  Worten  doch  dem  Gedanken  Raum  geben,  die  Grundanschauungen  jenes 
hochverdienten  Forschers  könnten  sich  möglicherweise  als  den  meinigen  viel  näher 
itebend  entpuppen,  als  sich  aus  seiner  Brochure  vermuthen  lässt.  In  diesem  Ge- 
danken dürfen  wir  dem  Erscheinen  der  //.  Abtheilung  der  Brochure  mit  Spannung  j 
entgegensehen.  ^nj>u.^^,.y  ^^iTOglC 
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nur  diesen   —   genügend  vorausgesetzt  ist)   noch  in  anderer  Weise  ein- 
zuführen, als  dies  im  Vorangehenden  geschehen  ist. 

Man  könnte  z.  B.  versuchen,  die  Bedingung  aufzustellen,  es  solle 
nicht  in  einem  Punkte,  sondern  längs  einer  bestimmten  Geraden  Con- 
formität  stattfinden,  oder  es  solle  die  Conformitätsverzerrung  nicht  von 
einem  Punkte  aus.  radial  nach  allen  Seiten  zunehmen,  sondern  sich  in 
gleichmässigerer  Weise  über  das  ganze  Bild  vertheilen ,  so  dass  zwar  kein 
Punkt  in  demselben  existirte,  in  welchem  die  Abbildung  so  conform  wftre, 
wie  im  Hauptpunkte  des  vorbetrachteten  Systems,  aber  auch  kein  Punkt, 
in  dem  die  Conformitlitsverzerrungen  so  stark  wären,  wie  bei  jenem  in 
einiger  Entfernung  vom  Hauptpunkte. 

Es  lässt  sich  indessen  leicht  erkennen ,  dass  eine  solche  Bedingung  mit 
dem  Princip  der  Collinearität  sich  nicht  in  Einklang  bringen  lassen  würde. 

Schon  längs  einer  einzigen  geraden  Linie  ist  es  nicht  möglich,  die 
Conformitätsverzerrungen  in  der  Abbildung  gleichmässiger  zu  vertheilen, 
geschweige  denn  die  Abbildung  den  entsprechenden  Gesichtswinkeln  voll- 
kommen conform  anzupassen.  Denn  da  die  Abbildung  einer  geradlinigen 
Punktreihe  zufolge  der  Collinearitätsbedingung  mit  dem  entsprechenden 
Strahleubüschel  des  Sehstrahlenbündels  jedenfalls  projectivisch  ist,  so 
lässt  sich  (auch  wenn  das  ebenflächige  Gesammtbild  nicht  in  perspecti- 
vische  Lage  zu  dem  Sehstrahlenbündel  gebracht  werden  kann)  doch  die 
Punktreihe  allein  für  ihre  Person  stets  zu  dem  ihm  entsprechenden  Strah- 
lenbüschel perspectivisch  legen.*  In  dieser  Lage  aber  erkennt  man  sofort, 
dass  auf  ihr  ein  Punkt  existirt,  in  welchem  die  Conformitätsverzerrung 
ihren  geringsten  Werth  besitzt  und  von  dem  aus  die  Grösse  der  Ver- 
zerrung nach  beiden  Seiten  bin  in  symmetrischer  Weise  stetig  zunimmt. 
Wir  nennen  diesen  Punkt  den  „Minimalpunkt  der  linearen  Verzer- 
rung^^  oder  kurz  den  ,fMinimalpunkt'\  Es  ist  derjenige,  für  welchen 
bei  perspectivischer  Lage  der  entsprechende  Strahl  des  Strahlenbüschels 
senkrecht  zur  Geraden  steht. 

-  Es  habe  bei  jener  perspectivischen  Lage  das  Centrum  des  Strahlen- 
büschels  einen  Abstand  a  von  der  Geraden,  und  es  mögen  femer  die 
Sebwinkel  durch  die  Bögen  einer  Hilfskngel  (bezw.  eines  Hilfskreises) 
vom  Halbmesser  r  gemessen  werden.  Hat  alsdann  irgend  ein  Punkt  der 
Geraden  eine  lineare  Entfernung  x  oder  eine  Sehwinkelentfernung  tp  vom 


*  Wollte  man  sämmtliche  Punktreihen  des  Bildes  in  eine  solche  Lage  bringen, 
so  würden  dieeelben  dabei  keineswegs  in  die  nämliche  Ebene  fallen.  —  Man  be- 
achte femer  für  das  Folgende  wohl,  dass  sich  zwar  ein  ebenes  Strahlenbfischel 
(auch  Parallelstrahlenbüschel)  stets  in  perspectiviscbe  Lage  zu  dem  entsprechenden 
EbenenbÜBchel  des  SehstrahlenbündelB  bringen  lässt,  dass  jedoch  für  eine  solche 
Lage  die  in  den  einzelnen  Geraden  des  Strahlen büschels  enthaltenen  Punktreihen 
im  Allgemeinen  keineswegs  perspectivisch  liegen  mit  den  ihnen  entsprechenden 
Sehstrahlenbüscheln.  u^yu^^v. ^y  ^^ ^ ^ö"^ 
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Minimalpunkte,  so  wird  die  Grösse  u  der  linearen  Verzerrung  in  jenem 
Punkte  gemessen  durch  das  Verhältniss  des  in  demselben  befindlichen 
unendlich  kleinen  Linienelements  dx  zu  dem  den  zugehörigen  Sehwinkel 
messenden  Bogen  r  dtp.     Es  ist  also 

dx       d(aigq>)       a       , 
r  dq>         rdq>  r 

Die  Verzerrung  wächst  also  vom  Minimalpunkte  aus  proportional  mit 
dem  Quadrat  der  Secans  der  angulären  Entfernung. 

Dieser  Charakter  der  Abbildung  kommt  sämmtlichen  Geraden  ohne 
Ausnahme  zu.  Indessen  dürfen  jene  Minimalpunkte  nicht  etwa  als 
lineare  Conformitätspunkte  angesehen  werden.  Denn  bringt  man  die 
einzelnen  geradlinigen  Punktreihen  in  perspectivische  Lage  mit  ihren  ent- 
sprechenden Sehstrahlenbüscheln,  so  haben  sie  von  deren  Centrum  sehr 

Ü 

verschiedene  Entfernungen  a.     Daher  hat  auch  der  Quotient  — ,  welcher 

r 

die  Grösse  der  Verzerrung  im  Minimalpunkte  ausdrückt,  für  die  einzel- 
nen Geraden  sehr  verschiedene  Werthe.  —  Durch  diesen  Minimalwerth 
ist  aber  die  Grösse  der  Verzerrung  in  jedem  andern  Punkte  der  betref- 
fenden Geraden  vollständig  bestimmt.  Zwei  gerade  Linien,  welche  in 
ihren  Minimal  punkten  gleiche  Minimalverzerrungen  haben,  zeigen  auch 
in  ihrem  ganzen  Verlaufe  übereinstimmende  Verzerrung,  d.  h.  je  zwei 
gleichweit  vom  Minimalpunkte  entfernte  Punkte  haben  gleiche  Verzer- 
rangsgrösse. 

Die  verschiedenen  collinearen  Systeme  unterscheiden  sich  nun  hin- 
sichtlich ihrer  linearen  Conformitätsverhältnisse  dadurch  von  einander, 
dass  in  jedem  System  1.  den  Minimalpunkten  wieder  andere  Lagen 
auf  ihren  resp.  Geraden,  2.  den  Minimalwerthen  der  linearen  Ver- 
serrang wieder  andere  Grössen  zukommen.* 

Sollen  demgemäss  die  linearen  Conformitätsverhältnisse  zu  Defini- 
tionsbedingungen für  ein  collineares  System  herangezogen  werden,  so 
kann  man  zunächst  versuchen,  bezüglich  der  Lage  der  Minimal- 
punkte der  wichtigsten  geraden  Linien  des  Bildes  gewisse  Bedingungen 
festzusetzen.  —  Es  liegt  in  der  That  der  Gedanke  sehr  nahe,  die  For- 
derung aufzustellen,  dass  die  Minimalpunkte  der  wichtigsten  Linien  an 
besonders  bedeutsame  Stellen  des  Bildes,  welche  das  Auge  des  Beschauers 
vorzugsweise  auf  sich  lenken,  zu  liegen  kommen. 

Nun  sind  —  wieder  ein  architektonisches  Object  vorausgesetzt  — 
die  wichtigsten  und  bedeutsamsten  Linien,  welche  das  Auge  beim  Be- 


*  Die  Erörterung  der  interessanten  Beziehungen,  die  zwischen  zwei  einander 
entsprechenden  Minimalpunkt- Systemen  obwalten,  bleibt  einer  andern  Gelegenheit 
Torbehalten.  Es  werden  daher  auch  im  Folgenden  nicht  sämmtliche  Beweise  aus- 
fOhrlich  vorgeführt.  ^,  ,,,^^^  ^OOqIc 
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schauen  vorzugsweise  bestreicht,  yorgestellt  durch  die  Horizontlinie  und 
die  Vertikalen.  Wir  werden  daher  veranlasst,  die  Bedingung  aufzustel- 
leji ,  dass  die  Minimalpnnkte  der  Vertikalen  sämmtlich  auf  der  Horizont- 
linie liegen,  der  Minimalpunkt  der  Horizontlinie  selbst  aber  aa  einer 
besonders  bedeutsamen  Stelle  derselben.  —  Es  lässt  sich  nun  aber  un- 
schwer beweisen,  dass  die  erstere  Bedingung  nicht  blos  erfüllt  werden 
kann,  sondern  dass  sie  ganz  von  selbst  erfüllt  wird.  Sie  repräsentirt 
nämlich  eine  schon  der  Bedingung  der  Vertikalität  adhärirende  Eigen- 
schaft, welche  demgemäss  einem  jeden,  den  Bedingungen  derCollinea- 
ritftt  und  Vertikalität  genügenden  System  eo  ipso  zukommt. 

Da  uns  somit  die  Lagenverhältnisse  der  Minimalpunkte  keine  nene 
Bedingung  zum  Behuf  der  vollständigen  Bestimmung  des  Systems  liefern, 
80  bleibt  uns  blos  noch  die  Möglichkeit,  die  Grössenverhältnisse 
der  linearen  Verzerrung  zu  diesem  Zwecke  heranzuziehen,  und  zwar  in 
der  Art,  dass  wir  bei  den  wichtigsten  Linien  eine  möglichste  Gleich- 
förmigkeit der  Verzerrungsbeträge  herbeizuführen  suchen.  Da  aber, 
wie  schon  bemerkt,  für  jede  Gerade  der  im  Minimalpunkt  stattfindende 
Minimalwerth  die  Verzerrungsbeträge  der  ganzen  Geraden  bestimmt,  so 
genügt  es,  blos  diese  einzelnen  Minimalwerthe  in  vergleichende  Betrach- 
tung zu  ziehen. 

Bezüglich  der  Vertikalen  unter  sich  lässt  sich  in  dieser  Hinsieht 
nichts  Wesentliches  erreichen.  Man  erkennt  nämlich  leicht,  dass  bei 
jedem  Büschel  von  Parallelstrahlen  einer  existirt,  in  welchem  der  Mini- 
malwerth der  Verzerrung  ein  kleinster  ist  und  von  dem  aus  dann  die 
Minimalwerthe  nach  beiden  Seiten  stetig  zunehmen. 

Wohl  aber  lässt  sich  zwischen  der  Verzerrung  der  vertikalen  Linien 
und  derjenigen  der  Horizontlinie  eine  gewisse  Gleichförmigkeit  herstellen. 

Um  in  dieser  Richtung  möglichst  günstige  Verhältnisse  zu  erzielen, 
erscheint  es  zunächst  wünschenswerth ,  es  solle  diejenige  Vertikale,  welche 
von  allen  den  kleinsten  Minimalwerth  der  Verzerrung  besitzt,  durch  den 
Minimalpunkt  der  Horizontlinie  gehen.  —  Es  lässt  sich  indessen  un- 
schwer beweisen ,  dass  auch  diese  Forderung  ganz  von  selbst  erfüllt  wird, 
sobald  das  System  der  Bedingung  der  Vertikalität  genügt. 

Bezeichnen  wir  den  Minimalpunkt  der  Horizontlinie  vorgreifend  als 
y, Hauptpunkt'',  so  fällt  also  in  den  Hauptpunkt  der  absolut  kleinste  Werth 
der  vertikalen  Verzerrung  und  zugleich  der  kleinste  Werth  der  Ver- 
zerrung der  Horizontlinie.  Diese  beiden  Minimalwerthe  haben  jedoch  im 
Allgemeinen  verschiedene  Grösse.  —  Es  erscheint  nun  aber  für  eine 
möglichste  Gleichförmigkeit  der  beiderseitigen  Verzerrungsverhältnisse  als 
das  denkbar  Günstigste  und  Nächstliegende,  die  Bedingung  aufzustellen, 
es  sollen  jene  beiden  Minimalwerthe  die  nämliche  Grösse  haben.  Es  hat 
alsdann  die  durch  den  Hauptpunkt  gehende  Vertikale  auch  in  ihrer  gan- 
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xen  Ausdehnung  mit  der  Horizontlinie  übereinstimmenden  Verzerrungs- 
▼erlauf. 

Man  erkennt  sofort,  dass  durch  diese  Bedingung  das  System  mit 
unserem  zuvor  betrachteten  centralprojecti vischen  System  identisch 
wird.  Denn  wir  haben  jetzt  in  jenem  Hauptpunkte  lineare  Confor- 
mität  nach  vier  Richtungen  (nach  rechts  und  links,  nach  aufwärts  und 
abwärts).  Daraus  folgt,  dass  derselbe  ein  vollständiger  Conformi- 
tätspunkt  ist 

Es  fallt  dann  überhaupt  für  jede  durch  den  Hauptpunkt  gehende 
Linie  der  Minimalpunkt  in  den  Hauptpunkt,  und  sämmtliche  Minimal- 
werthe  haben  gleiche  Grösse.  Daraus  folgt  ferner,  dass  alle  diese  Ge- 
raden in  ihrer  ganzen  Ausdehnung  den  nämlichen  Verzerrungsverlauf 
haben,  dass  also  allen  Punkten,  die  in  einem  Kreise  um  den  Haupt« 
punkt  liegen,  gleiche  Grösse  der  linearen  Verzerrung  in  der  Richtung 
nach  dem  Hauptpunkte  zukommt. 

Fragen  wir  schliesslich  nach  dem  Verhältnisse,  das  zwischen  der 
Grösse  der  linearen  Verzerrung  in  einem  beliebigen  Punkte  der  Hori- 
zontlinie und  der  in  den  nämlichen  Punkt  fallenden  vertikalen  Minimal- 
verzerrung besteht,  so  nehmen  beide  vom  Hauptpunkte  aus  nach  beiden 
Seiten  symmetrisch  zu,  jedoch  die  horizontliche  Verzerrung  in  stärkerem 
Grade  als  die  vertikale.  Denn  die  erstere  wächst,  wie  oben  gezeigt  wurde, 
proportional  mit  dem  Quadrate  der  Secans  der  Seh  Winkelentfernung,  die 
letztere  —  wie  man  leicht  erkennt  —  nur  proportional  mit  der  einfachen 
Secans.  Der  hierdurch  sich  ergebende  Unterschied  zwischen  den  beider- 
seitigen Verzerrungsbeträgen  wird  mit  zunehmender  Entfernung  vom 
Hauptpunkte  immer  empfindlicher  und  veranlasst  den  bekannten,  ins 
Breite  gezogenen  allgemeinen  Verzerrungscharakter  am  Rande  des  Bil- 
des, welcher  die  Crux  der  Linearperspective  bildet.* 

Um  diese  Crux  zu  beseitigen,  könnte  man  zwar  versuchen,  das 
System  in  der  Art  umzuändern,  dass  man  als  Definitionsbedingung  auf- 
stellte, es  solle  die  horizontliche  Verzerrung  mit  der  vertikalen  Verzer- 
rung nicht  im  Hauptpunkte  übereinstimmen ,  sondern  in  zwei  symmetrisch 
zum  Hauptpunkte  gelegenen  Punkten  der  Horizontlinie  (z.  B.  falls  der 
Hauptpunkt  in  der  Mitte  liegt,  in  ^  und  ^,  oder  \  und  f  der  Bildbreite). 
Dies  ist  in  der  That  ausführbar  und  es  würde  in  einem  solchen  System 
die  Verzerrung  am  seitlichen  Rande  auch  wirklich  wesentlich  gemildert 
erscheinen.  Allein  es  würde  alsdann  im  Hauptpunkte  die  vertikale  Ver- 
zerrung einen  grösseren  Betrag  haben,  als  die  horizontliche;  es  würde 
daher  das  Bild  gerade  in  seiner  wichtigsten  Partie  einen  in  die  Länge  gezo- 
genen Verzerrungscharakter  zeigen,  was  eine  ungleich  ungünstigere  Wirkung 
haben  würde,  als  die  Verzerrung  am  seitlichen  Rande.  —  Durch  unsere 


•  VergL  meine  „Sut^ective  Perspective'',  S.  73  Anm.  1.        ^^.^^^^  byGoOQlc 
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zuerst  gemachte  Annahme  werden   daher  immer  noch  die  denkbar  gün- 
stigsten Verhältnisse  erzielt. 

Wir  kommen  somit  auch  von  der  Betrachtung  der  linearen  Confor- 
mitätsverhältnisse  aus  zu  dem  Resultat,  dass  das  traditionelle  System  der 
Linearperspective  zwar  schlechterdings  nicht  das  einzig  mög- 
liche, denknothwendige  System  repräsentirt,  wohl  aber  von  allen 
Systemen  gleicher  Gattung  sich  als  das  weitaus  günstigste  und  daher 
für  künstlerische  Zwecke  weitaus  geeignetste  erweist.  —  Der  Zweck  der 
vorstehenden  Untersuchung  war  wesentlich  der:  klarzulegen,  welche  von 
den  dem  System  eigenthümlichen  Eigenschaften  nothwendig  und  welche 
nur  aus  Zweckmässigkeitsgründen  in  dasselbe  hineingelegt  sind. 


Wenn  man  mir  den  Vorwurf  gemacht  hat,  ich  trage  mich  mit  „Um- 
sturzideen",  so  hoffe  ich  durch  die  vorstehende  Darlegung  meiner 
Theorie  nachgewiesen  zu  haben ,  dass  es  nicht  meine  Absicht  ist ,  zu  zer* 
stören,  sondern  vielmehr  zu  befestigen.  Ich  habe  nur  die  „Stützen" 
des  traditionellen  Systems  für  „morsch"  erklärt,  nicht  das  System  selbst. 
Gleichzeitig  aber  habe  ich  auch  die  morschen  Stützen  durch  neue  ersetzt 
und  habe  den  Nachweis  erbracht ,  dass  unter  allen  möglichen  logisch  und 
mathematisch  gleichberechtigten  Systemen  perspectivischer  Abbildung  das 
bisher  bestehende  das  rationellste  ist.  Oder  ich  habe  für  einen  Skeptiker 
quand  mime  doch  wenigstens  den  eigentlichen  Kern  der  ganzen  Streit- 
frage herausgeschält  und  blossgelegt,  insofern  dieser  nämlich  in  der  Frage 
besteht ,  ob  unser  Collinearitätsbewusstsein  unbedingte  oder  nur  bedingte 
Befriedigung  im  Bilde  verlangt.  Die  Ausfechtung  dieser  letzteren  Streit- 
frage dürfen  und  müssen  wir  aber  den  Aesthetikern  und  Künstlern  über- 
lassen. 

Es  war  vielleicht  nicht  klug  von  mir  gehandelt,  dass  ich  mich  in 
meiner  ursprünglichen  Schrift  (die  ich  nicht  als  mathematische,  sondern 
als  „  perspectivisch  -  ästhetische  Studie"  bezeichnete)  auf  die  Discussion 
jener  Frage  überhaupt  einliess.  Es  ist  ein  Thema,  über  welches  sich 
in  infinitum  streiten  lässt  und  welches  namentlich  die  Streitlust  so  sehr 
reizt,  dass  es  leicht  die  ganze  Aufmerksamkeit  des  kritischen  Lesers  fär 
sich  allein  absorbirt.  —  Indessen  hoffe  ich,  den  hieraus  erwachsenen 
Schaden  durch  vorstehenden  Aufsatz  reparirt  zu  haben« 
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Zur  mathematischen  Statistik. 

Von 
W.    KÜTTNEB 


I  in  Borgk. 

I 


Hierzu  Taf.  VI  Fig.  2—6. 


Obgleich  die  Bevölkernngsstatistiker  schon  lange  die  Anzahl  der 
geschlossenen  Ehen  registriren  und  mit  d^r  6es ammtbevölkemng  verglei- 
eben,  so  befinden  wir  uns  über  die  Gesetze,  nach  denen  sich  bei  einer 
gegebenen  Generation  männlicher  Personen  die  Eheschliessnngen  voll- 
ziehen, noch  vollkommen  unaufgeklärt.  Und  doch  sind  diese  Gesetze 
schon  mit  Bttcksicht  auf  die  Wittwenpensionsversicherung,  wie  sie  die 
Enappschaftscassen  und  ähnliche  Institute^  eingehen,  von  solcher  Wich- 
tigkeit, dass  man  sich  längst  hätte  mit  ihnen  befassen  sollen. 

Im  Allgemeinen  wird  sich  das  erwähnte  Gesetz  als  Function  der 
Lebenswahrscheinlichkeiten  zweier  Ehegatten  und  als  Function  der  Wahr- 
scheinlichkeit für  eine  männliche  unverheirathete  Person,  im  Alter  x  bis 
«  +  rf*  zum  «*•"  Male  eine  y-  bis  y  +  rfy- jährige  weibliche  Person  zu 
ehelichen,  darstellen  lassen.  Die  letztere  Wahrscheinlichkeit  ist  jedoch 
wegen  des  unendlich  kleinen  Altersintervalles  von  x  bis  rr  -|-  cfj;  nnd  y 
bis  y  +  dy  unendlich  klein  und  deshalb  kein  Gegenstand  statistischer 
Ermittelung,  wohl  aber  kann  solche  mit  genügender  Schärfe  aus  der 
Wahrscheinlichkeit,  sich  im  Alter  x  bis  x  +  l  mit  einer  y  —  ^'hiBy'\'^' 
jfthrigen  weiblichen  Person  zum  n^®"  Male  zu  verheirathen ,  abgeleitet 
werden.  Den  Weg  anzugeben,  der  mit  Hilfe  der  Bevölkerungsstatistik 
zur  Ermittelung  derselben  führt,  ist  der  Zweck  vorliegender  Abhandlung. 

Nennen  wir  die  n^^  Ehe  eines  Mannes  eine  Ehe  n*^'  Ordnung  und 
analog  einen  Wittwer  aus  n*"  Ehe  einen  Wittwer  n*^  Ordnung,  so  be- 
steht die  zu  lösende  Aufgabe  darin,  die  Wahrscheinlichkeit  zu  ermitteln, 
dsM  ein  Wittwer  (n  — l)***  Ordnung  sich  im  Alter  x  bis  x+1  mit  einer 
y  — ^-  bis  y  +  J- jährigen  weiblichen  Person  zum  «'•"Male  verheirathet, 
wobei    gleichzeitig  unter  einem  Wittwer  o^^'  Ordnung  ein  bisher  noch 


♦  Eventuell  die  Bdchsversicherungsanstalt  Digitized  byLnOOglC       
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ünverebelicbter  sn  versteben  iet.  Fraglicbe  Wabrscbeinlicbkeit  iSsst  sich 
aber  in  folgende  zwei  zerlegen: 

1.  in  die  Wabrscbeinlicbkeit,  dasa  sieb  ein  Wittwer  («— 1)*®'  Ord- 
nung im  Alter  x  bis  o?  + 1  überbaapt  zum  rC^^  Male  verbeiratbet, 
=  »/>, 

nnd 

2.  in  die  Wabrscbeinlicbkeit,  eine  y^\'  bis  y  +  ^-jÄbrige  weih- 
liebe  Person  zn  beiratben,  wenn  die  n- malige  Heiratb  im  Alter 
X  bis  x  +  l  gewiss  wäre,  =  0^. 

Es  bedarf  wobl  kaum  der  Erwäbnnng,  dass  es  nnmöglicb  ist,  sowohl 
"P,9  Als  ancb  Oy  absolat  genau  zu  ermitteln,  da  wir  es  bier,  wie  über- 
baupt  bei  allen  statistiscben  üntersucbungen,  mit  der  Wahr- 
scbeinlicbkeit  a  posteriori  zu  tbun  baben.  Wir  müssen  uns  infolge  dessen 
begnügen,  beide  Wabrscbeinlichkeiten  durcb  ibre  wabrscbeinlicbsten  Werthe, 
die  wir  mit  "p«,  bezieben tlicb  gy  bezeicbnen  wollen,  zu  ersetzen. 

Die  Ermittelung  von  "jp«. 

Nacb  bekannten  Sfttzen  der  Wabrscbeinlicbkeitsrecbnung  ist  der 
wabrscbeinlicbste  Wertb  von  ^P,^  d.  b.  die  Wabrscbeinlicbkeit  für 
eine  männlicbe  Person,  sieb  im  Alter  s  bis  at  +  I  znm  ersten  Male  zu 
verheiratben ,  = 

'^  '"'-      m 

wenn  F{x)  die  Anzabl  der  Unverbeiratbeten  (mit  Ausscbloss  der  Witt- 
wer) vom  Alter  x  aus  einer  gegebenen  Oesammtbeit  von  männlicben 
Personen,  z.  B.  die  männlicbe  Bevölkerung  Sacbsens,  und  V{x)  die  An- 
zabl der  aus  demselben  Oesammtbeit  bis  zum  Alter  x  eingegangenen 
ersten  Eben  bezeicbnet,  wäbrend  der  wabre  Wertb  derselben  mit  der 
Wabrscbeinlicbkeit  ^  zwiscben 

2)  V,±  0,476936^^1^ 

liegt. 

Benützen  wir  die  ausgezeicbnete  Zeuaer^scbe  'Darstellungsweise 
der  Gesammtbeiten  von  Lebenden  etc.  vermittelst  der  Raumcoordinaten 
und  stellen  uns  in  Fig.  2  unter  der  Fläcbe  A^N^V^A^  irgend  eine  Anzabl 
männlicber  Geburten  in  der  Zeit  OA^=^i  bis  O^^^^+l  vor,  so  ist, 
wenn  wir  die  zugebörigen  Abminderungsordnungen  N^M^^  ^\^2  ^^^  ^^' 
verbeiratbet  Lebenden  aufgetragen  denken  und  A^B^^  A^B^ssx  nebmen, 
die  Fläcbe  jB^  C^  C^  B^  gleicb  der  Anzabl  der  aus  der  Geburtenstcecke  i 
bis  t  +  1   stammenden,   im  Alter  x  nocb  unverbeiratbet  Lebenden,  also 

Nun  würde  aber  eine  zur  Zeit  ri  =  <+l  +  ^  vorgenommene  Zählung 
dieser  aus   der  Geburtenstrecke  /  bis  t-^-l  stummenden  männlicben  Fer- 


i„  _7(^+i)-nr) 


r 
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tonen,  soweit  sie  noch  nnyerheirathet  sind,  uns  die  Projection  der  Fläche 
^1^1  ^8 ^2  &u^  d^^  FZ- Ebene  oder  B^FC^B^^^Z^  liefern,  welche  nm  die 
Fläche  FCiC^  kleiner  als  F{x)  ist.  Diese  kleine  Fläche  FC^C^  stellt  aber 
offenbar  nichts  Anderes  dar,  als  die  Anzahl  der  bei  fraglicher  Generation 
in  der  2ieit  von  tQ  =  t+x  bis  ti=^i+l+x  im  Alter  von  x  bis  a?  +  l 
eingegangenen  Ehen  nnd  stattgehabten  Todesfälle  der  Unverheiratheten. 
Bezeichnet  man  erstere  Gesammtheit  mit  ^Nx  und  letztere  mit  ^Mg^  so  folgt 

F(a:)  =  0Z,+  l^,  +  W,, 
wo  ^Zjg  durch  eine  Volkszählung  und  ^N^  und  ^M^  durch  die  Zählkarten 
der  Standesämter  gefunden  wird. 

Unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Volkszählung  vom  1.  December 
1880  benützt  wird,  erhält  man  ^Z,,  wenn  aus  den  Haushaltungslisten, 
beziehentlich  Zählkarten  die  Anzahl  der  vom  1.  December  1880  —  (^  +  1) 
bis  mit  30.  November  1880  —  x  geborenen  männlichen  Personen  extra- 
hirt  wird,  welche  zur  Zählzeit  noch  unverheirathet  waren,  wobei  für  x 
nach  und  nach  alle  möglicheu  ganzen  Zahlen,  die  es  annehmen  kann, 
zu  setzen  sind. 

Ueber  die  Grösse  der  hierzu  gehörigen  ^N^  und  ^ilf«  geben  sodann 
die  Zählkarten  der  Standesämter  über  Eheschliessungen  und  Todesfälle 
in  der  Zeit  vom  1.  December  1879  bis  mit  30.  November  1880  Aufschluss. 
Vereinigt  man  von  ersteren  diejenigen ,  wo  der  Ehemann  aus  der  Gebur- 
tenstrecke  vom  1.  December  1880  — (x  +  l)  bis  mit  30.  November  1880 
-*a?  stammend  im  Alter  von  x  bis  x-^l  Jahren  die  erste  Ehe  ein- 
gegangen ist,  so  giebt  deren  Anzahl  ^iV,,  während  aus  den  letzteren  ^M^ 
dadurch  gefunden  wird,  dass  man  diejenigen  aufrechnet,  wo  der  Ver- 
storbene eine  männliche  unveiheirathete  Person  aus  der  Geburtenstrecke 
vom  1.  December  1880—  (^r+l)  bis  mit  30.  November  1880  —  a;  war  und 
zur  Zeit  seines  Todes  x  bis  ^+1  Jahre  alt  war.  Diese  Erhebungen  sind 
gleichfalls  auf  alle  möglichen  Werthe  von  x  auszudehnen.  Die  Summe 
von  dem  auf  diese  Weise  ermittelten  ^Z« ,  ^ilf«  und  ^Nj.  ist  unser  gesuch- 
tes F(x). 

Die  Ermittelung  von  r(a:-4-l)—  V{x)  geschieht  ebenfalls  vermittelst 
der  Zählkarten  der  Standesämter.  Trägt  man  nämlich  in  Fig.  2  die 
zugehörigen  Curven  für  das  Anwachsen  der  Verheirathungsfälle  ^li^i, 
J^i^2  ^^^y  B^  '^^^^  ^^^  leicht  ein,  dass  die  Fläche  B^J^J^B^=^  V{x)  und 
die  Fläche  D^K^K^D^^V{x  +  l)  ist  und  dass  die  Differenz  V{x^l)^V(x) 
die  Anzahl  derjenigen  zwischen  den  Zählzeiten  Tq  und  r^  eingegangenen 
ersten  Ehen  sein  muss,  wo  das  Verehelichungsalter  des  aus  der  Gebur- 
tenstrecke  t  bis  <  +  l  stammenden  Mannes  x  bis  x  +  \  Jahre  betrug. 
Run  folgt  aber  weiter  aus  derselben  Figur 

To  =  /  +  a:.     r,  =  ^+l  +  (:c  +  l) 
und  hieraus  ^  t 

Tj  — Tq  =  2,  Digitized  by  VjOOQ IC 
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so  dass  man,  um  die  gewönecbten  Fälle  alle  zu  erbalten,  nicbt,  wie  msB 
leicbt  glanben  könnte,  einen  einjäbrigen,  sondern  einen  zwei j&brigen 
Zeitraum  zu  durcbforscben  bat.  Um  daber  F(j;4-])—  V{x)  zu  finden, 
baben  wir  weiter  von  den  Z&blkarten  über  VerbeiratbungsfUlle  in  der 
Zeit  vom  1.  December  1880  bis  mit  30.  November  1881  diejenigen  ans- 
zuscbeiden,  wo  der  aus  der  Geburtenstrecke  vom  1.  December  1880 
—  (x-f-l)  bis  mit  30.  November  1880  —  X  stammende  Ehemann  die  erste 
Ehe  eingegangen  ist  und  zur  Zeit  seiner  Eheschliessung  im  Alter  von  x 
bis  X  4- 1  Jahren  stand.  Ihre  Anzahl  ^0«  zu  der  oben  gefundenen  An- 
zahl *iV^  addirt,  giebt,  wie  sofort  erhellt,   F(x  +  1)— F(«),     Damit  folgt 

Bei  der  Ermittelung  von  ^p«,  V««  •--  stossen  wir  auf  eine  Schwie- 
rigkeit, die  bei  der  Ableitung  von  V*  nicht  vorhanden  war.  Während 
die  Anzahl  der  am  Anfange  eines  Altersjahres  vorhandenen  Unverheira- 
theten  einer  gegebenen  Generation  sich  durch  Tod  oder  Verbeirathung 
nur  vermindern  konnte ,  erhalten  die  Wittwer  im  Allgemeinen  durch  das 
Wegsterben  von  Ehefrauen  einen  Zuwachs,  der  bei  Ermittelung  der 
Wahrscheinlicbkeitswerthe  ^p«i  ^P*,  ••  nicht  ausser  Berficksichtigang 
bleiben  darf. 

Bezeichnen  wir  mit  %{v)dv  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  bei  irgend 
einem  Ehepaare  die  Ebefrau  t>  bis  t  +  dt  Jahre  älter  als  der  Mann  ist, 
mit  ei>{UyU  +  v)  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  ein  solches  Ehepaar  zur  Zeit, 
wo  der  Ehemann  u  Jahre  alt  wird,  noch  zusammen  lebt,  und  mit  a(u}dVi 
resp.  ai{u)du  die  Wahrscheinlichkeit  für  eine  männliche,  resp.  weibliche 
Person,  in  dem  unendlich  kleinen  Altersintervall  von  u  bis  u  +  du  zu 
sterben,  so  ist  die  Wahrscheinlichkeit  für  einen  Ehemann,  dass  er  eine 
um  V  Jahre  ältere  Ebefrau  besitzen  und  in  dem  unendlich  kleinen  Alten* 
intervall  von  w  bis  u^^-du  Wittwer  werden  wird, 

X(v)  dv  a)(u,  M  +  r)[l  — ö(w)rfw]  C^(u  +  v)  rfu  =  ;^(r)  w(w,  m  +  »)  0i(tt  +  »)  rfnd». 
Lässt  man  in  dem  soeben  gefundenen  Ausdrucke  v  alle  Werthe  von  —oo 
bis  4~^  durchlaufen  und  summirt  die  erhaltenen  Functionswerthe,  so 
erhält  man  offenbar  die  Wahrscheinlichkeit  r,  dass  allgemein  ein  Ehe-, 
mann  im  Alter  u  bis  u  +  du  Wittwer  wird,  ausgedrückt  durch 
t?  =  -f-c© 

4)  ''"/  5^(*')  <ö(^«  +  *')  o^{u+v)du  dv^ 

t7  =  — 00 

=  <I>{u)  du. 
Sei  jetzt  in  einer  gegebenen  Gesammtheit  von  Lebenden  die  Anzahl  der 
Wittwer  aus  (n  — 1)*«  Ehe  vom  Alter  a:  =  "-'jP(a:),  die  Anzahl  der  Ehe- 
paare  (n  — 1)^^^  Ordnung,   bei   denen   der  Ehemann   ebenfalls  vom  Alter 
X.  =•*— 'yifa:),  die  Function  für  das  Anwachsen  der  Eben  n**^  Ordnung 
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bei  fraglicher  Gesammtheit  überhaupt  =^V{x)  und  die  Wahrscheinlich- 
keit, dass  sich  ein  Wittwer  (n  — 1)^®'  Ordnung  bis  zum  Alter  ti  nicht 
wieder  verheirathet ,  =  "— ^^(w),  so  ist,  wenn  o>(u,  m  +  v)  so  bestimmt 
wird,  dass  oa{x,X'\'v)  für  alle  möglichen  Werthe  von  v  den  Werth  1 
annimmt,* 

"r(a:+l)-"F(a:) 

ü  =  x  +  dx 
"F(x+l)-"F(a:) 

u  =  X'hl  u  =  a?-}-l 

5)  ="-^^(a:)»;),  +  «-J^(a:)  A),t/)  rfw  -  «-'^(a:)  »-^(^+1)  /^i^f^- 

J  J  9>(w) 

Die  Benützung  der  soeben  aufgestellten  Gleichung  5)  zur  Berech- 
nung von  "/>«  1^^  streng  genommen  nicht  möglich,  weil  die  Formen  der 
Functionen  (P(w)  und  """VC")  völlig  unbekannt  sind.  Wir  haben  auch 
keine  Hoffnung,  dass  wir  je  zur  Kenn tniss 'derselben  gelangen  könnten; 
Alles  f  was  uns  möglich  sein  wird,  ist,  dass  wir  die  Zahlen  werthe  von 
(D(ti)  und  """VC^)  ^^1^  bestimmte  u^,  t/^,  t/sy  ...  finden,  die  zwischen  je 
zwei  derselben  Hegenden  Functionswerthe  aber  nur  nach  einer  Interpola- 
tionsformel auftragen  können,  wobei  jedoch  die  Möglichkeit  gelassen  ist, 
das  Intervall  u^  — t/,,  «3—^21  •••  beliebig  klein  zu  machen.  Mit  Rück- 
sicht hierauf  gehen  wir  jetzt  von  der  einfachsten  Annahme  aus  und 
setzen  innerhalb  der  Grenzen  u=-x  bis  u^=^X'\'\ 

0(u)  als  constant  =k 
und 

Damit  wird  aber 
6a)  «-»^(oj)  I  0(u)  du  =  «-*^(a?)  k, 

X 

Nun  ist 

x  +  l 


'-'y(g  +  l), '-V(a:  +  1) 

und  da 


*  Bezeichnet  f{u) ,  beziehentlich  /)  (u)  die  Anzahl  der  Lebenden  nach  den  be- 
züglichen Absterbeordnungen,  80  würde  m{u,U'\-v)='y  ^^'^        ^  zu  nehnagn^einalg 
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^=»-V(«)--V(*+i),   "",-wt'^  =  ^-'P'' 

ist  anch 
Da  aber 

/oj,««<(i--p,)  —  [v,+!|l+^+...], 

80  ist  auch 

«+1 

X 

and,  wenn  die  höheren  Potenzen  von  "p,  vernachlässigt  werden ,  endlich 

OJ  +  l 

Nun  ist  aber  offenbar    l*-'^A{x)  0{u)  du  =  k*''^A(x)   die  Ansabl 

der  in  der  Altersstrecke  von  x  bis  ^  +  1  aufgetretenen  Wittwer  aas 
(n  — !)*•*  Ehe,  die  wir  kurz  mit  '*^^R{x)  bezeichnen  wollen,  so  dass, 
wenn  die  unter  6  a)  und  6  b)  erhaltenen  Ausdrücke  in  5)  substituiri 
werden, 

»— 1F(«)  »p,  +  i"- «Ä(a:)  "p,  =  »F(a:+ 1)  -  «  V{x) 

folgt,  woraus  sodann 

^  "F(ar  +  1)--"F(^) 
'  ''^     «->/?'(x)  +  i»-^Ä(a) 

gefunden  wird. 

Sei  jetzt  in  Fig.  S  A^B^^  J^B^^^x,  B^D^^B^D^^l  und  der  In- 
halt der  Fläche  B^C^C^B^  die  Anzahl  ^F{x)  der  aus  der  Oeburtenstrecke 
OA^^szi  bis  Oy^j  =  /+l  stammenden  Wittwer  f*"  Ehe  vom  Alter  a?, 
sowie  femer  C^c^^  C^c^  allgemein  die  Abminderungscurven  und  C^6j,  C^b^ 
speciell  die  Abste/becurven  dieser  Wittwer.  Unter  diesen  Vorausseta- 
ungen  wird  die  Fläche  b^^a^a^b^  die  Verstorbenen  und  die  Fläche  c^b^b^c^ 
die  Ehen  darstellen,  die  innerhalb  des  nächsten  Jahres  von  fraglichen 
Wittwern  herrühren.  Weiter  seien  aufC^a^,  resp.  CgO^  als  Abscissenazen 
aufgetragen  C^E^M^^  C^E^M^  die  Curven  für  das  Anwachsen  der  Fälle, 
wo  durch  den  Tod  der  Ehefrau  in  einer  Ehe  t*^  Ordnung  ein  aus  der 
Geburtenstrecke  t  bis  t  +  1  stammender  Ehemann  im  Alter  von  x  Jahren 
ab  Wittwer  wurde,  während  in  Bezug  auf  die  Letzteren  die  CurvenT^^ii 
C^e^  die  Summen  aller  aus  dem  Wittwerstande  Aiipoh^i^eadsn^nniLdie 
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*>^'»^i^<1^^*<^I^M   .    <»,|^^^J>V 


Cmren  C^d^^  C^d^  Bpeciell  die  Summen  aller  Sterbefälle  darstellen  sollen. 
Es  würde  demnach  die  Fläche  a^E^E^a^  die  Anzahl  der  aus  fraglicher 
Generation  im  Alter  x  bis  x  +  1  aufgetretenen  Wittwer  t^'  Ehe  sein, 
▼OD  denen  eine  Anzahl  gleich  der  Fläche  Oidid^a^  yor  Erreichung  des 
Alters  x+1  gestorben  und  eine  andere  Anzahl  gleich  der  Fläche  dj^e^e^d^ 
▼or  Erreichung  desselben  Alters  wieder  verheirathet  wäre. 

Eine  zur  Zeit  Ti=/+l  +  a:  vorgenommene  Zählung  der  Wittwer  t*** 
Ehe  und  aus  der  Oeburtenstrecke  von  i  bis  t+1  stammend  würde  uns 
nnn  die  Protection  der  Flächen  D^c^C^B^  und  e^E^C^  auf  die  FZ- Ebene 
oder  J^n^mJ^  +  n^rif^m^^^Zx  liefern.  Um  daher  die  Fläche  B^C^C^B^ 
^A^n^mA^t=i^F(x)  zu  erhalten,  hätten  wir  zunächst  alle  Todesfälle  ='/1!/«, 
sowie  alle  Verheirathungsfälle  ='+iiVjr,  welche  bei  den  aus  fraglicher 
Generation  stammenden  Wittwern  t**'  Ordnung  im  Alter  x  bis  x  +  1  und 
innerhalb  der  Zählzeiten  T^  =  <  +  a;  und  x^  =  i+l  +  x  vorgekommen  sind, 
mithin  die  Flächen  der  Dreiecke  n^n^m  und  n^n^m^  sowie  der  Dreiecke 
n^n^m  und  n^n^m  zu  *Zx  zu  addiren  und  sodann  die  Fläche  n^n^m^  d.  h. 
die  Anzahl  der  Ehemänner,  welche  bis  zur  Zählzeit  r^  und  aus  der  Oe- 
hnrienstrecke  t  bis  t  +  1  stammend  im  Alter  x  bis  x  +  1  zum  t^®"  Male 
Wittwer  geworden  sind,  ='^«  zu  subtrahiren.     Hieraus  folgt: 

Bezeichnet  man  endlich  diejenigen  Ehemänner  aus  der  Oeburtenstrecke 
von  t  bis  <  +  !>  welche  innerhalb  der  Zählzeiten  t^^{t+l)  +  x  und 
^«  =  ('+l)  +  (a?  +  l)  im  Alter  x  bis  «4-1  zum  t**"  Male  Wittwer  wur- 
den, mit  'fr',,  so  dass  *R{x)  =  *Wx  +  *W'g  wird,  so  geht  Gleichung  7)  in 

-     ^, "F(x+l)-"F(a:) 

oder 

ox    «„ "^x  +  "ö^ 

'     ^'  «-»Z,  +  "-»il/,  +  »A,  -  ^  ("-« fF,  -  «-»  W'^) 

über,  sobald  die  Anzahl  der  Ehen,  welche  Wittwer  t**' Ehe  und  aus  der 
Geburten  strecke  von  l  bis  i  +  \  stammend  im  Alter  x  bisa;  +  l  innerhalb 
der  Zählzeiten  Tj  und  t,  eingegangen  sind,  durch  •*+*C>jp  dargestellt  wird.  — . 

Bei  der  jetzigen  Einrichtung  der  Zählkarten  über  Sterbefälle  ist  es 
leider  nicht  möglich,  'TT,  und  ^W g  zu  ermitteln,  weshalb  die  soeben 
abgeleiteten  Formeln  zur  Zeit  auch  noch  nicht  ohne  Weiteres  angewandt 
werden  können.  Unter  der  Voraussetzung  jedoch,  dass  sich  die  jähr- 
lichen Geburten  gleichmässig  auf  die  Geburtenstrecke  vertheilen,  wird 
mit  Berücksichtigung  der  früher  aufgestellten  Hypothese,  dass  die  Wahr- 
scheinlichkeit für  einen  Ehemann,  im  Alter  u  bis  u  +  du  Wittwer  zu  ^ 
werden,  innerhalb  eines  Jahres  constant  ist,  L^yu-^^^y  ^^OOglC 
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<«?',=  '»"* 


nnd  damit  unsere  Nähernngsfonnel 


9) 


^N^  +  -0, 


und  nimmt  somit  genau  dieselbe  Form,  yixq  Gleichung  3)  an. 

Die  Ermittelung  von  ""^Z,,  """'iV^r,  ^^x  tind  "0^^  würde  nun  genau 
auf  dieselbe  Weise  su  erfolgen  haben,  wie  es  im  Vorstehenden  für  ^Z«, 
^yffjp,  ^N^  und  ^0^  angegeben  worden  ist,  nur  hätte  man  sein  Augenmerk 
nicht  auf  die  ünverheiratheten,  sondern  lediglich  auf  die  Wittwer  aus 
(n  — 1)*®'  Ehe  zu  richten.  Im  Allgemeinen  werden  daher  zur  Berech- 
nung von  ^Px  mindestens  die  nachstehenden  Register  aus  den  Zählkarten 
der  Standesämter  nnd  den  Haushaltungslisten  der  Volkszählung  zu  fiiUen 
sein,  nämlich  unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Resultate  der  Volks- 
zählung vom  1.  December  1880  benützt  werden: 


Nr.  1. 

YerehelichnngsregiBter  auf  die  Zeit  vom  1.  December  1879  bis  mit 
80.  November  1880. 


Verehelichungsalter 
des  Mannes: 

1 

20—21. 

1 

1 

1, 

21—22.  1  22  —  28. 

il 

23-24. 

24—25.  1 

26—26. 

Geburtszeit  desselben : 

1859 
1860. 

1858 II 1858 ' 
1859.'  1850. 

V«i 
1857  11 1857 
bUn 

1858.'!  1858. 

1. 

n  1.  Deeeml 
1856  [1856 

lit  80.  VoYOi 
1857.  1857. 

»er 

1855  ]  1855 
über 

1856.111866. 

1854 II 1854 
1855.Ü1865. 

185S 
185<. 

Anzahl  d.  eingegange- 
nen Ehen: 
erster  Ordnung  . 
zweiter      „ 
dritter       „ 

1 

1 

1     • 

j 
1 

• 

1, 

1 

1 

i 

1 
i 

! 
1 

• 

n*«"  Ordnung.  .  . 

1 

1 

'     (1     * 

• 

Digitized  by 


Google 
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Nr.  S. 

Sterberegister  für  rnftnnliehe  Personen  auf  die  Zeit  yom 
1.  Deeember  1879  bis  mit  80.  November  1880. 


Sterbealter: 

20- 

'1                    : 
-21.     21—22.  ; 

i;           t 

22—23. 

j23  — 24.     24  —  26.  ; 

26  —  26. 

Vom  1.  Deeember 

Qebnrtszeit: 

1S69 

1B68  {{ 1858  I  18&3  ||  1857  1 18M  i|  1866  1 18»  ||  1865  |  18M  ! 
bii  mit  80.  HoTember 

1854  1  186S 

. 

1860. 

1869. 1 1850. 

1868.j|l858. 

1857. 

|1857. 

1866.!!  1866. 

1865.1 

1855.' 1861. 

Anzahl  d.  verstorbenen 

t 

männl.  Pers.,  als: 

i 

1 

1 

unverehelichte    . 

, 

, 

1     . 

.  1"^» 

, 

]    , 

.     1 

, 

, 

• 

Witkwerl.Ordn.. 

.    !;    . 

.  i'M,. 

, 

, 

! 

, 

,     , 

i 

M             2.        „ 

• 

'  i'  ' 

•  !•  • 

. 

1 
i 

• 

1  • 

• 

* 

Wittwern*«'Ordn. 

■  1  ■ 

Nr.  3. 
MlBnliehe  Personen  nach  der  Yolkszfthlnng  vom  1.  Deeember  1880. 


Geburtszeit: 


Vom  1.  Deeember 
1860  {'  1858    I  1S&7  II  1866  !!  186»  '.  1854 

bis  mit  ao.  Not ember 
1860.  !!  1850.  !'  1868.  ''  1867.  II  1866.  <'  185.>. 


Anzahl  der  lebenden  männl.  Personen,  als: 

Unverehelichte 

Wittwer  erster  Ordnung 

„        zweiter      „         

Wittwer  «*•'  Ordnung 
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Nr.  4. 

Terehellchungsi'^gister  auf  die  Zeit  Tom  1.  December  1880  bis  mit 
80.  Norember  1881. 


Verehelichniigsalter 
des  Mannes: 


20  —  21. 


21—22.     22  —  23.     23  —  24.  il  24—25 


26—26. 


Geburtszeit  desselben  : 


Toni  l.Deeember 
1800  1 1868  !|  1860  {  1868  {{ 1868  |  1867  ||  1867  |  1866  j|  1866  {  1866  {|  1866  {  1864 

bis  nlt  80.  November 
1861.  1860.  1860.  1869.||l869.  1868.l{l868.|  1867.1 1867.  1866..il866.|  1856. 


Anzahl  d.  eingegange- 
nen Ehen: 
erster  Ordnung 
zweiter       „ 
dritter         ,, 


n**'  Ordnung. 


^28 


Soviel  dem  Verfasser  bekannt,  ist  nur  aus  den  Zählkarten  Über  Ver- 
heirathungsfKlle  zu  ersehen,  ob  ein  Wittwer  erster  oder  zweiter  oder 
dritter  n.  s.  w.  Ordnung  eine  nene  Ehe  einging,  während  weder  in  den 
Hanshaltnngslisten,  noch  in  den  Zählkarten  über  Sterbefälle  eine  Unter- 
scheidung zwischen  den  verschiedenen  Wittwem  stattfindet.  Wenn  man 
auch  hoffen  darf,  dass  dieses  Moment  im  Interesse  der  davon  abhängen- 
den wichtigen  Fragen,  wie  im  Interesse  der  Bevölkerungsstatistik  über- 
haupt später  nicht  mehr  vernachlässigt  werden  wird,  zumal  durch  eine 
veränderte  Fragestellung  das  Gewünschte  leicht  erhalten  werden  kann, 
so  sind  vir  doch  gegenwärtig  ausser  Stande,  die  unter  Nr.  1  bis  4  auf- 
gestellten Register  in   der  vorgeschriebenen  Form  ausfüllen  zu  können. 

Nur  für  den  Fall,  dass  man  sich  begnügt,  die  Wahrscheinlichkeit 
Px  zu  ermitteln,  im  Alter  x  bis  x  +  l  überhaupt  eine  Ehe  einzugehen, 
also  gleichviel  welcher  Ordnung,  reichen  die  zur  Zeit  zu  beschaffendeir 
Unterlagen  aus,  weil  eine  Unterscheidung  der  verschiedenen  Wittwer  und 
Ehen  sodann  fortfällt.  Anstatt  'p^p,  'iV^p,  'O^r,  ^M^j  ^Z^  kann  man  sol- 
chenfalls einfach  resp.  ;?«,  iV^.,  0«,  ^^,  Z«  setzen  und  versteht  jetzt 
unter  N,  und  0^  die  innerhalb  der  bezüglichen  Zählzeiten  und  Alters- 
grenzen des  Mannes  überhaupt  eingegangenen  Ehen,  unter  Mx  die  im 
Alter  X  bis  x  +  1  verstorbenen  Unverehelichten  und  Wittwer  und  unter 
Zx  das  Ergebniss  der  Volkszählung  in  Bezug  auf  Unverehelichte  und 
Wittwer,   die  im  Alter  von   x  bis  x  +  1  Jahren  J5|,ehjexi,  ^Aö  JiteUi  der 
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detaillirten  Angaben  treten  in  unsere  Register  summarische,  d.  h.  in  Nr.  1 
i«tiV,=  J^^  +  «^'^  +  ...  +  »^;„  in  Nr.  2  ^/*  =  «^*  +  iilf,  +  ...  +  «Af^,  in 
Nr.3  ^,  =  %  +  *Z^  +  ...  +  "Z,  und  in  Nr.  4  0,  =  »0,  +  «0^  +  ...  +  «0^ 
einzutragen,  wfthrend  endlich  nach  9) 

ni  setzen  ist. 

Wenn   auch  die  Ursachen,   deren  Einwirkungen  wir  die  Ehen   i^®*^ 
Ordnung  stiBchreiben,  a  priori  mit  den  Ursachen ,  die  ftlr  die  Ehen  (t +y)^ 
Ordnung  massgebend  sein  werden,  nicht  als  identisch  angesehen  werden 
kSnnen,  so  ist  doch  immerhin  zu  vermnthen,  dass  zwischen  ^p^  und  ^^^Px 
der  Unterschied   nicht  allzngross  sein  wird  und  infolge  dessen  sich  mit 
Hilfe  von  ps  noch  eine  einigermassen  zutrefiPende  Wittwentabelle,  wie  sie 
f^  die  im  Eingange  erwähnten  Untersttttzungscassen  erforderlich  ist,  ab- 
leiten  lässt.     Anders  verhält  es  sich  damit,   welche  Zeitstrecke  zur  Be- 
stimmung  von   Px   benutzt    witd.     Jahre    mit  wirthschaftlichen   Krisen, 
Theuerung,  Krieg  u.  s.  w.  üben  einen  empfindlichen  Einfluss  auf  die  Ehe- 
Bchliessungen  aus  und  kann  solchenfalls  Px  einen  Werth  annehmen,  der 
▼on  dem  mittleren  Betrage  desselben  wesentlich  abweicht.     Hier  wird  es 
ratbsam  sein,   die  Anzahl  der  geschlossenen  Ehen  mit  der  der  Vorjahre 
zu  vergleichen ,  um  wenigstens  einigermassen  einen  Einblick  über  die  Ein- 
wirkungen der  zeitlichen  Ursachen  zu  erlangen.     Ausserdem  ist  zu 
vermuthen,  dass  Ps  fiir  die  verschiedenen  Stände  und  Berufsclassen  sehr 
verschieden   sein  wird.     Wenn   daher  bei  Bearbeitung  der  vorstehenden 
Hegiater  keine  Rücksicht  auf  den  Stand  oder  das  Gewerbe  der  einzutra* 
genden  Personen  genommen  wird,  kann  auch  das  so  gewonnene  j?«  nur 
auf  eine  gemischte  Bevölkerung  Anwendung  finden. 

Endlich  ist  noch  zu  bemerken,  dass  die  Besultate  der  nach  vor- 
stehender Methode  geführten  Untersuchungen  durch  das  Ein-  und  Aus- 
wandern in  den  Zählbezirken  ungünstig  beeinflusst  werden  können.  Je 
grösser  indess  diese  Bezirke  sind  oder  je  mehr  Resultate  verschiedener 
Bezirke  zu  einem  Ganzen  vereinigt  werden,  desto  unbedeutender  wird 
voraussichtlich  dieser  Einfluss  sein.  Uebrigens  erweist  sich  hier  der  Um- 
stand von  Vortheil,  dass  nur  einjährige  Zeitstrecken  in  Frage 
kommen. 

Die  Enniitelung  von  q^. 

Die  Wahrscheinlichkeit  q^^  eine  y  —  ^-  bis  y +  4^ -jährige  Ehefrau  zu 
ehelichen,  wenn  die  Heirath  im  Alter  x  bis  a:+l  gewiss  ist,  kann  als 
unabhängig  von  der  Ordnung  der  zu  schliessenden  Ehe  angenommen 
werden,  weil  kein  Grund  einzusehen  ist,  weshalb  ein  x-  bis  or-f-l- 
jähriger  Wittwer  t**'  Ordnung  eine  Ehefrau  von  anderem  Alter  wählen  j 
soll,   als   ein   gfeichalteriger  Wittwer  (i+i)*^  Ordnung.     Wir  werden  ^sä 
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also  bier  mit  der  Summe  der  bei  einer  gegebenen  Generation  geschlosse- 
nen Ehen  zu  thnn  haben» 

Sei  in  Fig.  4  N^N^  wieder  die  Oeburtencnrve  der  in  der  Zeit  von 
OA^^^t  bis  Oi^g  =  <+l  geborenen  männlichen  Personen  irgend  einer 
gegebenen  Generation ,  ^^i^i  nnd  N^D^  die  bezüglichen  Absterbecai> 
ven  nnd  E^F^G^H^  und  E^F^G^B^  die  Curren  für  das  Anwachsen  der 
VerehelichungsfKlle  bei  derselben,  so  drtlckt,  wenn  A^B^^s^  A^B^^=^ x  nnA 
i^i  C|  =  ^2^s  =  ^+l>  die  Differenz  der  beiden  Flftchen  C^G^G^C^  und 
B^F^F^B^  bekanntlich  die  Anzahl  der  bei  fraglicher  Gesammtheit  im 
Alter  X  bis  a?  +  l  vorgekommenen  VerehelichungsfMle  aus.  Ist  die 
Gleichung  für  die  Oberfläche  der  VerehelichnngsfäUe  überhaupt  (p{x^t\ 
so   wird   der  Inhalt  der  beiden  Flächen  B^F^F^B^  und  C^G^G^C^  durch 

t  +  1 

1)  Jg>{x,t)di^r{x) 


beziehentlich 


t 

t+l 


2)  yiGr  +  l,Orf/=r(a:+l) 

t 
und  fragliche  Verehelichungsfälle  selbst  werden  durch 


3) 


J^{x+\,i)di^J^(x,i)di 
t  t 

=^JW{^+U0-9>{^.0]dl=-V(x+l)-Fix) 


«+1 


t 
dargestellt. 

Ist  f(x^  i)  die  Gleichung  für  die  Oberfläche  der  Lebenden ,  so  erhXlt 

man  die  Gleichung  für  die  Linie  O^D^^  wenn 

gesetzt  wird.     Hieraus  ergiebt  sich 

und  damit  als  Gesammtzahl  aller  bei  fraglicher  Generation  eingegangenen 
Ehen  ^.^^ 

4)  L(i>(t),t)dl. 


JU 


Die   Projection    der  Fläche  D^H^H^D^  auf  die    Ebene   YZ  ist  die  geo- 
metrische Deutung  des  obigen  Integralausdruckes. 

Man  denke  sich  nun  weiter  drei  im  Räume  senkrecht  auf  einander 
stehende  Axen  OX^  OV,  OZ  (Fig.  5)  errichtet  und  auf  die  Axe  OX  die 
Altersstrecken    x    der  männlichen   Personen   und   auf  die  Axe  OV  die 


r 


/. 
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Altersstrecken  y  derjenigen  weiblichen  Personen  aufgetragen ,  die  mit  den 
mSonlichen  Personen  eine  Ehe  eingegangen  sind.  Die  unter  4)  angege- 
benen Ehen  lassen  sich  nun  dergestalt  graphisch  darstellen,  dass  bei- 
spielsweise der  Inhalt  des  unendlich  dflnnen  Prismas  MM'N'N  die  Anzahl 
der  Ehen  angiebt,  wo  bei  der  Verheirathung  der  Mann  x'  bis  x'-^dx 
and  die  Frau  y  bis  y'+dy  Jahre  alt  war.  Werden  in  dieser  Weise 
slle  Ehepaare  aufgetragen,  so  entsteht  ein  hügeliger  Körper  ^^C,  dessen 

lobalt  also  gleich 

4  +  1 

t 
ist.    Die  Form  desselben  ist  für  uns  von  besonderem  Interesse.     Ist 

die  Gleichung  für  die  Oberfläche  desselben,  so  ist  der  Inhalt  des  unend- 
lich dünnen  Prismas,  d.  h.  die  Anzahl  der  Ehepaare,  wo  zur  Zeit  der 
Ebeschliessung  der  Mann  x  bis  x  +  dx  und  die  Frau  y  +  dy  Jahre 
alt  war, 

9  (ar,  y)  dx  dy, 

während  alle  Ehepaare  oder  der  Gesammtinhalt  des  Körpers  ABC  durch 

OD    00 

5)  jfQ{x,y)dxdy 

0  0 
ausgedrückt  werden. 

Errichtet  man  in  den  Punkten  x  und  x  +  l  Ebenen  parallel  zur 
FZ-Ebene,  so  schliessen  solche  alle  die  Ehen  ein,  wo  der  Mann  inner- 
halb der  Altersgrenzen  x  bis  x  +  \  heirathete.  Der  Inhalt  dieses  Kör- 
perausschnittes {DqD^D^DqEqEiE^Eq)  ist 

6)  J    jQ(x,y)dxdy. 
x       0 

Werden  weiter  in  den  Punkten  y^  und  y^  Ebenen  parallel  zur  XZ- 
Ebene  errichtet,  so  schliessen  die  vier  Ebenen  den  prismatischen  Körper 
FGHJra'G'E'  ein,  dessen  Inhalt 

«H-iy, 

7)  J     jQ{x,y)dxdy 
X       yo 

gleich  der  Anzahl  aller  Ehen  ist,  wo  zur  Zeit  der  Eheschliessung  der 
Mann  x  bis  X  +  1  und  die  Frau  ^q  ^^  Vi  ^^^^^  ^It  war. 

Mit  Hilfe  der  obigen  Ausdrücke  ergiebt  sich  nun  unmittelbar,  dass 
iiAch  der  wahrscheinlichsten  Hypothese  die  Wahrscheinlichkeit  für  ein 
Ehepaar,  die  Ehe  eingegangen  zu  sein,  u.,y,u.ov. ^y CjOOQIc 
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a)  wo  der  Mann  innerhalb  der  Alterggrensen  von  o:  bis  a:  + 1  Jahren 
stand,  die  Frau  aber  beliebig  alt  war,  = 


8)  **-      ^ 


Q{x,y)dxdy 
Ö    Ö 

b)  wo  der  Mann   ebenfalls  innerhalb  der  Altersgrensen  von  x  bis 
x  +  l  Jahren  stand,   die  Fran  aber  y^  bis  y^  Jahre  alt  war,  = 

dxdy 


Jß 


9)  jx>_oo -"  "'Jf.y 

I  dx  dy 


JjQi^ty) 


0    0 

ist,   woraus  weiter  nach   dem  Satze  von   der  zusammengesetzten  Wahr- 
scheinlichkeit folgt,  dass 

c)  für  einen  Ehemann,  der  sich  innerhalb  der  Altersgrenzen  x  bis 
(T  +  l  verheirathet  hat,  die  Wahrscheinlichkeit  7^,  eine  yo*  ^'^ 
j^i -jährige  weibliche  Person  geeheUcht  zu  haben,  gleich 

ist.     Durch  Substitution  der  Werthe  fttr  m«,^  und  n,  aus  8)  und  &)  folgt 
endlich 

J     jQ{x,y)dxdy 

10) 


'^y'    x+i 


J  j^i^^ii^^^y 

X       0 

Die  Bevölkerungsstatistik  giebt  uns  bekanntlich  die  Ehen  an,  die 
innerhalb  zweier  Zählzeiten  Tq  und  t^  geschlossen  worden  sind.  Um  daher 
die  Anzahl  aller  von  den  in  der  Zeit  i  bis  i  +  1  geborenen  männlichen 
Personen  eingegangenen  Ehen  = 


j  J9{^^y)äxdy 


0    0 

zu  erfahren,  muss  t^  —  t^  =  Ä^ (7j  +  ^j 7),  (Fig.  4)  sein,  d.  i.  eine  Zeit- 
strecke, die  von  dem  völligen  Aussterben  der  Generation  t  bis  ^  +  1 
zurück  bis  auf  den  Eintritt  der  Heirathsfähigkeit  der  zur  Zeit  i  Gebore- 
nen   reicht.     Da  nun  aber  heilte  eine  solche  Zählung  für  irgend  eioe 


Iß 
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beliebige  Gesammtheit  aus  naheliegenden  Gründen  nicht  möglich  ist,  so 
ist  anch  die  Ermittelang  der  unter  a)  und  b)  angegebenen  Wahrschein- 
lichkeitswerthe  zur  Zeit  nnaasführbar. 

Wohl  erhält  man  durch  Zählung  der  Ehen,  die  innerhalb  zweier 
beliebigen  Zählzeiten  Tq  und  x^  geschlossen  worden  sina,  eine  Anzahl 
Eben,  wo  das  Yerehelichungsalter  für  beide  Ehegatten  zwischen  0  und 
OD  liegt,  aber  diese  Ehen  gehören  lauter  verschiedenen  Gesammtheiten 
an  und  dürfen  nicht  mit 

Q  (a?,  y)  dx  dy 
0    0 

▼erwechselt  werden.  Das  Ergebniss  einer  solchen  Zählung  würde  nach 
Fig.  4 

Jg>{T,  ^  /,  0  dt  -yi(r,-/,  0  dt 

0  0 

sein,  während  sich  aus  der  Vergleichung  der  Ausdrücke  3)  mit  6)  und 
4)  mit  5)  folgende  Identitäten  ergeben: 

«4-1  x  +  1  00 

11)  fW{x  +  ht)-q>{x,t)]dl^J    jQ{or,y)dxdy, 
t  X       0 

i+1  OD         OD 

12)  .yqp(*(0,  0  dt  ==y     Jg{x,  y)  dx  dy. 

t  0       0 

Der  Wahrscheinlichkeitswerth  unter  c)^  um  den  es  sich  ja  hier  auch 
nur   handelt,    bt    der    einzige,    der  unmittelbar  aus  der  Bevölkerungs- 
statistik gewonnen  werden  kann.     Der  Renner 
x-¥l^  «+1 

J  j\ (^, y)  ^^  äy  ==/l9>('-  + 1, 0 - ^ C-^,  0]  ^^ 

X      0  t 

ist  nach  3)  F(a?  +  1)  —  F(a?)  und  folgt  aus  den  beiden  Verehelichungs 
registem  Nr.  1  und  4  durch  Summiren  aller  im  Alter  von  x  bis  x  +  i 
Jahren  geschlossenen  Ehen.     Er  ist  folglich 

Der  Zähler  des  Bruches  qy 

j   jQ{^^y)^^^y 

wird  aber  erhalten ,  wenn  ans  N^  +  0«  alle  Ehepaare  ausgeschieden  wer- 
den, wo  das  Verehelichungsalter  der  Prau  nicht  iunerhalbyder ^Grenzengle 
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^0  ^^^  Hl  ^>^g^*  2^  diesem  Zwecke  macht  es  sich  erforderlich,  die  Ver- 
ehelichuDgsregister  noch  in  einer  andern  Form  anzufertigen,  nämlich 
wenn  yQ  =  y  — ^  und  yi  =  y  +  \  gesetzt  wird,  in  folgender: 

Nr.  5. 


Verehelichungsalter 
des  Mannes: 


20—21. 


21—22. 


22  —  28. 


28  —  24. 


24  —  26. 


26-26. 


Gebnrtszeit  desselben : 


Tom  1.  Deeeaber 
1869  1 1868 II 1868  |  1867  !!  1867  1 1866  ||  186S  1 1866 1<  1866  1 1864  {|  1864  1 188t 

bis  Mit  80.  NoTeabar 
1860.  1869.1  1868. 1 1868.1  1868.  1867. 'l867.  1866.|l866.  1866.{|l866.|  l»i. 


Anzahl  d.  eingegange- 
nen Ehen  bei  einem 
VerehelichungBalter 
der  Frau 
V.  14^-161  Jahren 
v.l6i-16i      „ 

v.J/-i— y-f  1  Jahr. 


Zu  bemerken  ist  hierbei,  dass  die  so  abgeleiteten  Wahrscheinlich- 
keitswerthe  nicht  ein  nnd  derselben  Generation  angehören  und  deshalb 
zur  Construction  des  hflgelförmigen  Körpers  AßC  (Fig«  5)  nicht  benützt 
werden  können. 

Wir  berühren  am  Schiasse  der  vorliegenden  Abhandlung  noch  einen 
W;ihr6cheinlichkeitswerth',  der  Vielen  geeignet  erscheinen  könnte,  den 
soeben  abgeleiteten  q^  zu  ersetzen,  nämlich  den,  dass  ein  verheiratheter 
Mann  eine  um  o  bis  o  +  l  Jahre  ältere  Fran  geehelicht  hat.  Derselbe 
ist,  wie  leicht  einzusehen,  = 

,^«     Ä+laj+©+l 

2  J  j^(^'y)^«^y 

*-®  X       x+v 


fj 

0    0 


Q{x,y)dxdy 


und  kann  aus  denselben  Gründen,  wie  sie  bei  a)  und  h)  geltend  gemacht 
wurden,  nicht  dadurch  ermittelt  werden,  dass  mit  der  Anzahl  der  zwi- 
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sehen  zwei  beliebigen  Zählzeiteo  t^  und  T|  gescblossenen  Ehen  in  die 
Anzahl  deijenigen  Ehen  dividirt  wird,  wo  fragliche  Altersdifferenz  zwi- 
aeben  Mann  and  Fran  besteht. 

Er  iXsst  sich  somit  auch  gegenwärtig  nicht  ermitteln.  Aber  selbst 
dann,  wenn  dies  der  Fall  wäre,  würde  fraglicher  Wahrseh  ein  lichkeits- 
werth  für  die  im  Eingange  erwähnten  Zwecke  unbranchbar  sein;  denn 
die  Wahrscheinlichkeit,  eine  v  bis  r+l  Jahre  ältere  Fraa 
IQ  ehelichen,  ist  offenbar  innerhalb  der  verschiedenen 
Altersgrenzen  eines  Mannes  sehr  verschieden.  Ein  20jähriger 
Mann  kann  nicht  gut  eine  um  —10  bi^  —9  Jahre  ältere  Frau  ehe- 
licben,  während  dies  für  einen  30jährigen  Mann  sogar  sehr  wahrschein- 
lich sein  wird. 
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XV. 
Elementare  Behandlung  der  hypergeometrischen  Reihe. 

Von 

J.  Thomae, 

ProfeuoT  an  der  ünlyenii&t  Jena. 


Einleitung. 

Entwickelt  man  das  Product  (1  —  5)~^(1  —  arÄ)"-"  nach  Potenzen  von 
$,  und  setzt  es  gleich  Zs^A^^  so  erhält  man  die  Coefficienten  dadarcb, 

dass  man   das  Product  der  Reihen  l^s"  ^  ^^-^  ^^4—    •  •  ^-^^ uad 

12         3  m 

V  V  ^*  1        V  ^  Tn  ~~*  1 

Zs^x^ _—  . . .  bildet  und  nach  Potenzen  von  s  ordnet,    um 

L       L  tn 

abzukürzen,  wollen  wir,  unter  ß  eine  ganze  Zahl  verstehend,  das  Pro- 
duct a(a+l)(a  +  2)...(a  +  /3  — 1)  mit  (a,|5)  bezeichnen  und  (a,0)  =  l 
annehmen.     Alsdann  haben  wir 

(i-.)-(.-,o—2=|fj|-'^'-^\  _ 

worin  die  Summen  über  alle  ganzen  positiven  Zahlen  m  und  m\  die  Null 
eingeschlossen,  zu  erstrecken  sind. 

Das,   was  in   diesem  Product  mit  s^  multiplicirt  ist  und  was  oben 
mit  Ap  bezeichnet  wurde,  hat  den  Werth 

Die  letzte  Summe,  die  allerdings  eine  endliche  ist,  die  aber  sofort  in 
eine  unendliche  Reihe  übergeht,  wenn  für  —  p  eine  andere  als'  eine  ganze 
negative  Zahl  gesetzt  wird,  und  die  dann  so  lange  convergirt,  als  absx<i 
ist,  liefert  die  hjpergeometrische  Reihe.     Setzen  wir  mit  Gauss 

F(a,6,  c,x)  =^  £a^{a^fn){b,  m)  :  (1,  in)(c,  m),     m  =  0, 1,  2,  ...  oo, 
so  schreibt  sich  unser  Product 

(1 -ä)-m(1  — X5)-»  =  2;»"«  ^'(— 1»,  V,  1  -  m  — f*,  a:)(j*,  «)  :  (1,  m). 

Die  hypergeometrische  Reihe   F(a,6,  r,  o:),   die  den   grössten  Theil 
der  in  der  gemeinen  Analysis  vorkommenden  Reihen  als  specielle  Fälle 
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io  sich  enthält,  hat  vielfache  Bearbeitungen  erfahren;  aber  faat  alle  diese 
Bearbeitungen  sind  in  der  Wahl  der  Mittel  nicht  scrupulös  gewesen, 
weil  es  den  Bearbeitern  nur  auf  Gewinnung  der  Resultate  ankam  y  nicht 
darauf,  dass  sie  auf  einfachstem  Wege  erlangt  würden.  Gauss  allein 
hat  den  grössten  Theil  seiner  Sätze  in  seiner  Abhandlung:  „Disquisitio- 
nes  generales  circa  seriem  infinitam  etc.*'  aus  der  Reihe  selbst  abgeleitet, 
macht  aber  gleichwohl  ohne  Noth  hier  und  da  von  der  Infinitesimalrech- 
nung Anwendung,  was  noch  mehr  von  der  Fortsetzung  dieser  Arbeit  im 
Nachlass  gilt.  Da  ich  es  nun  für  eine  Forderung  der  Wissenschaft  halte, 
dass  sie  die  Resultate,  die  sie  auf  elementarem  Wege  erhalten  kann, 
auch  auf  diesem  zu  erhalten  suchen  muss,  wofern  nur  nicht  damit  tiber- 
grosse  Weitläufigkeiten  rerbunden  sind,  so  habe  ich  mir  hier  die  Auf- 
gabe gestellt,  die  Theorie  der  hjpergeometrischen  oder  Gauss' sehen 
Reihe  völlig  elementar  zu  begründen.  Dabei  wird  die  Arbeit  natürlich 
nicht  daraufgerichtet  sein,  neue  Resultate  zu  erreichen,  sondern  vielmehr 
darauf,  dass  die  Methode  in  ihrer  vollen  Reinheit  überall  aufrecht  erhal- 
ten werde. 

Bezeichnung. 

Neben  der  von  Gauss  eingeführten  Bezeichnung  für  die  hypergeo- 
metrische Reihe  werde  ich  hier  zur  Erreichung  grösserer  Symmetrie  noch 
von  einer  schon  früher  von  mir  benutzten  Bezeichnungsweise  Gebrauch 
machen,  indem  ich 
/a,  «',  a'\  ...  «^'•^  V  ^c  ^  a:>"(<  +  )g,m)(s  +  g^,m)  . . .  (t  +  yA^Mi,) 
•V^./r,!?',...^^^)  /^"^  ^(e-«+l,m)(6-a+l,m)...(6-a(/')+l,in) 
setze,  also 

^•Gjl''^)    föi^  ^^(«  +  /5,«+l5',a-«  +  l,«) 

schreibe  und  das  letzte  Element  allemal  fortlasse,  wenn  es  gleich  Eins  ist. 
Bei  Anwendung  des  Summenzeichens  £  und  des  Productzeichens 
n  soll  jedesmal,  wenn  der  Buchstabe  m  oder  m\  wT  etc.  hinter  dem- 
selben vorkommt,  dieser  die  veränderliche  Zahl  sein  und  die  Werthe  0, 
1,  2,  ...  00  durchlaufen,  so  dass 

Ut. 

Für    die  Gauss' sehe   77- Function,    die   sich   von  der   F- Function 
wenig  unterscheidet,  führe  ich  durch  die  Gleichung 

/flC|*  =  77(^) 
eine  neue,   von   mir  in  meiner  „Elementaren  Theorie  der  analytischen 
Functionen*'  auf  8.  92  motivirte  Bezeichnung  ein  und  wende,  wie  schon 
oben,  manchmal  die  Abkürzung 

ia,ß)    für    /•c/c(«  +  /5-l):/«c(«-l)         DigitizedbyGoOgk 
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an.      Das  erw&hnte  Bach   „Elementare  Theorie   der  analytischen  Func- 
tionen.    Halle  1880'*  soll  mit  E.  T.  F.  §  ...  citirt  werden. 

Mit  p(n),  p\n)j  •  •  •  Pi('i) «  PsC")  -  •  werde  ich  immer  periodische  Func- 
tionen der  complezen  Veränderlichen  n  mit  dem  Periodicitätsmodul  Eins 
bezeichnen,  also  Functionen,  die  fflr  jedes  ganzzahlige  positive  oder 
negative  m  der  Bedingung  genügen 

/?(n  +  ifi)=p(w),    p(n+m)^p\n),   ... 


Art.  L    Die  Faoultät. 

Eine  Function   der  complexen  Veränderlichen  n,   ^(n),   welche  der 
Gleichung  Genüge  leistet 

1)  <p(«+1)  =  («+i)<pW, 

ist  durch  dieselbe  nur  bestimmt  bis  auf  einen  periodischen  Factor  p(n), 
der  einer  Lösung  willkürlich  hinzugefügt  werden  kann.  Sind  nämlich, 
um  etwas  allgemeiner  zu  sein,  A  und  ß  Functionen  von  n,  und  genügen 
g>i{n)  und  ^^(n)  der  Gleichung 

2)  ^<r{«  +  l)=-^<)p(«), 

so  erhält  man  durch  Einsetzen  dieser  Functionen  in  die  Gleichung  2) 
und  nachherige  Division  (oder,  was  dasselbe  ist,  durch  Elimination  von 
j4  und  B)  die  Relation 

(Pi{n  +  1)  :  (p^(n  +  l)  =  ip^in)  :  g>^{n) 
und  den  Satz,   dass  der  Quotient  <Pi{n) :  (p^^n)  ungeändert  bleibt,   wenn 
n  um  Eins  abgeändert  wird,   und  dass  sich  daher  tp^  und  tp^  nur  durch 
einen  periodischen  Factor  unterscheiden  können.     Dass  aber  ein  solcher 
Factor  wirklich  willkürlich  hinzugefügt  werden  kann,  ist  evident. 
Fügen  wir  der  Gleichung  1)  noch  die  Bedingungen  hinzu 

3)  limq>{n  +  w):(p{fv)w*=l^     ^(o)~l, 

worin  w  positiv  über  alle  Grenzen  wachsen  soll ,  so  ist  dadurch  die  Func- 
tion g>(n)  völlig  bestimmt  und  wird  mit /Wen  (Facultät  n)  bezeichnet.  Um 
eine  Darstellung  dieser  Function  zu  gewinnen,  folgen  wir  Herrn  Weier- 
strass.  —  Ist  m  ganz  und  positiv,  so  ergeben  sich  aus  1)  unmittelbar 
die  Gleichungen 

<)P(« +»»)t9>(n)  =  (l+n)(2+fi)(3 +  «)...  (m+n), 

g,(fi  +  m)9(o)!v(m)q>(n)  =  (l  +  «)(l  +  i«)(l  +  |«)...(l  +  ^), 


9(n  +  m)m-»:«p(OT)9(w)  =  ««^in(l-fn)c— .(H-iit)c-%-...(l  +  ^)< 
und  wenn  man  m  über  alle  Grenzen  wachsen  lässt^g^^yGoOQlc 
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worin  M  die  Mascheroni'sche  ConsUnte  bedeutet ,  and  das  ins  Un- 
endliche fortstnsetzende  Prodnct  absolut  convergent  ist  und  demnach  (£. 
T.  F.  §  123)  eine  |knze  transcendente  Function  darstellt. 

Aus   dieser  Darstellung  der  Facultät  fliesst  die  bekannte  Beziehung 
zwischen  ihr  und  dem  Sinus 
4)  fac  (—  n)  fac  (n  —  1)  =  «  :  5f>i  w  «. 

Die  Eigenschaft  der  Facultät,  die  zu  ihrer  Definition  mitbenutzt 
wurde,  dass  lim  fac{n^m)  im^facm  der  Grenze  Eins  zustrebt,  wenn  die 
ganze  positive  Zahl  m  über  alle  Grenzen  wächst,  kann  allgemeiner  aus- 
gesprochen werden.  Dazu  wollen  wir  aber  erst  gewisse  Festsetzungen 
machen. 

Denkt  man  sich  die  Werthe  der  complexen  Veränderlichen  n  durch 
die  Punkte  einer  Ebene  repräsentirt,  so  liegen  die  Träger  aller  Zahlen  n, 
deren  reeller  Theil  grösser  als  eine  bestimmte  endliche  Zahl  f*  ist,  in 
einer  Halbebene,  welche  durch  eine  zur  imaginären  Axe  parallele  Gerade 
b^renzt  ist.  Diese  Halbebene  begrenzen  wir  noch,  wenn  (ü  negativ  ist, 
durch  eine  Gerade,  welche  von  Null  längs  der  negativ  reellen  Axe  bis 
zur  Begrenzung  der  Halbebene  läuft,  und  nennen  das  so  bestimmte  Ge- 
biet das  Gebiet  N^.  In  diesem  Gebiete  ist  «•  für  beliebige  Werthe  von 
«  eine  eindeutige  Function. 

Das  Gebiet  N^  soll  grösser  sein  als  das  Gebiet  N^,  und  zwar  so, 
dass  darin  N  auch  negativ  unendlich  gross  werden  kann ,  wofern  nur  der 
imaginäre  Theil  zugleich  mit  unendlich  wird.  Dies  geschieht  z.  B.,  wenn 
wir  die  Ebene  durch  eine  Parabel  begrenzen,  deren  Axe  die  negativ 
reelle  Axe  der  n  -  Ebene  ist  und  deren  Scheitel  in  einen  beliebigen  Punkt 
dieser  Axe  föllt.  Dieser  Scheitel  ist  noch  mit  dem  Nullpunkte  der 
»-Ebene  durch  eine  Gerade  zu  verbinden  und  diese  der  Begrenzung 
hinzuzurechnen ,  damit  n**  für  beliebige  a  in  N^  eindeutig  sei.  Es  ist  dann 
N^  der  Theil  der  Ebene,  der  ausserhalb  der  Parabel  liegt  und  ausser 
durch  diese  noch  durch  die  den  Scheitel  mit  Null  verbindende  Gerade 
begrenzt  ist. 

Unter  Zuhilfenahme  dieser  Gebietsbezeichnungen  können  wir  nun 
behaupten,  dass  lmfac{n  +  ,i)  :  nt^facn^i 

sei,  wenn  n  in  iV,  beliebig  über  alle  Grenzen  wächst. 
Es  ist  nämlich 
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Was  nun  zuerst  das  nneudiicbe  Product  betrifft,  so  nähert  sich  das- 
selbe dem  Grenswerthe  Eins,  wenn  n  in  A^^  über  alle  Grenzen  wächst. 
Denn  von  einem  bestimmten  m  ab  ist  der  reelle  Theil  von  n-)-m  +  l 
positiv,  und  der  absolute  Betrag  von  fi :  (n  +  f'i+ 1)  ftmmt  von  da  ab  mit 
wachsendem  m  fortwährend  ab.  Da  femer  das  Product  absolut  conver- 
gent  ist  und  sich  jeder  Factor  der  Eins  beliebig  nähert,  so  hat  dasselbe 
in  iVj  fflr  wachsende  n  den  Grenzwerth  Eins. 

Anders  verhält  es  sich  mit    /,  ( — ; r~;  )•     Diese  Summe 

^^-^  \yi  +  m  +  l      m  +  1/ 

ist  zwar,  wenn   n  nicht  eine  ganze  negative  Zahl  ist,   ebenfalls  absolut 

convergent,   allein   ihre  Convergenz  verringert  sich   mehr  und  mehr,  je 

grösser  n  wird.     Deshalb  transformiren  wir  diese  Summe  und  setzen  mit 

Gauss 

^(")-^(o)=2'(;;rTi-'Hh^i)'  ^W=-«- 

Es  handelt  sich  darum,  den  Grenzwerth  von  IP'(n)  zu  finden  für  wach- 
sende n ,  wobei  wir  n  auf  das  Gebiet  N^  beschränken.    Hierzu  setzen  wir 

Die  letzte  Doppelsumme  ist  absolut  convergent  und  nähert  sich,  wenn 
n  in  N^  über  alle  Grenzen  wächst,  der  Null  beliebig.  So  finden  wir 
also,  dass 

5)  ^{n)^lgn  +  H{fi) 

gesetzt  werden  kann,  wenn  H[n)  eine  Function  von  n  ist,  die  im  Gebiete 
N^  mit  wachsendem  n  gegen  Null  convergirt.*     Es  ist  mithin 


*  Schreibt  man 


27         ^         ^y}(        ^ l_ ^+57 ? 


=  ^-2?, 


n      ^(n  +  m  +  l)*(n  +  w)' 
BO  findet  man,  dass  ^(n)  =  Zön  + -- + gesetzt  werden  kann,  worin  9{n)  in 

^i  mit  wacbBendem  n  verschwindet  Die  nun  folgende  Herleitung  der  St irling- 
Echen  Formel  ist  vermuthlich  dieselbe,  wie  die  des  Herrn  Glaisher  im  Qnarterlj 
Journ.  XV,  welche  Abhandlung  mir  nicht  zugänglich  und  nur  di^rch  das.  Referat 
in  den  Fortschr.  d.  Math,  bekannt  geworden  ist.  Digitized  byCnOOQlC 
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^(«  +  Ji)r«+«P(o)-«P(«)) 

=  ,(i.f+/,„+2'(H^l-«ii))  =  '*^('') 
and  demnach  in  iV^ 

lim  facn. nf^ :  fac (n  +  ^)  =  1, 

Dasa  diese  Oleichang  aber  nicht  nar  im  Gebiete  iV^,   sondern   auch  in 
iV,  statt  habe,  folgt  ans  der  Relation 

/iac  (n -J- fi)  __       5t>injt/flc(— n  — l)n~^ 
nl^  facn         8in{fA'\'n)n  fac{^n  —  fi  — 1)* 
In  ähnlicher  Weise  kann  man  aach  den  Grenzwerth  von  facn^  die 
sogenannte  Stirling'sche  Formel,  elementar  herleiten.     Hierzif  gehen 
wir  Ton  der  Identität  aus 

=={n  +  l)lgn^{n  +  i,)lg(n  +  (i)  +  lg\{n  +  l){n  +  i),..{n  +  ii--1)\ 
oder 

1+ " 


"•"»«-1 

+^{(»+.)'.(i-„-^)-(v+rt/.(i-,-:^)i. 


Lasst  man   hierin   fi  über  alle  Grenzen  wachsen,   so  ergiebt  sich  daraus 
lg  fac  V  — /^/ac«  =  (v  +  l)/^v—  (w  +  l)  Ign  +  n  —  v 

«=(v+l) /pv- (n+l) /^n  + n- V- i*(v)  +  4«P(«)  -  Ä(«)  +  ß(v), 

Wo  .  . 

ist.  Fassen  wir  Alles,  was  von  v  abhängt,  in  eine  additive  Constante 
SQsammen,  was  möglich  ist,  weil  die  vorkommenden  Summen  (abgesehen 
▼ou  singnlären  Stellen)  absolut  convergent  sind,  so  erhalten  wir 

'-lgfacn  =  --{n  +  \)lgn+n  +  ^W{n)''Sl{n)^lgc, 
nnd  mit  Rficksicht  auf  die  oben  gefundene  Gleichung  5)  das  ResiHtaOOglC 
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^lgfacn:=--(n  +  i)2gn  +  n  +  iH{n)'-Sl(n)^lgc, 

worin  H(n)  und  Sl(n)  im  Gebiete  N^  mit  wachsendem  n  gegen  Nnll  eon- 
vergiren   and   die  Constante  c  noch  zn  bestimmen  ist.     Sie  wird  in  fol- 
gender Weise  erhalten. 
Es  sei  n'  reell,  so  ist 
fac{in)  fac{- in')  =  nin':  sin inn=  c«e'"'  'i't-'*) -  '"' '<r(-i».'j  +  '*'«'+  zcO 

worin  Z{n)  mit  wachsendem  n    gegen  Nnll  convergirt.     Eis  ist  also 

nnd  für  /tmn'c=oo 

so  dass  nun  die  Stirling'sche  Formel  erhalten  wird 

6)  facn^  j/2n n  /«"  r-»+^<">,     /ime(n)  =  0, 

in  der  n  in  N^  (oder  auch ,  wie  leicht  zu  erweisen ,  in  N^)  ttber  alle  Gren- 
zen wächst  und  das  Wurzelzeichen  positir  zu  nehmen  ist. 

Mittels  der  Facultfit  kann  man  nun  jede  zweigliedrige  Becursions- 
formel  von  der  Form  2) ,  wenn  j4  und  B  ganze  Functionen  von  n  sind, 
vollständig  lösen.     Zerlegen  wir  j1  und  B  in  Factoren 

^  =  a:(«  +  «)(„  +  a')...(it  +  a(M)),     B  ^'{n  +  ß){n+ß')  ...^n  +  ß^-)), 
so  ist  die  allgemeine  Lösung  der  Gleichung  A  ip{n'^l)=  B  q>(h) 

worin  p{n)  eine  willkürliche  periodische  Function  von'fi  ist. 

Man  hat  jedoch  noch  ein  anderes  Mittel ,  zur  Lösung  zu  gelangen. 
Man  kann  nämlich  die  vorgelegte  Gleichung  nach  der  Methode  der  un- 
bestimmten Coefficienten  in  eine  Facul  täten  reihe  entwickeln,  in  welcher 
die  Argumente  der  Facultät  um  eine  Einheit  zu  -  oder  abnehmen.    Hierin 

setzt  man  g,(^n)^  Sa^kf' fac(n +  fi--l):  fac{n  + 1^1), 

worin  k  einer  beliebigen  Constanten  oder  auch  —  n  gleich  gesetzt  werden 
kann,  während  k  häufig  dazu  dient,  die  Lösung  bequemer  zu  machen, 
häufig  aber  auch  gleich  Eins  gemacht  werden  kann. 

Die  Summe  aber  ist  so  zu  verstehen,  dass  fi  von  einer  bestimmten 
Zahl  ab  fortwährend  um  eine  Einheit  wächst  oder  um  eine  Einheit  ab- 
nimmt. Da  solche  Zahlenreihen  hier  häufiger  vorkommen,  so  wollen  wir 
die  Zahlen  n,  für  welche  /ar(fi-j-o)  unendlich  gross  wird,  die  Folge  ir 
nennen,  die  Zahlen  ti^  für  welche  sin{n  +  a)nfac{n  +  a)  verschwindet, 
die  ff  conjugirte  Folge,  während  die  Zahlen  n,  für  welche  ««(«+«)« 
verschwindet,   die   complete.  Folge   a  heissen  möge.     Es  werden  also 


\ 
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die  Zahlen   ^  in  obiger  Snmme  die  Folge  eineir  Zahl  oder  die  ihr  cod- 
jngirte  Folge  zu  durchlaufen  haben. 

Von  dieser  Methode  machen  wir  zuerst  Anwendung  auf  die  Gleichung 
8)  («  +  «)v{«  +  l)  =  («+i3)9(;i). 

Setzen  wir  in  dieie  Gleichung,  iL  constant  wählend,  die  Summe 

2;a^ /ac(fi  +  fA- 1)  : /ac(n  +  X- 1) 
ein,  so  muss  identisch 

werden.     Lassen  wir  hierin  den  Factor  \:  fac{ti-{-k  —  l)  fort  nnd  setzen 

(«+«)/ac(«  +  <i)=(«  +  ^  +  H-«-^-l)/ac(/i+(*) 
c=/«c(«  +  p+l)-(p+l-«)/ac(n  +  ^), 

=/«c(,i+^  +  l)-(2^-^-X-l)/ac(«  +  ^)  +  (p-A)(^-/J;/ac(«  +  ^-l), 
to  erhalten  wir  die  Gleichung 

^«pt(p  +  a-/3-i)/'«c(n  +  ^)-(^-/J)(M-A)/«c(«  +  ,*-l)}=0. 
Dieselbe  wird  dadurch  erfüllt,  dass  man  den  Coefficienten  von  fnc{n-^ft) 
gleich  Null  setzt,  woraus  folgt 

«P  =  (- ir  ••/■«c(f.-/S) /■«c(^-i)/«c(l+iS-«-^). 

Ist  {k  das  höchste  vorkommende  ju  der  Summe,  dieselbe  als  abstei- 
gend vorausgesetzt,  so  muss  oiß.'^\  Null  sein,  was  dadurch  erreicht  wird, 
dass  54'=Ä+]3  — «  gemacht  wird,  so  dass  nun,  wenn  fi  durch  k  +  ß  —  ct  —  m 
ersetzt  wird,  als  Lösung  von  8)  die  Snmme  erhalten  wird 

fac{a-k'ß'U)  fac{n  +  k-'l)      ^         '         ^'  r       -r    ^    j 

Andererseits  haben  wir  die  unmittelbare  Lösung 
9a)  (p{n)  =  fac{'-a  —  n)  :  fac{'-ß'~n) 

und  es  können  sich  9)  und  9  a)  nur  durch  einen  periodischen  Factor 
unterscheiden,  woraus,  nach  Einrechnung  eines  periodischen  Factors  in 
p(n),  die  Gleichung  fliesst 

Setzt  man  bierin  n--n  flir  n  und  lässt  n  als  ganze  positive  Zahl 
(p(n  — n')=p(n))  zur  Grenze  od  übergehen,  so  erkennt  man  sofort,  dass 
p  (n)  =  1  sei.     Macht  man  noch 

a  — il=3a,     o  — /3s=6,     a  +  1  — JL  — j3  — w  =  a  +  6  — a  — «  +  1  =c, 
io  Usst  sich  das  Re^ltat  schreiben  DigitizedbyCnOOglC 
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oder 

11)  fac{x-\)ifac(y-l)fac[z-i) 

1  %ri/ac(m  +  2  — a:— 1) /ac(m+y  — x— 1) 

~/öCl2  — a:  — l)/ac(i/  — «— 1)-^  /a6f»/Wc(iii+y  +  t  — a:— 1) 

Setzt  man  die  hieraas  für 

/Vic(fi  +  a  +  6  — 1)  :/*ac(f*  +  a  — tf)/rtc(f4  +  ii  — ö") 
sich  ergebende  Samme  in  die  Reihe 

y/'flc(m  +  g+6-l)/Vicfm  +  g  +  ^'-l)/<ir(m  +  fl  +  6^-1) 
^J  fuc  m  fac  (iw  +  a  —  «')  /ac  (m  +  a  —  «") 

ein,  80  findet  man,   wenn  zar  momentanen  Abkürzung  s  für  a-^-d-^a* 
+  6  +  ^  +  ^'  geschrieben  wird,  für  dieselbe  den  Ansdrack 
yi/Vic(m  +  <i  +  6-l)/Wc(m  +  fl4-^"-l)  y     fac{m--d''b)fac{m-d'-b) 
-^     fac  (—  «'—  b)  fac  (—  «"—  />)  fac  m    ^J  fac  (in)  fuc  (m  +  m'+  a  -  d-  «"-6+1) 
_  y  fac (m^- r/- ft )  /ac (m'- d'—  b)  yi  fnc{m  +  a  +  b'''l)  fac{m  +  a  +  b"-l) 
~"-^  /bc  (—  rt'—  6)  /Vir  (—  a"—  6)  /Vicm'  ^^  /«ic  m  fac  (m  +  m'+  u  -  o'—  «"—  ^  + 1) 
_  fac(a-}-d-l)fac{a'\-b"''i)  \^  facim^-d—b)  facjm-^d'—b)  facjm-^s+l) 
fac  (-  a'-  b)  fac  (-  a"-  ft)  .^— ^  /Wc  m  fac  (m+l  -  a'-  a"-  6  -  b')  fac  {m  -f  1  -  a'-a"-  b  - 6") 
oder  in  der  in  der  Einleitung  gegebenen  Bezeichnnngsweise 

12^   F  (^'  ^''  ^"\  ^ /Vyr  (fl  -  d)  fac  (a  —  d')  fac  (1  —  s) 

^      '"\6,  b\  b")      fac{a+b''i)fac(l-d-d'-b-b')fur{l-'d''d'-b-b") 
VF      l"-^'     d+d'+b'-^l,    d+d'+b"^l\ 

^^-Hi-fl',      1-«",         2-*+6  /• 

Die  hierdurch  in  Bezug  auf  die  Reihe  F  gefandene  Transformation  lüsst 
sich  auf  die  transformirte  Reihe  noch  einmal  anwenden  und  liefert  so 
die  neue  Beziehung 

fac{a^d')fac(l^s)  (a,  d,  ^-6-1     \ 

Art.  n.  Die  dreigliedrige  Eecursionsformel. 
Auch  drei-  (und  mehr-)  gliedrige  Recursionsformeln  von  der  Form 
^«9>(«  +  2)+^«<p(«  +  l)  +  C„(p(«)  =  0 
lassen  sich,  wenn  i^„,  ^„,  Cn  in  n  ganze  Functionen  sind,  mittels  der 
Methode  der  unbestimmten  Coefficienten  durch  Facultätenreihen  lösen. 
Im  Allgemeinen  freilich  werden  die  Coefficienten  wieder  durch  Recur- 
sionsformeln   bestimmt,    deren   Lösung  dieselben ,' viellei^it-^ioch   mehr 
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Scbwierigkeiten  macht,  als  die  vorgelegte  Formel  selbst.  Allein  ein 
Gewinn  ist,  abgesehen  davon,  dass  in  speciellen  Fällen  diese  Methode 
völlig  zum  Ziele  führt,  doch  dabei.  Die  letzteren  Recnrsionsformeln 
brauchen  nämlich  nur  für  eine  Folge  ganzer  Zahlen  gelöst  zu  werden, 
and  man  kann  daher  von  den  Coefficienten  jedesmal  soviele  wirklich 
ausrechnen,  als  man  will.  Die  Reihe,  auf  welche  die  Methode  der  un- 
bestimmten Coefficienten  führt,  ist  hingegen  eine  Function  der  complexen 
Veränderlichen  »,  und  deshalb  ist  diese  Darstellung  wichtig.  In  man- 
chen Fällen  aber  ist  die  zur  Lösung  der  gegebenen  Formel  nöthige  Hilfs- 
recursionsformel  einfacher  als  jene,  und  kann  völlig  gelöst  werden,  wie 
in  dem  hier  zu  betrachtenden  Falle,  in  welchem  Jni  ^m  ^'n  iu  n  linear 
sind.  Alsdann  erhalten  wir  auch  für  die  vorgelegte  Formel  die  vollstän- 
dige Lösung. 

Zuerst  erinnern  wir  an  den  bekannten,  völlig  elementar  zu  erwei- 
senden Satz,  dass  zwischen  je  drei  Lösungen  einer  dreigliedrigen  Recur- 
sionsformel  eine  lineare  homogene  Gleichung  besteht  mit  periodischen 
Coefficienten.  —  In  der  That,  es  seien  9>i(»),  9^2 (^)i  9d(")  drei  Lösungen, 

flO   Iflt 

för  fi  =  1   oder  f*  =  2.     Setzen  wir 

Jfi  (fi)  =  g)3  (w  + 1)  g>^  (n)  -  9,^  (/i  +  1)  qp^  (w)  , 
so  ist  ^i{n)  sowohl,    als   auch  d^{n)   eine  Lösung  der  Recursiunsformel 
i^n  ^(n+l)  =  Ci  ^(^)  nnd  es  können  sich  deshalb  ^i{n)  und  ^2(")  ^^^ 
durch    einen    periodischen    Factor    unterscheiden,    oder    es    ist    J^W  ^ 
p{n)Ji(n).     Daraus  folgt  weiter 

Diese  zweigliedrige  Recursionsformel  wird  identisch  erfüllt,  wenn 

n  («)  =  9i  (w)  (g>2  («)  -  P  W  9>i  («))  =  «^2  (")  9>2  {")  +  ^1  ('0  Vi  (P) 
gesetzt  wird,  und  wenn  g^{n)  und  folglich  gi{n)=^ p{n)g^{n)  periodische 
Functionen  sind.  Es  ist  also  (p^{n)  nothwendig  als  Summe  von  q>i{n)  und 
qPjCn)  mit  willkürlichen  periodischen  Factoren  darstellbar,  oder  es  besteht 
zwischen  <Pi(^),  «PsC'O  ^^^  9^8  ('0  ^^°®  lineare  homogene  Relation  mit 
periodischen  Coefficienten ,  w.  z.  b.  w. 

Verstehen   wir  unter  ^,    Ä,  C,   «,   o',   v  Constanten,  so   kann   die 
dreigliedrige   Recursionsformel    im   Allgemeinen    auf   die  Form   gebracht 
werden 
14)  J{n  +  a  +  l)g>(n  +  2)+B{n+v)g>{fi  +  l)  +  C{n  +  a')q>{n)^0, 

Die  Ausnahmefälle  würden  als  Grenzfälle  zu  behandeln  sein. 

Die  Anzahl   der  in  dieser  Formel  enthaltenen  Constanten  lässt  sich 
vermindern  durch  die  einfache  Substitution  ^^  . 

(p(«)  =  ^«  <p\n).  Digi^i^^^  by  v^oogle 

22* 
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Um  zu  erkennen,  wie  k  bestimmt  werden  mnsB,   damit  die  Lösung  ver- 
einfacht werde,  setzen  wir 

q) (n)  s=  Ar»  2a^^  /ac (n  +  f*  —  1) :  /ific(n  +  a—  1) 
in    die  Formel   14)    ein,    wodurch    wir  [unter  Fortlassung  *  des  Factors 
A"  :  fac  (n  +  a)]  zu  der  Bedingung  gelangen 

Zafj,\Ak^  fac{n  +  ix  +  \)  -^^  ß{n^v)  fac{n  +  ii) 

+  ^(«  +  «)(w  +  «)Aicn  +  f»-l  =  0. 
Transformirt  man  noch  durch  die  Gleichungen 

(«  +  «)(«  +  «') /ac(w  +  ^-l) 

so  nimmt  die  Bedingung  die  Form  an 

0  =  -So^|Z/öc(/i  +  p  +  l)-^f^/ac(n  +  fi)  +  C(>-a)(^-«)/fl<^(«  +  K-l). 
worin  zur  augenblicklichen  Abkürzung  L  und  Mfi  bez.  för 

Akk'{'Bk'\'C,     /?Ä(|^  +  l-i,)  +  C(2,i  +  l -«-«') 

geschrieben   wurde.     Diese  Bedingung  vereinfacht  sich,   wenn  k  so  ein- 
gerichtet  wird,  dass 

wird,  also  wenn 

k=^(j-B±y{Bß'-^ACy)x2A 

angenommen  wird.     In  diesem  Falle  bleibt  die  Bedingung  zu  erfüllen 

woraus    auf    Grund    der    Methode    der    unbestimmten    Coefficienten   die 
Gleichung  entspringt 

«f/tt  ^/»  =  «A* + 1  ( f4  + 1  —  a)  (f*  +  1  —  «  ). 
Die  Lösung  dieser  Gleichung  ist 

Schreiben  wir  x  für  {Bk  +  iC)\C  und  /3  — 1   für 

((l-t;)i^^  +  (l-.«-a')C):(^*+2C), 
so  können  wir  fttr  a    eine  der  beiden  Formen  w&hlen 
:r^/ac{^  +  /3~l)  {^xY 


15) 


die  sich  nur  durch  einen  in  n  periodischen  Factor  unterscheiden. 

Wird  die  Reihe  £aßfac(n  +  fi  —  l):fac{n  +  a'-l)  als  aufsteigende 
angenommen,  und  ist  n'  das  kleinste  vorkommende  fi,  so  muss  a^'-i 
Null  sein,  was  eintritt,  wenn  ii  entweder  gleich  a  oder  gleich  a  gemacht 
wird.     Diese  beiden  FÄlle  liefern  für  <p{n)  die  Lösungen       ^ö"^ 
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j      yi  A:''Ayc(»»  +  «-*-/^-l)/qg(w4-g-f-w-l)x«+*" _  k"  fac (a - a)       /«,  «'     \ 
17)  'V  ^  x^^facjm  +  «'+  /3  -  1)  /Vic  (m  +  «'+«-!) 


/f/COT  /*ac  (m  +  a'—  «)  fac  («  +  «—!) 


Zur  Convergenz  dieser  Reihen  ist  es  im  Allgemeinen  nöthig,  dass 
tibsx^l  sei.  Unter  dieser  Voraussetzong  bilden  aber  16)  nnd  17)  zn-. 
sammen  eine  vollständige  Lösung  der  Recnrsionsformel  14),  d.  h.  es 
bestebt  zwischen  ihnen  keine  lineare  homogene  Relation  mit  periodischen 
Coefficienten,  oder  ihr  Quotient  ist  keine  periodische  Function.  —  Der 
Quotient  der  beiden  Ausdrücke  16)  durch  17)  ist  nämlich  eine  Function 
TOD  n,  die  in  der  Folge  a  —  1  unendlich  gross  wird,  während  sie  in  der 
a— 1  conjugirten  Folge  endlich  bleibt,  und  kann  daher  keine  periodische 
FoDction  von  n  sein,  da  diese,  wenn  sie  für  n  =  ^a  +  l  unendlich  gross 
würde,  in  der  ganzen  zu  a  gehörenden  completen  Folge  unendlich 
gross  werden  mtisste. 

Die  Rectirsionsformel  14)  wird  nun,  wie  schon  oben  bemerkt,  da- 
durch ärmer  an  Constanten  und  somit  einfacher,  dass  wir  q>Xn)  an  Stelle 
von  qt{n)  Ar""  setzen  oder,  was  dasselbe  ist  und  was  daher  die  Allgemein- 
heit nicht  beschränkt,  dadurch,  dass  wir  J^  ß^  C  bo  einrichten,  dass  ein 
Werth  von  k  gleich  Eins  wird.  —  Es  wurde  x  ^{Bk  +  2C):C  gesetzt 
und  es  muss  also,  wenn  Ar  =  l  sein  soll, 

^:C  =  a?-2,     A+B  +  C=A+C{x^l)  =  0,     ^  =  C(l-x) 

sein,  wodurch  die  Recnrsionsformel  die  Gestalt  annimmt 

18)  0  =  (l-x)(w  +  a+l)^'(//  +  2)  +  («  +  «)<p(/i) 

^((2^x)n  +  x{ß^l)  +  {a  +  a'+\))q>{n+\). 

Geht  man  an  die  Lösung  dieser  Gleichung  mit  denselben  Mitteln, 
wie  oben  an  die  Gleichung  14),  so  hat  man  für  die  dort  auftretende 
Grösse  k  wegen  des  doppelten  Zeichens  zwei  Werthe,  von  denen  der 
eine  natürlich  Eins  ist,  weil  k  durch  die  Gleichung 

kk{l-'x)-^k{2-x)  +  l  =  0 

XU  bestimmen    ist.      Der   zweite   Werth    ist    l:(l--x)    und    es    genügt 
<?(ii)  =  (l  — a;)"^(»)  der  Recursionsformel 

w  +  a-1 


1-x 

(2-ar)«  +  ar(/S-l)  +  «  +  «'+l 


^(n  +  2) 

^{n  +  l)  +  (n  +  a)^,{n)  =  0 


i-x 
oder  der  Formel  nn.r^n]r> 
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19)  {l-^){"  +  a-\)rl,{„  +  2)  +  („  +  a')p{„) 

Bezeichnen  wir  die  allgemeine  Lösung*  fp{n)  von  18)  mit  /*(    *      xj, 
80  wird  die  Lösung  ^('0  von   19)  mit 

/  «,  «'  _x_\ 

M  — «  —  «  —  /3,  n    o:— 1/ 

zn  bezeiclinen  sein,  und  da  i/;(«)=  (1  — j*)"  g>(w)  ist,  so  wird  die  Gleich- 
ung angesetzt  werden  können 


20) 


die  jedoch  nicht  so  ganz  wörtlich  zu  nehmen  ist.  Sie  bedeutet  nur,  dass 
eine  Lösung  der  Gleichung  18),  durch  die  Gleichung  20)  transformirt, 
wieder  eine  Lösung  der  Gleichung  18)  ist.  Daraus  folgt  noch  nicht,  dass 
die  transformirte  und  die  ursprüngliche  Lösung  einander  wirklich  gleich 
seien,  weil  ja  erst  zwischen  drei  Lösungen  der  Recursionsformel  eine 
Gleichung  zu  bestehen  braucht.  Dass  aber  die  Transfofmation  20)  sn 
einer  wirklichen  Gleichung  ffihrt,  wenn  man  sie,  nach  Hin zuftigung  eines 
einfachen  Factors,  auf  die  Lösung  16)  anwendet,  kann  leicht  dircct  be- 
wiesen werden. 

Zur  Abkürzung  werde 
1  — «— a'--/5==  Ä   und    /i=:/ac(a  —  a')  :/oc(a  + tf— 1) /ac(a  +  /i  — 1) 
gesetzt,  alsdann  ist 

('->-'■-(;::■  .4,) 

(— .r)«^     'Snixr  fac(m  +  a+6'^\)fac{m  +  a  +  n'-'l) 
"^  (1  — a:)«+"  ^  (a  — l)«/acm/ac(w  +  a—  c7)  ' 

Hierfür  kann  man  schreiben,  wenn  man  (1 —a:)- «-"""'"  nach  dem  bi- 
nomischen Satze  entwickelt, 

(r-^r^         facmfac(m  +  a  —  a)        ^  facm 

_  ^a:«"/<ic(mH-a  +  w  — 1)  ^  fac {m  +  g  +  ^  —  J ) (—  >»>  ^') 

__  ^  0?*"  /<ic(m  +  g  +  «  —  1)  /Vic (m  —  tt!—  d)  /ac (c  —  «') 

-(-»"'.(,_„i',_,,:'«)-(-')-'.(;;:'-). 

wobei  10)  angewandt  wurde.  —  Da  in  der  somit  gewonnenen  Gleicbimg 
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vp,  «     /  \1  — «  — a  — p,  «    a;  — 1/ 

HdIm  ß  mit  »  vertauscht  werden  kann,  so  muss  auch 

\py  n     /       ^  \p,   1  -a  — a— «    x--\J^ 

sein,  also  mnss,  a;:(a?— 1)=2  gesetzt, 

seiD.  Ersetzen  wir  hierin  z  durch  o;,  d  durch  j^,  so  gewinnen  wir  vier 
in  der  Form  verschiedene,  aber  einander  gleiche  Grundformen  für  die 
hjpergeometrische  Reihe,  nämlich 

21)F,(«'«'x)  =  fj'         "',.,       "'    ,       <r)(l-x)t-« -"'-/'- 

-(-»-'•.(,_.:v-ft:'i^i)('-)- 
■-(-'>-"-(i-.-.--,,;'^)<'-"-'- 

Die  erste  dieser  Gleichungen  könnte  übrigens  mittels  11)  auch  leicht 
direct  hergeleitet  werden,  was  nur  beiläufig  erwähnt  werden  mag. 

Art.  IIL    Die  venohiedenen  Formea  der  Lösungen.    OreniworUie. 

Die  Gleichungen  21)  enthalten  vier  Lösungen  der  Recursionsformel 
18),  vier  Lösungen  erhält  man,  wenn  man  auf  17)  dieselben  Transfor- 
mationen anwendet,  als  die  sind,  durch  welche  die  Formen  21)  aus  16) 
gefunden  wurden.  Die  hieraus  fiiessenden  einander  gleichen  Lösungen  sind 
22^  /^^-fa  +  ^^-t)  j,  /«,  «'  A_(l-^)g-V«r(«  +  «^-l)  /«,  «'  \ 
*Vflc(«  +  «-l)        V/3,  «     /  /-acC/i  +  a-l)  '^\q,Q      ) 

^(-,l)~«7^c(n  +  tt^-l)        /g,«       X    \ 
(1  — ar)»/ac(/i  +  «~l)     "V^,  nj:-!/ 
_  (-~l)-«7ac(n  +  a-->l)        /«,  a'      rp     \ 
(l-ar)/»/bc(n  +  «-l)    *  \^', /5   a:-iy' 
^  =  1 — «  — a  —  j3,     ^'«=1  —  «  — «' — «. 
Die  Brauchbarkeit  dieser  acht  Formen  hängt  von  dem  letzten  Elemente 
der  hypergeometrischen  Reihe   ab.     Vier   von   ihnen   sind  brauchbar,   so 
lange   abiX'^l    ist,   die  vier  anderen,   so   lange  abs  x  \  (x -— \)  ^\  ist. 
Demnach  giebt  es  in  Bezug  auf  x  ein  Werthgebiet,  in  welchem  alle  acht 
Lösungen  brauchbar  sind,  nämlich  das  Gebiet,  welches  in  der  :r- Ebene 
sowohl  dem   um   den  Punkt  mit  dem  Radius  Eins  geschlagenen  Kreise, 
als  auch   der  Halbebene   angehört,   welche  die  x  enthält,   deren   reeller 
Theil  <^  ist.     In  dem  Gebiete  hingegen,  welches  sowohl  ausserhalb  des 
EInheitskreues,  als  auch  ausserhalb  jener  Halbebene  lieg|,y,|yii|4y<Ul9^Q^^lc 
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Lösungen  unbrauchbar,  man  ist  daher  genötbigt,  sich  nach  weiteren 
Lösungen  umzusehen.  Wir  finden  aber  sofort  eine  Lösung,  die  brauch- 
bar  ist,  so  lange  öftj.r>l  ist,  wenn  wir  die  Reihe  -^«^^/«^(n  +  fi  — 1): 
/ac(w  +  a— 1),  durch  welche  wir  18)  integrirten,  eine  absteigende  sein 
lassen.  Dann  ist  (— ar/*  :/ac(— fi  — /3)/ac(fi— «) /Vic-(fi— «')  für  «^  an 
setzen  [vergl.  15)]  und  für  fi^  das  höchste  in  der  Reihe  vorkommende  fi, 
ist  —  j3  zu  wählen,  damit  a^'^.|  =  0  sei.  Schreiben  wir  noch  —  m  — fJ 
für  fi,  so  gewinnen  wir  die  Lösung  ' 

£(-^xy'^'fifac{n-m-ß'l):facmfac{-m-tt-ß)  faci-tn-a-ß)  fav(n+a-\) 

-PW  ^  facmfac{fn  +  ß--n) 

oder  mit  Unterdrückung  eines  periodischen  Factors 
/V,c(-n-«)  ^  /ft  n^   ]_\ 
fac(ß—n)      ^\aj  et    x/ 
Mit  Hilfe   der  in  21)  enthaltenen  Transformationen  erhalten  wir  hieraus 
die  vier  neuen  einander  gleichen  Lösungen 

faci-n-a)       (ß,  n    IN      {^''J    'M'»-")        /(,,  ,.    y. 
fac{ß-n)    'fKa,«'   x)~  fnc{p-n)  ^U,  a'  xj' 

(-.)->(i-i)-^^(-.-„)  , 

fac(ß-n)  ^Vtf,  a    l-;r/ 

J-l){l-^)~'raci-a-n)  ^ 

facin-ß)  ^\a,  a'  l-J' 

tf=l^a  — j3  — n,     c'^l^-a  —  ß  —  n^     ^  =  1  — ä— a  — /3. 

Löst  man  ebenso  die  Recnrsionsformel  19)  durch  eine  absteigende 
Reihe  und  multiplicirt  die  Lösung  mit  (1  '-'^)~",  wodurch  sie  zu  einer 
Lösung   von   18)   wird,   so   erhält  man    die  vier  neuen  Lösungen  (f  =  l 

-«-«'- (j) 

(l-ar)-Vac(-«-«)  ^  /g,    n  j_n 

fuC(Q  —  n)                '\a,    «  «/ 

_(!-»)- /ac(-«-H)^/         ff,  „          j_n 

fac{Q—n)      »ViJ  +  a— n,  ß+a'—n          x) 


24) 


^(-l)-ta«"/äc(-«,-n)      /        p,        «  \ 

_(-l)->.Vae(-«-l)       /,,         „  ^_    X 


(1  — a:)"/ac(^— w) 

Damit  sind  die  Lösungen  der  Gleichung  18)  durch  hypergeometriscbe 
Reihen  noch  nicht  erschöpft.  Man  findet  vielmehr  leicht  noch  die  acht 
Lösungen  .  ^  ^  tized  by  QiOO^^ 
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25) 


ond 


^  fac(n-^ß)"     "     -/'Vl-a,    1-«'    a:  J 
/^_  j_y-"       facin-'ß)         -^\a  +  ß  +  N,  a+ß  +  n    x) 

/j_l^\«'-»  fac{n-^ß)        -^\a  +  ß  +  u,  i--a    1-xJ 

/flc(yi  +  «-l)  ^^    /->e,        -"    i_i\ 
/flrc(n  — ^)  *\1— a,   1  — a'  x/ 

^x-ß-""  facin  +  u  —  X)  (         "^^  "■'*  1       1^ 

^^(-l)ea:^«/ac(«  +  «'-l)   _.      /         -^,  -ri  \ 

fac(n-Q)  '^-9\i^„'^ß  +  n,l-^tt  J 

^  1^1)9  x^-^'fac{n  +  a'^l)  (        ~p,  -«  \ 

Dm  zu  diesen  Formen  zn  gelangen,   machen  wir  in  18)  die  Substi- 
tution it  =  — n^  — 2,  wodurch  diese  Gleichung  die  Gestalt  erhält 

(l-a?)(n^  +  l  — g)y(-ii^)  

-|(2-a;)«,+x(-/J-l)-a-«'+3J9(-w,  +  l)  +  K+2-«)9>(-«i  +  2)  =  0. 

Schreiben  wir  weiter  a\   für  1  — a,   «^  für  1  —  «',   j^j  für  — /3,  und 
maltipliciren  mit  (1  — ap)""*»"*,  so  erhalten  wir  die  Gleichung 

Betrachtet  man   9)(— n^)(l  — o?)— "»   als  Unbekannte,   so  ist  offenbar 
die  Lösung  dieser  Formel  in  der  Gleichung  enthalten 

^c-«.)(i-a,)-.=r(;;;;;<r) 

vnd  wir  erhalten  fttr  18)  die  Lösang 
W)  9'(«)  =  /'(^;  ji»)  =  »(-«,-2) 

Hierdurch  ist  eine  Transformation  gewonnen,  welche  auf  23)  angewandt 
<iie  Lösungen  25),  auf  24)  angewandt  die  Lösungen  26)  liefert.  Wen- 
det man  die  Transformation  auf  die  erste  Form  in  21)  an,  so^rh&lt 
»an  die  sweite.  DigitizedbyCnOOglC 
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Die  unter  21)  bis  26)  aufgestellten  24  Formen  enthalten  für  einen 
beliebigen  Werth  von  x  immer  mindestens  zwölf  brauchbare.  Dass  sich 
unter  diesen  zwölf  Lösungen  immer  von  einander  unabhängige  vorfinden, 
wird  sich  im  folgenden  Artikel  von  selbst  ergeben.  Auf  den  die  Con- 
vergenz  begrenzenden  Linien  können  gelegentlich  noch  mehr  von  diesen 
Formen  gleichzeitig  brauchbar  sein.  Es  sind  diese  Formen  die  einfachsten 
Darstellungen  der  Lösungen  in  Keihenform.  Man  kann  aber  durch  eine 
Substitution ,  die  für  den  speciellen  Fall  der  Kugelfunctionen  von  Herrn 
Heine  zuerst  angewandt  ist,  eine  allerdings  complicirtere  Reihe  erhalten, 
die  einerseits  für  jeden  Werth  von  x^  der  nicht  rein  reell  und  grösser 
als  Eins  ist,  convergirt,  andererseits  einen  gewissen  Grenzübergang  ge- 
stattet, der  für  die  Kettenbruchentwickelung  wichtig  ist.  Diese  Snbsti* 
tution  besteht  darin,  dass  4?  :(!  +  «)*  für  x  gesetzt  wird.  Multipllcirt 
man  noch,  um  einen  Parameter  zu  gewinnen,  mit  (l+s)"*'^,  so  erhält 
man  die  Gleichung 

Ordnen  wir  nach  Potenzen  von  2,  m"  für  m-^m^  m^^m'—m  setzend, 
so  gewinnen  wir  hieraus  den  Ausdruck 

-{^(l,m)(l-«',m)-^  /-aerm")  A»c(2m  +  2d-l) 

-^        facm"  fac{2B^\y    ^     (1.  vi)(l- a  ,  m)Cd,  m)(d+|,  «)  ' 

Dieser  Ausdruck  vereinfacht  sich,  wenn  i=^ß  angenommen  wird,  indem 
er  dadurch  die  Form  annimmt 

^       facm/ac{2ß'-l)         ^-m,  m  +  2j5,  ffj' 
die  vermöge  der  Gleichung  13)  in  die  Gestalt  gebracht  wird 

Zwischen  z  und  x  besteben  die  Beziebtingen 

Dos  Voraeiehen  ist  so  su  wählen,  dass  s  mit  jc  versobwindet.    Der  Oreox- 
ttbergang,  der  sich  in  dieser  Form  leicht  ansfttbren  lässt,  betriit  die  FanetioD 
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F(a  -f-  (ö,  6  +  ß),  c  +  2 1»,  a)  , 
in   d^r  a>   fpositiv   oder   negativ)   über  alle  Grenzen    wacliscu   soll.     Es 
liefert  nämlich  unser  obiger  Ansdruck  die  Beziehung 

a=o„       Vp  +  o»,    p  +  M       / 

^  facmfac{^-a'—ß-ß'-m)    »V-m,  1  +  /»-/»'  / 

_ V^-C^'+P  +  Zr-j.  m)       /    0,     ,«  +  „'+jJ  +  ^'-i  _    \ 
^  (l.m)  'n-m,  i+ß-ß^  V- 

Vergleicht  man  diese  Summe  mit  der  in  der  Einleitung  gegebenen  Formel 

deren  rechte  Seite  für  «  =  —  1,  v  =  i+/?— /5',  ^z=z  a'+ß  +  ß'—^,  s=z 
mit  jener  Summe  übereinstimmt,  so  findet  man  (1  +  z  =  2(1  —  yi  ■—  a:) : x) 

oder  in  Gauss'  Bezeichnung 
28a)  limF(a  +  io,  ft  +  w.  c  +  2«,  a:)(l+t)-2» 

= u + 0^+*-^ .  0  -  s)"-''-*-^ 

wobei  es  gleichgiltig  ist,  ob  m  positiv  oder  negativ  über  alle  Grenzen 
wichst 

Im  nächsten  Artikel  werden  wir  noch  von  einem  andern  Grenzwerthe 
Gebrauch  machen,  dessen  Herleitung  deshalb  hier  folgt.  —  Es  ist  evi- 
dent, dass 

/im  Fa  (    '      ^       x]  =  a^y     absx  <  1 

wird,  wenn  der  reelle  Theil  von  o  positiv  über  alle  Grenzen  wächst. 
Wenn  aber  o  negativ  reell  über  alle  Grenzen  wächst,  in  welchem  Falle 
wir  —  (D  für  fl>  schreiben  wollen,  so  würde  das  allgemeine  Glied  der  hyper- 
geometrischen Reihe 

/tfc(a-f-  |3-f  w  —  1)  /gc(ft  +  /f-f  m  —  1)  facja  —  «  -  m)  ar"»-*-« 
fac(^a  +  ß  —  l)  /bc(a-j- j5  —  1)  fac m  fac (a  —  a  +  m  —  ta) 
in  untersuchen  sein.  Für  bestimmte  endliche  Werthe  von  m,  m>0,  con- 
vergirt  dieser  Ausdruck  gegen  Null,  wenn  co  positiv  über  alle  Grenzen 
wächst.  Ist  hingegen  der  Ausdruck  m  grösser  als  o,  so  kann  der  Ans- 
druck mit  wachsendem  o  sehr  gross  werden,  woraus  der  Untersuchung 
erhebliche  Schwierigkeiten  entspringen.  Wendet  man  aber  die  Gleichung 
an  (jf=  X^a  —  a  —  ß) 
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nnd  setzt  mau  voraus,  dass  nicht  blos  a^j.'<Clt  sondern  ancli  ubsx: 
(a;— 1)<1  sei,  so  Iftsst  sich  die  rechte  Seite  leicht  untersuchen.  Es  ist 
nämlich 

"V^-w,       ß'        x-^lJ      J^Xx-x)         (i;m)(a-«'+l-«,fii) 
^y/  X  y^^^  +  ß\m)       yr/   >r   \^^^{a  +  ß\m))     (g-o),»»)         I 
^\x-\)  (l,m)      '*'^\ar-l/  (1,  mj      |(a-a+l-o),  w)'  ) 

Unter  der  Annahme,  dass  a  —  a'+l  — o)  nicht  gerade  eine  ganze 
negative  Zahl  sei,  wird,  wenn  m  einen  bestimmten  endlichen  Werth 
bedeutet, 

(^  — ©,  m)  :  («  —  «'+ l—w,  iii)  — 1 

für  wachsende  o)  beliebig  klein.  Für  grössere  Werthe  von  m,  die  zu  m 
in  ein  endliches  Verhältniss  treten,  wird  (o; : (o?  —  1))""  sehr  klein,  und 
das  Product  dieser  Potenz  in  seinen  Coefficienten  in  der  obigen  Summe 
convergirt  ebenfalls  gegen  Null.     Demnach  wird  die  Summe 

-y/    X    y+^'Cc  +  ftm)   (g^a,,m)-(tt--g^+l-»,m) 
^\x—\)  (l,m)  (a-a'+l -.«,!«) 

'  für  wachsende  oi,  unter  der  Annahme 

absx  <  1 ,     abs  (a: :  (o?  —  1))  <  1 » 
gegen  Null  coavergiren,  und  man  erhält  die  Grenzwerthe 

29)  Im  Fa{V  **  +  ®  a;^  =  a:«      lim »=+00. 

Es  stimmt  also  dieser  Grenzwertb  unter  der  in  Bezug  auf  x  gemachten 
Bedingung  mit  dem  überein,  der  für  negativ  wachsende  m  erhalten  wird« 

Bemerkung.     Mit  Hilfe  der  evidenten  Formel 

30)      -...■(;.7^)--4;;:^j';:-) 

findet  man 

womit  die  zweite  der  Formen  unter  25)  vereinfacht  werden  kann. 
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XXI.   üeber  die  Stnrm'sohe  Methode  der  Ableitung  des  Additions- 
theorems der  elliptischen  Integrale  erster  Oattnng. 

Die  Stürmische  Methode   zur  Integration  der  Differentialgleichung 
dx      dy 


besteht  bekanntlich  darin ,  dass  nach  Fortschaffung  der  Nenner  die  Gleich- 
«Dg  durch  1  — Ä*x*y*  dividirt  und  dann  nach  .Theileu  integrirt  wird, 
wodurch  man  zuletzt  auf  die  Formeln 

y 

X  Jt/  +  y  Jx 


rdx     rdy^  ^  rdz^ 

J  Jxy    Jy     J    Jz 


0  0  0 

kommt.  Diese  Methode  besitzt  allerdings  die  Vorzüge,  dass  sie  das 
Problem  der  Addition  zweier  elliptischen  Integrale  erster  Gattung  direct 
löst  und  auch  an  Einfachheit  Nichts  zu  wünschen  übrig  lässt.  Indessen 
leidet  sie  an  einem  Mangel,  den  auch  Dur  fege  in  seiner  Theorie  der 
elliptischen  Functionen  rügt  und  von  dem  er  sagt,  derselbe  bewirke,  dass 
diese  Methode  beim  ersten  Studium  keine  rechte  Befriedigung  gewähre. 
Han  fragt  sich  nämlich  vergebens,  aus  welchem  Grunde  man  vor  der 
Integration  durch  den  Ausdruck  1  — ^'o:'^^  dividiren  muss,  um  eine  in- 
tegrirbare  Gleichung  zu  erhalten. 

Der  angeführte  Mängel  lässt  sich  nun  leicht  dadurch  beseitigen,  dass 
man  die  gegebene  Differentialgleichung 

Jy  dx  -f-  Jx  dy  =^0 
behufs  Integration   mit   einem   vorläufig   unbekannten  Factor  multiplicirt 
und  diesen  nachher  zweckmässig  bestimmt. 

Aus  der  Differentialgleichung 

1)  ^  +  '-7-^0 

Jx      /ty 
«rgiebt  sich  einerseits 

y 


r-^^-n-n. 


und  andererseits 
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3)  Jy.dx  +  Jx.dy  =  0. 

Um  diesen  Ausdruck  zu  integriren,  mnltiplicire  man  ihn  mit  einem  vor- 
Ifinfig  unbekannten  Factor  F,     Man  erhält 

Fdy.dx+  FJx.dy=:0  , 

und  hieraus  durch  Integration  nach  Theilen ,  wenn  C  eine  Constante  ist, 

4)  (a-  Jy+y  Jx)F''ßx  d{FJy)  +  y  d{FJx)]  =  C\ 

Bestimmt  man  nun  die  Function  Fso^  dass  der  Ausdruck  unter  dem 
Integralzeichen  verschwindet,  so  bleibt  als  Integral  der  Differential 
gleichung  1)  resp.  3)  die  Gleichung 

5)  (xJy  +  yJx)F=C. 

Da  der  Ausdruck  unter  dem  Integralzeichen  symmetrisch  nach  x  und 
y  ist,  so  iHsst  sich  erwarten,  dass  auch  F  eine  symmetrische  Function 
von  X  und  y  sein  wird.  Nimmt  man  als  eine  der  einfachsten  dieser 
Functionen 

F:=q>(xy), 

so  erhält  man  nach  obiger  Bedingung 

xd[q>(xy)./iy]  +  ydl(p(xy).Jx']  =  0 
oder  nach  Ausfiihrung  der  Differentiationen 

6)  M(p\xy)+Nq>{xy)^0, 
worin  zur  Abkürzung 

M^ix  Jy  +  yJx)(x  dy  +  y  dx)^     N=  x.d  dy  +  y,d  Jx 

gesetzt   ist.     Die  Grössen  Af  und  N  lassen  sich  folgendermassen  umfor- 
men.    Es  ist 

M  =  x^Jydy  +  y^  Jx  dx  +  xy{dy  dx+  Jx  dy) 

oder  mit  Rücksicht  auf  1)  resp.  3) 

d  X 

n  X 
Hieraus  wird  mit  Benützung  der  Werthe  von  Ax  und  A^  nach  einigen 
Umformungen 

Ferner  ist 

V         Ay  Ax  J 

also  wegen   1) 
8)  iV=-2H»ay(y«-a»)^.  ^  , 

^^DigitizedbyCjOOgle 
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Setzt  man  die  Wertbe  von  M  and  N  ans  7)  und  8)  in  6)  ein  und 
dWidirt    die  sich   ergebende   Gleichung   durch   den   gemeinsamen   Factor 

(y*— x*)-— ,  80  erhält  man 

/MX 

(1  —  x«a:«y«)  q>\xy)  —  2x^xy(p  {xy)  =  0. 

Für  xys=u  wird  hieraus 

(1  -  x«w«)  fp(u)  --  2x««  g>{u)  =  0 
oder 

(1  -  x«u«)  dg>{u)  +  (p (m)  rf(l  -  K^u^)  =  0. 

Der  Ausdruck  auf  der  linken  Seite  ist  aber  das  vollständige  Differential 
der  Function  (1 —  «*«*)  g>(M),  also  ist,  wenn  C  eine  zweite  Gonstante 
bedeutet» 

oder  wegen  u  =  xy  und  F^s^qf^xy) 

1-x^x^y^' 
Wird  der  Werth  von   F  in  5)  eingesetzt,  so  ergiebt  sich 
x/ly  +  yJx  __  C  ^ 

Aus  2)  folgt  aber,  dass  für  x  =  0  zugleich  y=z  wird ;  substituirt  man 
diese  speciellen  Werthe  für  x  und  y  in  die  letzte  Gleichung,  so  vird 
c  =  2;  die  Gleichung 

_^x  Jy  +y  /Ix 

~     1  —  %^x'^y^ 
enthält  also  die  Bedingung  für  die  Existenz  der  Integralgleichung  2). 
Hamm  i.  W.  Much. 


XXn.    üeber  ein  Analogen  des  Kater'sohen  Pendels  und  dessen 
Anwendung  zu  Oravitationsmessungen. 

Von  Prof.  Dr.  Finger  in  Wien. 

Das  zu  Gravitationsmessungen  gewöhnlich  zur  Verwendung  kommende 
Kater^sche  Reversionspendel  hat  den  Nachtheil,  dass  dasselbe  zwei- 
schneidig ist,  wodurch  gewisse  schwer  berechenbare  und  nicht  vollstän- 
dig eliminirhare  Fehlerqu(*llen  entstehen,  die  durch  die  bei  beiden  Schnei- 
den ungleiche  Abstumpfung,  durch  den  nicht  strengen  Parallelismus  der 
Schneiden  u.  s.  w.  veranlasst  werden. 

Der  Verfasser  empfiehlt  nun  ein  in  besonderer  Weise  eingerichtetes 
einschneidiges  Pendel,  das  auf  der  Coromutirung  zweier  mit  dem 
Pendel  mitschwingender  ungleicher  Massen,  durch  deren  Umsetzung  die 
Schwingungszeit  /  nicht  beeinflusst  wird,  beruht  und  das  die  Vortheile 
des  Kater'schen  und  BesseTschen  Pendels  verbindet.   DigitizedbyCnOOQlC 
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Befindet  sich  nämlich  der  Schwerpunkt  der  einen  Masse  m^  im  Ab- 
stände x^ ,  der  zweiten  angleichen  Masse  m,  im  Abstände  w^  von  der 
Drehaze  und  wird  die  Schwingnngszeit  i  trotzdem,  dass  die  mitschwingeD- 
den  Massen  m^  und  m^  und  dadurch  auch  die  Schwerpunktsdistanzen  x^ 
und  x^  commutirt  werden,  nicht  verändert,  so  ist  die  reducirte  Pendel- 
länge  l^x^+x^y  und  zwar  besteht  dies  Gesetz  auch  ftir  Schwingungen 
in  einem  widerstehenden  Mittel,  wofern  nur  m^  und  m^  genau  gleich 
geformt  sind. 

Es  ist  sonach  analog  dem  Kater' sehen  Pendel  die  Messung  yon  / 
unabhängig  gemacht  von  der  Bestimmung  der  Trägheitsmomente  und  des 
Luftwiderstandes  und  zurückgefQhrt  auf  gleichen  Schwingungszeiten  ent- 
sprechende Distanzmessungen  von  der  Drehaxe. 

Man  kann  aber  auch,  wie  weiter  gezeigt  wird,  den  Einfluss  der 
Abstumpfung  der  Schneide  und  der  Reibung  auf  der  Unterlage  beheben, 
wenn  man  analog  dem  BesseTschen  Pendel  die  Messung  reducirt  auf 
die  Bestimmung  der  Schwingungszeit  jenes  Pendels,  dessen  Länge  der 
messbaren  Differenz  zweier  Pendellängen,  deren  Scliwingungsaeiten  ge- 
messen wurden,  gleich  ist. 

Andere  Vortheile  beruhen  darin,  dass  die  Messung  nicht,  wie  beim 
Reversionspendel,  auf  eine  unabänderliche  Schwingungszeit  beschränkt 
ist,  sondern  man  mit  demselben  Pendel  Messungen  der  verschiedensten 
Schwingungszeiten  vornehmen  kann,  wodurch  der  Genauigkeitsgrad  des 
durch  diese  Messungen  gefundenen  wahrscheinlichsten  Werthes  der  Länge 
des  Secun  den  pendeis  erhöht  wird,  und  dass  man  ferner  in  den  Stand 
gesetzt  ist,  durch  Anwendung  einer  entsprechenden  Methode  auch  den 
wichtigen  Einfluss  der  Mitschwingungen  des  Pendelgestells  durch  Schwing- 
ungsversuche allein  zu  bestimmen,  beziehungsweise  zu  eliminiren. 

Weiterhin  werden  die  der  entwickelten  Theorie  dieses  Pendels  ent- 
sprechenden Einrichtungen  des  Pendelapparates  und  Methoden  der  vor- 
zunehmenden Messungen  besprochen. 

(Aus  den  Sitzungsberichten  der  Wiener  Akademie.    1881,  XIV.) 
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XVI. 
Onmdzüge  der  mathematischen  Chemie. 

Von 

Prof.  Dr.  W.  C.  Wittwer 

in  Begensbtirg. 


Hierzu  Taf.  VII  Fig.  1—3. 


IL 


2,   Sauerstoff. 

16  16 

Atomgewicht:  0  =  -—^.    Moleculargewicht:  00=—-. 

Io|0  wjö 

Wenn   die  Quantität   der  trSgen  Substanz   eines  Atomes   das  Sech- 

Iß 
zehnfache   von   derjenigen   des  WasserstofPatomes,   also  r^  beträgt,    so 

bekommen  wir  das»  was  die  Chemiker  Sauerstoff  nennen  und  mit  0  be- 
seichnen. 

Ist  ein  solches  Atom  inmitten  des  äthererfttlUen  Raumes  gegeben, 
so  werden  sich  zwei  Aethertheilcben  darauf  niederlassen  und  als  ge- 
bundene Aetbertheilchen  auf  seiner  Oberfläche  zwei  einander  dia- 
metral gegenüberstehende  Plätze  einnehmen.  Diejenigen  freien  Aetber- 
theilchen, welche  sich  ausserhalb  der  so  entstandenen  Verbindung  zu- 
nXchst  um  diese  herum  gruppiren,  thun  dieses  in  derjenigen  Ebene, 
welche  auf  der  Verbindungslinie  der  zwei  gebundenen  Aethertheilcben 
lenkrecht  steht  und  durch  den  Mittelpunkt  des  Massen theilcbens  gelegt 
ist.  Die  Verbindung  des  Massentheilchens  mit  den  beiden  Aetbertheil- 
chen, das  Sauerstoffatom,  wirkt  auf  sämmtliche  Aethertheilcben  der 
Umgebung  abstossend,  und  wenn  der  äussere  Aetherdruck  nicht  wäre, 
10  würden  sich  die  Aethertheilcben  mehr  und  mehr  entfernen ;  allein  aus 
dem  angegebenen  Grunde  geschieht  dieses  nicht.  Der  Aetherdruck  ist  bei 
grösseren  kugelförmigen  Räumen  dem  Kugelradius  proportional,  doch 
kann  bei  kleineren  Kugeln  die  Genauigkeit  dieses  Satzes  durch  die  un- 
regelmässige Gruppirung  der  Aetbertheilchen  der  nächsten  Umgebung 
etwas  beeinträchtigt  werden ,  und  um  Vergleicbungen  anstellen  zu  können, 
habe  ich  es  fUr  am  besten  gehalten,   unter  Voraussetzung  der  Genauig^Qlc 

ZaitMdiriA  f.  Mathemafelk  u.  Pb/aik  XXVI,  6.  ^3 
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keit  des  erwähnten  Satzes  die  Zusammenstellnng  der  Theilchen ,  die  sich 
in  einem  sonst  von  Aether  entleerten  Räume  befinden,  und  deren  Wir- 
kung untersucht  werden  soll,  nach  Thunlichkeit  gleich  zu  macheu,  so 
dass  bei  Vergleichung  der  Resultate  die  durch  die  abnorme  Oruppining 
des  umliegenden  Aethers  entstehenden  Ungenauigkeiten  sich  möglichst 
eliminiren.  Zu  diesem  Zwecke  untersuche  ich  jedesmal  das  Zusammen- 
wirken von  drei  in  einer  Geraden  befindlichen  Theilchen ,  von  denen  der 
Mittelpunkt  des  mittleren  als  Mittelpunkt  der  Kugel  gilt,  deren  Radius 
dem  Aetherdrucke  proportional  ist. 

Befindet  sich  das  Sanerstoffatom  im  äthererfttUten  Räume,  so  wird 
es  durch  die  Abstossung  seiner  gebundenen  Aethertheilchen  den  Aether 
in  einiger  Entfernung  von  sich  ha\(en,  und  es  soll  zunächst  untersucht 
werden,  wie  weit  von  ihm  zwei  Aethertheilchen  sich  anlagern,  die  sich 
diametral  entgegengesetzt  in  einer  Geraden  sind,  welche  man  senkrecht 
auf  der  Verbindungslinie  der  beiden  gebundenen  Aethertheilchen  durch 
den  Mittelpunkt  des  Massentheilchens  ziehen  kann. 

Nach  dem ,  was  ich  in  meiner  ersten  Abhandlung  {hierüber  erwähnte, 
ist  die  Gleichgewichtsbedingung  eines  jeden  der  beiden  freien  Aether- 
theilchen gegeben  durch 

16      1  2R  1     ,   p_^ 

^  18,6*Ä«      (Ä»+r»)%      4Ä«''"     ^^• 

In  dieser  Gleichung  bedeutet  h  die  Entfernung  eines  äussern  (freien) 
Aethertheilchens  von  dem  Massenmittelpunkte,  während  r  die  Entfernung 
der  beiden  gebundenen  Aethertheilchen  von  dem  nämlichen  Mittelpunkte 
angiebt.  Der  Werth  von  r  ist  nach  der  in  der  ersten  Abhandlung 
(25.  Jahrg.  S.  365)  gegebenen '  Bestimmung  0,37296,  wenn  die  Aether- 
distanz  als  Einheit  gesetzt  wird..  Das  erste  Glied  der  vorstehenden 
Gleichung  bezeichnet  die  von  dem  Massentheilchen  auf  eines  der  äusse- 
ren Aethertheilchen  ausgeübte  Anziehung,  das  zweite  Glieä  giebt  die 
Abstossung,  welche  die  beiden  gebundenen  Aethertheilchen  auf  das  freie 
bethätigen.  Das  dritte  Glied  giebt  die  gegenseitige  Abstossung  der  beiden 
freien  Aethertheilchen  und  das  vierte  Glied  endlich  den  Aetherdruck. 
Der  gemeinschaftliche  Factor  6fi^  welcher  die  Abstossungsconstante  zweier 
Aethertheilchen  bedeutet,  ist  in  dieser,  wie  in  den  folgenden  Gleichungen 
weggelassen. 

Aus  1)  ergiebt  sich  Ä=  1,0141.  Das  nächste  Aethertheilchen  be- 
findet sich  also  in  einer  Entfernung  von  dem  Sauerstoffatom,  welche  sich 
zu  der  Aetherdistanz  verhält  wie  1,0141  zu  1.  In  geringerer  Entfernung 
als  1,0141  kann  kein  freies  Aethertheilchen  sich  befinden,  denn  das 
Minimum  der  Abstossung  ist  jedenfalls  in  der  vorausgesetzten,  auf  der 
Axe  der  gebundenen  Aethertheilchen  senkrecht  stehenden  Ebene. 

Von  den  beiden  freien  Aethertheilchen  des  eben  besprochenen  Falles 
kann    nun    das   eine   durch   ein    weiteres   Sanerstoffatom   ersetzt   werden, 


r" 
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welcbes  so  gestellt  ist,  dass  die  von  dem  bereits  vorhaDdenen  Atom  auf 
das  nenaDgekommene  ausgeübte  Abstossung  ein  Minimum  ist.  Diese 
Bedingung  ist  erfüllt,  wenn  die  Axen  der  beiden  Atome,  d.  h.  die  Ver- 
biDduDgslinien  der  gebundenen  Aetbertbeilcben,  gleicbseitig  auf  einander 
und  den  Verbindungslinien  der  beiden  Sauerstoffatome  senkrecht  steben. 
Es  ergeben  sieb  nun  die  beiden  Gleichungen 

16   /      4Ä  1        \       16»      1  AR      . 

18,6\(Ä«+r»)V,  +  (Ä  +  /?j)2y      18,6«"  Ä«     (Ä*+2r«)V. 

2{R+R,)  21,2 -._. 

2)   {       ,  {(Ä+^i)'+''T'"*"l8,6.''"" 

und 

Hier  bedeutet  R  die  Distanz  der  beiden  Sauerstofftheilcben ,  R^  diejenige 
des  in  der  Mitte  befindlichen  Atomes  und  des  Aethertheilchens,  das  nach 
£rsetsuDg  des  einen  von  den  beiden  des  ersten  Falles  noch  vorhanden 
ist  Bezüglich  des  Aetherdruckes  gilt  Folgendes.  Das  peripherische 
Massentheilchen  befindet  sich  in  der  Entfernung  R  von  dem  Mittelpunkte, 
QDd  wäre  es  ein  Aetbertbeilcben,  so  wftre  die  Wirkung  des  ftussern 
Aethers  auf  dasselbe  gleich  /?,  wäre  nach  dem,  was  ich  bereits  früher 
erwfihnte,  so,  als  sei  der  allgemeine  Raum  leer,  dafür  aber  der  wirklich 
leere  oder  nach  gesonderter  Einrechnung  des  Inhaltes  als  leer  betrachtete 
Raum  mit  einer  Substanz  erfüllt,  die  nach  dem  nfimlicheu  Gesetze  wirkt, 
wie  der  Aether,  aber  in  entgegengesetztem  Sinne.  Wir  hfttten  also  eine 
Kraft,  die  mit  der  Grösse  R  das  Aetbertbeilcben  gegen  den  Kugelmittel- 
pnnkt  ftihren  würde.  Wäre  das  Aethertheilcben  durch  ein  Massentheil- 
chen  ersetzt,    dessen  Quantität   der  trägen  Substanz   so   gross  ist,    dass 

Iß 
rg^   eines  Aethertheilchens   dadurch  neutralisirt  werden,   wie  dieses  bei 

der  Sauerstoff kugel  der  Fall  ist,   so  ist  die  äussere  Aetherwirkung  aus- 

1R 
gedrfickt  durch   —  -^-r  R,     Die   beiden   gebundenen  Aethertheilcben  des 
lo,o  

Sauerstoffatoms  befinden  sich  in  einer  Entfernung  j/R^+r*  von  dem  Mit- 
telpunkte und  sie  erfahren  also  jedes  den  Druck  j/R^+r*  gegen  den 
Kittelpunkt  hin.     Die  Componirende  in  der  Richtung  Massentheilchen  — 

Mittelpunkt  ist  ,   und  es  ergiebt  sich  als  Wirkung  des  äussern 

/  16  \ 

Aethers    auf   das    gesammte    peripherische   Sauerstoffatom    (2  — jg-^jÄ 

21,2 

-Tq—/?.      Das    in    der    neuen   Zusammenstellung    aus    1)    noch  übrige 
lo,t> 

A  rthertheilcben  ist  in  der  Entfernung  B^  von  dem  Mittelpunkte  und  die     , 

£  Dwirkung  des  äussern  Aethers  auf  dasselbe  ist  also  ausgedrückt  durch  n^j.  ^1^ 

28* 
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Der  Wertb  von  B^  welcher  sich  aus  den  Gleichungen  2)  ergiebt,  ist 
0,8930,  während  sich  für  ^^  1,0324  entziffert.  B  ist  in  diesem  Falle 
erheblich  kleiner,  als  im  Falle  der  Gleichung  1),  es  wird  also  ein  Saaer- 
stoffatom  von  einem  andern  noch  in  einer  Entfernung  angezogen,  in 
welcher  ein  Aethertheilchen  in  Ruhe  ist,  oder  wenn  man  will,  das  Aether- 
theilchen  wird  in  einer  Entfernung  abgestossen,  in  welcher  das  Sauerstoff- 
atom in  Ruhe  ist.  Daraus  ergiebt  sich,  dass,  wenn  in  einem  Räume 
Sanerstoffatome  und  Aethertheilchen  durcheinander  gemengt  sind,  die 
Abstossungen  zwischen  je  zwei  in  geeigneter  gegenseitiger  Stellung  be- 
findlichen Sauerstoffatomen  kleiner  sind ,  als  diejenigen  zwischen  je  einem 
Atom  und  einem  Aethertheilchen;  dass  aber  zwei  Nachbarth eilchen  die 
geeignete  Stellung  gegen  einander  einnehmen  können,  wird  durch  die 
stets  vorhandenen  Oscillationen  bewirkt.  Die  nächste  Folge  davon  ist, 
dass  die  Atome  sich  einander  nähern  und  die  zwischenliegenden  Aether- 
theilchen verdrängen.  Sie  bleiben  darauf  in  einer  gegenseitigen  Entfer- 
nung, welche  kleiner  ist  als  die  Aetherdistanz,  stehen  und  bilden  so  dis, 
was  man  ein  Sauerstoffmolecul  nennt. 

Man  kann  sich  auch  fragen ,  was  geschehe,  wenn  drei  Sanerstoffatome 
zusammenkommen,  wenn  also  auch  das  zweite  Aethertheilchen  von  1) 
durch  Sauerstoff  ersetzt  wird. 

Diese  drei  Atome  ordnen  sich  in  einer  Reihe  hinter  einander,  die 
Axen  der  beiden  äusseren  sind  gleichgestellt  und  gegen  die  des  mittlein 
gekreuzt.  Ist  R  die  Entfernung  eines  äussern  Theilchens  von  dem  mitt- 
lem, so  entsteht  die  Gleichung 

16   /      AR  SB_     \     (W  AI  AR 

18,6V(Ä«+r«//."^(4Ä»-f  r«)V      Vl8,6***"^VÄ*      (R*  +  2r^f^ 

Der  Wertb  von  B  ist  hier  0,9191.  Es  ist  also  wieder  B  kleiner  als 
die  Aetberdistanz ,  und  darum  ist  die  Verbindung  möglich,  denn  das 
Aethertheilchen,  das  in  2)  dem  Sauerstoff  gegenüberliegt,  wird  von  einem 
weitern  äussern  Sauerstoffatom  verdrängt  werden.  Andererseits  würden, 
wenn  von  der  Verbindung  der  drei  Sanerstoffatome  eines  weg  käme,  die 
beiden  anderen  näher  zusammenrücken  können,  und  es  muss  also  die 
Neigung  bestehen,  dass  unter  Umständen  eine  Aenderung  von  20^  in 
3O2  vor  sich  geht.  Wenn  infolge  von  Schwingungen  das  eine  äussere 
Theilchen  sich  von  dem  mittlem  entfernt,  so  ergiebt  sich  eine  Neigung 
des  andern  äussern ,  sich  dem  mittlem  zu  nähern ,  weil  es  in  dieser  Rich- 
tung eine  geringere  Abstossung  erfährt.  Diese  Annäherung  verursacht 
ihrerseits  eine  Verstärkung  der  Abstossnng,  welche  das  erste  Atom  bereits 
erfährt,  und  Schwingungen  (Temperaturerhöhung)  müssen  dem  Zerfallen 
der  Verbindung  O3  günstig  sein.  ^yu.^u^y  ^^OOglC 
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In  O3  haben  wir  das  Ozon,  während  0^  den  gewöhnlichen,  nicht 
aetiven  Sauerstoff  bildet. 

Die  Art  des  Ueberganges  von  20^  in  SO^  n&her  zu  erläutern,  möge 
mir  für  jetzt  erlassen  werden ,  weil  ich  mir  vorher  durch  Vergleichung  an- 
derer derartiger  Vorkommnisse  ein  sichereres  Urtheil  darüber  bilden  möchte. 

Es  kann  nun  weiter  untersucht  werden ,  ob  nicht  auch  vier  Bauer- 
Stoffatome  zusammentreten  können.  Diese  Frage  lässt  sich  jedoch  dahin 
beantworten,  dass,  wenn  eine  Verbindang  0^  sich  bilden  würde,  jeden- 
falls bei  der  ersten  Schwingung  ein  Zerfallen  in  20^  eintreten  müsste» 
denn  sowie  infolge  von  Schwingungen  die  zwei  Atome  der  einen  Seite 
sich  nflher  rücken ,  muss  die  Abstossung  zwischen  dem  zweiten  und  drit- 
ten Atom  wachsen,  und  es  muss  eine  Trennung  erfolgen,  weil  dabei 
beiderseits  die  zwei  Atome  einander  nach  2)  noch  näher  treten  können. 
Je  mehr  aber  die  Glieder  der  einzelnen  Paare  sich  unter  einander 
n2bem,  um  so  grösser  wird  die  gegenseitige  Abstossung  der  ganzen  Paare 
Qod  die  Trennung  derselben  wird  eine  vollständige. 

Sauerstoff  und  Wasserstoff. 

Wenn  bei  der  durch  1)  vorausgesetzten  Zusammenstellung  das  eine 
Aethertheilchen  oder  bei  2)  das  äussere  Sau  erst  o£fatom  durch  ein  Atom 
Wasserstoff  ersetzt  wird,  so  dass  sich  die  Reihenfolge  Wasserstoff,  Sauer- 
stoff, Aether  ergiebt,  so  richtet  sich  der  Wasserstoff  so,  dass  sein  Massen- 
theilchen  dem  Sauerstoff  zu-,  sein  Aethertheilchen  dagegen  abgewendet 
iat.  Beide  Theilchen  befinden  sich  in  der  Aequatorialebene  des  Sauer- 
stoffs.    Es  ergeben  sich  nun  nachstehende  zwei  Gleichungen: 

16  1  2fl  1  1  16      1^ 

ISjö'CÄ  +  r)«''"  18,6  (Ä«+r«)V.+ 18,6* (Ä  +  Ä,)*     18,6«' Ä« 

1  2(/?-fr) 1  .17,6 

4)    {  ((Ä  +  r)«  +  r«J%       (i?+/?i  +  r)-"^l8,6     "^ 

und 

i6_    J_.  J 1 2E, 1 

18,6 •  V      18.6' (Ä  +  Ät)«      W  +  r«)'/-      {R+R^  +  r)^'^    '      "' 
Hier  bedeutet  R  die  Entfernung  der  Wasserstoff kugel ,  R^  die  Entfernung 
des  freien    Aethertheilcbens   von   dem  Sauerstoffe.     Der  Aetherdruck   ist 
gegeben   auf  Seite   des  Wasserstoffs   durch   den  Druck   auf  das  Maesen- 

theilchen  ("~Tg-ß)  «od  denjenigen  auf  das  Aethertheilchen  (Ä  +  r),  auf 

Seite  des  freien  Aethertheilcbens  durch  R^, 

Es  entsprechen  diesen  Gleichungen  die  Werthe  i?  =  0,6228  und 
Äi=  1,0072. 

Ersetzt  man  das  freie  Aethertheilchen  der  vorstehenden  Combination 
durch  ein  zweites  Wasserstoffatom,  bei  welchem  wieder  das  Massen  theil- 
chen dem  Sauerstoff  zugewendet  ist,  so  ergiebt  sich  .^yu.ov. ..y  .^OOglC 
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^ 16_     1  2(Ä  +  r) 1_     1  1  ,17,6 

18,6**  Ä»      ((Ä  +  r)«  +  r«)V.      4.18,6^*/?«      4(Ä  +  r)«"*"  18.6     "^ 

Der  Wertb  von  R  igt  0,6158.  Durch  VergleichaDg  findet  eich  sofort, 
dass,  weil  sich  bei  dem  Wasser  [B^O)  der  Wasserstoff  dem  Sanerstoff 
erheblich  mehr  nähert,  als  bei  dem  Wasserstoffsnperozyd  {OO)^  ersteres 
eine  festere  Verbindung  sein  wird,  als  letzteres,  und  dass  bei  letzterem 
eine  Neigung  bestehen  muss,  in  ersteres  überzugehen.  Andererseits  zeigt 
sich,  dass  der  Abstand  von  Sauerstoff  und  Wasserstoff  beidemal  um  Vieles 
kleiner  ist,  als  die  bisher  gefundenen  Werthe,  und  es  fragt  sich,  ob  es 
eine  so  grosse  Differenz  gebe  zwischen  der  chemischen  Verwandtschaft, 
infolge  deren  zwei  verschiedene  Atome  beisammen  sind,  und  der  Mole- 
cularattraction ,  die  nur  zwei  Atome  derselben  Art  zusammenhält,  wie 
dieses  oben  bei  dem  Sauerstoff  der  Fall  war.  Aus  den  paar  Fällen,  die 
bisher  zu  Gebote  stehen,  lässt  sich  hierüber  ein  sicheres  Urtheil  noch 
nicht  abgeben;  doch  möchte  ich  glauben,  dass  trotz  der  grossen  Differeos 
der  Werthe  von  B  in  den  Gleichungen  2)  und  3)  einer>  und  3)  und  4) 
andererseits  in  der  Wirklichkeit  keine  so  grosse  Verschiedenheit  besteht 
und  dass  zwischen  dem,  was  ich  chemische  Verwandtschaft  und  Molecu- 
larattraction  nannte,  wohl  kein  Unterschied  ist.  Bereits  in  meiner  vori- 
gen Abhandlung  habe  ich  (XXV,  S.  366)  darauf  hingewiesen,  dass  die 
Grösse  r,  d.  h.  die  Distanz  der  Mittelpunkte  der  Massenkugel  und  des 
mit  ihr  unmittelbar  verbundenen  Aethertheilchens,  nicht  constant  sei,  nod 
es  ist  in  der  That  im  höchsten  Grade  unwahrscheinlich,  dass  das  Wasser- 
Stoffatom  gerade  soviel  Volumen  habe,  als  das  Sauerstoffatom.  Nimmt 
die  Wasserstoff  kugel  einen  kleineren  Baum  ein,  als  die  Säuerst  off  kugel, 
so  ist  auch  das  r  des  Wasserstoffs  kleiner,  und  aus  diesem  Grunde  habe 
ich  die  Gleichungen  4)  und  5)  auch  unter  der  Voraussetzung  berechnet, 
dass  das  r  des  Wasserstoffatoms  nur  den  halben  Wertb  von  0,37296, 
also  0,18648  habe.     Alsdann  ist  für 

die  Gleichungen  4):    Ä  =  0,8173,    Äi  =  1,0080, 
die  Gleichung  5):        72  =  0,81 12. 

Man  sieht,  dass  nunmehr  die  Werthe  von  R  sich  schon  mehr  denen 
in  2)  und  3)  anschliessen ,  dass  aber  auch  hier  wieder  das  Wasser  sich 
als   die  constantere  Verbindung  darstellt,   als  das  Wasserstoffsuperoxyd. 

Im  Nachstehenden  soll  bis  auf  Weiteres,  wenn  keine  besondere  Be- 
merkung beigefügt  ist,  die  Grösse  r  stets  gleich  0,37296  genommen 
werden. 

Kann  ein  Atom  Sauerstoff  sich  nicht  mit  mehr  als  zwei  Atomen 
Wasserstoff,  kann  ein  Atom  Wasserstoff  sich  nicht  mit  mehr  als  einem 
Atom  Sauerstoff  verbinden?  ^  i 

Digitized  by  VnOOQlC 
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Wenn  ein  Atom  Sauerstoff  sich  mit  drei  Atomen  Wasserstoff  verbin- 
den soll,  so  kann  dieses  nur  in  der  Weise  geschehen,  dass  in  der  Aequa- 
torialebene  des  ersteren  die  Wasserstoffatome  sich  so  lagern,  dass  ihre 
Verbindungslinien  mit  dem  Sanerstoffmittelpunkte  unter  sich  Winkel  von 
120  Graden  einschliessen.  Jedesmal  ist  bei  den  Wasserstoffatomen  die 
MasaeDkugel  gegen  den  Sauerstoff  gewendet.  Diese  Gruppirung  weicht 
zwar  von  der  oben  vorausgesetzten,  der  zufolge  stets  drei  Theilcben  in 
einer  Geraden  sich  befinden,  ab,  doch  möge  dieser  Abweichung  hier  ein 
Plfttzclien  gegönnt. sein.     Die  Gleichgewichtsbedingung  ist 

/16 1  \        1  2 ^__  .     3_  (2i?  +  r) 

V18,6      ^3/(Ä  +  r}«''"l8,6'(ß*+r^)V.'^J8,6*(3Ä'+»Är  +  r>)% 

^^         ..JL/'lß-LjW^       2(/g-Hr)  17,6 

Der  entsprechende  Werth  von  R  ist  0,7205,  und  es  ergiebt  sich 
daraus,  dass  die  Annäherung  der  Wasserstoffatome  weit  hinter  derjenigen 
zurückbleibt,  die  bei  dem  Wasser  beobachtet  wird.  Der  Unterschied 
zwischen  ff^O  und  H^O  ist  jedenfalls  grösser,  als  derjenige  zwischen  H^O 
und  HO^  und  da  letztere  Verbindung  schon  wenig  Festigkeit  hat,  so  dürfte 
die  Darstellbarkeit  von  H^O  wenig  Wahrscheinlichkeit  für  sich  haben. 

Für  die  Verbindung  HO^  giebt  es  zwei  Möglichkeiten,  insofern  sich 
anf  der  dem   ersten  Sauerstoffatom  abgewendeten  Seite  des  Wasserstoffs  . 
oocb   ein    neues  Sauerstoffatom  anlagert,    oder   insofern   dieses  auf  der 
SatierstofiiBeite  angefügt  wird. 

Was  den  ersten  dieser  beiden  Fälle  anbelangt,  so  ist  darauf  auf- 
merksam zu  machen,  dass  das  Wasserstoffatom  so  gelagert  ist,  dass  sein 
Massentheilchen  dem  ersten  Sauerstoffatom  zu-,  sein  Aethertheilchen  aber 
davon  abgewendet  ist.  Würde  sich  noch  ein  zweites  Sauerstoffatom  an- 
schliessen ,  so  würde  dieses  sich  zunächst  das  Aethertheilchen  des  Wasser- 
stoffes haben,  und  es  würden  sich  die  Formeln  ergeben 
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R  hedentet  die  Entfernung  des  auf  der  Massen theilchenseite  Hegen- 
den Sauerstoffatoms  von  dem  Wasserstoffatom,  R^  diejenige  des  gegen- 
üherliegenden  Sauerstoffatoms,  und  es  ergehen  sich  die  Werthe  A  =  0,7804 
und  ^^=:1,J234.  Beide  sind  so  gross,  dass  von  Bildung  von  EO^  auf 
diese  Art  gar  nicht  die  Rede  sein  kann.  Man  könnte  sich  auch  fragen, 
wie  die  Entfernungen  ausfielen ,  wenn  der  Wasserstoff  senkrecht  auf  der 
Vorhin dungslinie  OffO  stftnde;  allein  es  gieht  hier  keine  Lage  des  sta- 
hilen  Gleichgewichts. 

Die  Verbindung  ^0  ist  auf  der  Wasserstoffseite  abgeschlossen,  weil 
sein  Aethertheilchen  gegen  aussen  gelagert  ist;  es  kann  aber  auf  der 
Sauerstoffseite  noch  ein  Sauerstoffatom  sich  anlagern,  so  dass  sich  die 
Reihe  OOH  ergiebt.     Die  Gleichgewichtsbedingungen  sind 

/  18,6«' Ä»"^  18,6"  (Ä^  +  r«)V.     18,6*' (Ä+Äj)» 


•     IQ  Ä 
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Hier  bedeutet  R  die  Entfernung  des  Massen theilchens  des  Wasserstoffs 
von  dem  mittleren  Sauerstoff  und  hat  den  Werth  0,6402,  während  J{p  die 
Entfernung  der  beiden  Sauerstoffatome  von  einander,  die  Grösse  0,8843  bat. 
Die  Vergleichung  des  Werthes  von  R  mit  denjenigen,  welche  sich  aus  4) 
und  5)  ableiten,  zeigt,  dass  die  Verbindung  ITO^  eine  viel  lockerere  sein 
muss,  als  selbst  HO^  noch  mehr  aber  als  ff^O,  und  wenn  die  Erfahmog 
zeigt,  dass  die  Beständigkeit  von  HO  schon  eine  sehr  geringe  ist,  so 
muss  HO2  gar  nicht  mehr  möglich  sein.  Die  Grösse  R^  ist  in  8)  etwas 
kleiner,  als  A  in  2),  und  es  würden  also  in  8)  die  Sauerstoffatome  in 
einer  constanteren  Verbindung  sein,  als  im  Sauer^toffmolecul.  Der  sich 
so  ergebende  Widerspruch  dürfte  sich  am  besten  dadurch  lösen ,  dass  das 
äussere  Sauerstoffatom  noch  ein  Atom  Wasserstoff  aufnimmt,  so  dass  die 
Reihe  H^  0,  0,  ff  zum  Vorschein  kommt,  und  das  Wasserstoffsuperoxyd 
würde  also  ein  Doppelmolecnl  2(^0)  vorstellen.  Ich  muss  übrigens  die 
Berechnung  dieser  Verbindung  zurückstellen,  weil  die  ein  kleinstes  Theil- 
chen  derselben  darstellende  Reihe  zu  lang  ist.  In  den  bisher  besproche- 
nen Verbindungen   ist  stillschweigend  vorausgesetzt,   dass  ausser  den  ia 
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Recbniing  gezogenen  Theilchen  nichts  mehr  in  der  Kugel  sich  befindet, 
die  man  um  das  mittlere  Theilchen  mit  einem  Radius  ziehen  kann,  der 
der  Entfernung  des  weitest  entfernten  gleich  ist«  Dieser  Satz  war  bis- 
her richtig;  wenn  aber  eine  Combination  von  vier  Atomen,  die  in  einer 
Reihe  sich  befinden,  genommen  wird,  so  sind  seitlich  derselben  noch 
Aetbertheilchen  in  der  Kugel,  deren  Ort  sich  zur  Zeit  nicht  bestimmen 
lässt,  was  dann  wieder  die  Dn berechenbarkeit  der  Wirkung  nach  sich 
zieht.  Denkt  man  sich  zwei  solcher  Molecule  von  2{H0)  gegeben,  so 
mnss  eine  Neigung  derselben  bestehen,  sich  in  2(^7^0) +  ^0  ZQ  zerlegen, 
denn  wenn  dieses  geschieht,  so  findet,  wie  sich  aus  der  Vergleichung 
von  5)  und  8)  ergiebt,  eine  ganz  bedeutende  Annftherung  von  H  und  0 
statt,  während  die  zwei  0  nach  2)  und  8)  nur  ganz  unmerklich  ausein- 
anderrücken. 

In  nachfolgender  Zusammenstellung  finden  sich  die  einzelnen  vor- 
besprocbenen  Gombinatiqnen.  Die  zwischenstehenden  Zahlen  geben  die 
jeweiligen  Entfernungen;  in  den  mit  *  bezeichneten  Combinationen  ist 
der  Werth  von  r  bei  dem  Wasserstoff  0,18648,  in  den  ttbrigen  0,37296. 

Beetandtheile:  Yerbindang: 

Aetbertheilchen    Sauerstoff   Aetbertheilchen  Sauerstoffatom. 

1,014*1  1,0141 

Aetbertheilchen    Sauerstoff    Sauerstoff  Inactiver  Sauerstoff. 

1,0824  0,8930 

Sauerstoff    Sauerstoff   Sauerstoff  Ozon. 

0,9191  0,9191 

Wasserstoff   Sauerstoff   Aetbertheilchen      Wasserstoffbyperozyd. 

0,6228  1,0072 

Wasserstoff   Sauerstoff  Wasserstoff  Wasser. 

0,6158  0,6158 

♦Wasserstoff   Sauerstoff   Aetbertheilchen      Wasserstoff hyperoxyd. 

0,8178  1,0080 

*  Wasserstoff   Sauerstoff   Wasserstoff  Wasser. 

0,8112  0,8118 

Sauerstoff    Wasserstoff   Sauerstoff  Unmögliche  Verbindung. 

0,7804  1,1284 

Sauerstoff   Sauerstoff   Wasserstoff  Unmögliche  Verbindung. 

0,8848  0,6402 

Die  Möglichkeit  einer  Verbindung  ist  zunächst  abhängig  von  der 
Annäherung  der  Atome  an  einander.  Hat  sich  eine  Verbindung  gebildet, 
80  kommt  bezfiglich  ihrer  Stabilität  die  Frage  in  Betracht,  ob  nicht  eine 
andere  Verbindung  mit  noch  grösserer  Annäherung  der  Atome  da  ist,  in 
welche  die  erste  übergehen  kann. 

Das  Eis.     Wenn  eine  grosse  Anzahl  von  Wassertbeilchen  in  einem    . 
gegebenen  Baume  so  nahe  bei  einander  ist,  dass  je  die  Nachbartheilcheny^ 


n 
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(abgesehen  von  der  Schwere)  aaf  einander  anders  einwirken,  als  wären 
sie  Aethertheilchen ,  so  dass  also  die  Art  ihrer  Constrnetion  eine  Bolle 
spielt  f  so  gmppireu  sie  sich  so  an  einander,  dass  die  absolute  Summe 
aller  auf  ein  einseines  Theilchen  ausgeübten  Abstossungen  ein  Minimum 
wird.  So  leicht  es  nun  ist,  die  Nothwendigkeit  dieser  Bedingung  einsa* 
sehen,  so  schwierig  ist  es  zur  Zeit,  a  priori  diejenige  gegenseitige  Stel- 
lung der  Theilchen  su  bestimmen,  bei  welcher  die  erwähnte  Bedingung 
erfüllt  ist.  Jedes  Wassertheilchen  besteht,  abgesehen  von  dem  es  um- 
gebenden Aether,  ans  7  Kngeln  (1  0,  2  ZT,  4  Aether),  und  soll  seine 
Wirkung  auf  ein  anderes  gesucht  werden,  so  hat  man  7.7  verschiedene 
Anziehungen  oder  Abstossungen  zu  bestimmen,  und  wenn  nun  nicht  2, 
sondern  ungezählte  Wassertheilchen  zu  berücksichtigen  sind,  so  ergiebt 
sich  leicht,  dass  es  zur  Zeit  unmöglich  ist,  der  gestellten  Aufgabe  gerecht 
zu  werden.  Ich  glaube  nicht,  dass  dieses  immer  so  sein  werde,  denn 
die  Aufgabe,  die  gegenseitige  Anziehung  zweier  mit  sogenannter  schwerer 
Substanz  erfüllten  Kugeln  zu  bestimmen,  würde  vor  300  Jahren  nicht 
leichter  gewesen  sein,  als  heute  die  Berechnung  der  Wirkung  einer 
grossen  Anzahl  von  Wassertheilchen;  aber  für  jetzt  muss  die  Schwie- 
rigkeit nach  Thunlichkeit  umgangen  und,  wenn  es  nicht  angeht,  den 
Eiskrystall  a  priori  zu  berechnen ,  sein  Bau  an  der.  Hand  der  Beobach- 
tungen abgeleitet  werden. 

Das  Wasser  krystallisirt  in  sechsseitigen  Prismen,  die  durch  Pyra- 
miden abgeschlossen  werden.  Soll  nun  ein  solcher  Körper  zum  Vor- 
schein kommen,  so  müssen  die  einzelnen  Theilchen  in  einer  bestimmten 
Ordnung  sich  an  einander  schliessen,  und  man  findet  leicht,  dass  sich 
aus  den  gegebenen  Elementen  kein  Krystall  aufbauen  lässt,  wenn  man 
nicht  die  Verbindungslinien  von  Sauerstoff  und  Wasserstoff  jedes  Wasser- 
theiichens  parallel  macht.  Berücksichtigt  man  diese  Bedingung  und  siebt 
man  zunächst  von  derjenigen  Geraden  ab ,  welche  auf  der  ersteren  senk- 
recht stehend  die  Aethertheilchen  des  Sauerstoffatoms  mit  einander  ver- 
bindet (Axe  des  Sauerstoffs),  so  lagern  sich  die  in  einer  Ebene  befind- 
lichen Wassertheilchen  so,  dass  die  gegenseitige  Entfernung  je  zweier 
Nachbarn  stets  die  gleiche  ist,  d.  h.  um  ein  mittleres  Theilchen  lagern 
sich  sechs  andere  so,  dass  letztere  die  Ecke  eines  regelmässigen  Sechs- 
ecks einnehmen.  Durch  Fortsetzung  dieses  Vorganges  entsteht  ein  grösse- 
res Sechseck,  welches  den  Querschnitt  des  Krjstalles  darstellt.  In  Fig.  1 
habe  ich  einen  solchen  Querschnitt  gegeben.  Die  Ebene  der  Figur  geht 
durch  die  Mittelpunkte  der  Sauerstofftheilchen ,  welche  durch  die  Kreise 
dargestellt  sind.  Die  jeweilig  zu  dem  Sauerstoff  gehörenden  Wasserstoff- 
atome befinden  sich  senkrecht  über  und  unter  den  Kreisen*  In  Ebeneui 
welche  derjenigen  der  Figur  parallel  über  und  unter  derselben  sich  be- 
finden, wiederholt  sich  diese  Stellung  im  Allgemeinen,  es  muss  jedoch 
Bur  Erzielung  eines  Minimums  der  Abstossung  in  der  nächsioberen  Ebene 
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di«  Anordnung  so  sein,  dass  die  Wasserth eilchen  nicht  senkrecht  über 
denen  der  ersten  Ebene  sich  befinden,  sondern  in  der  Mitte  von  dreien 
derselben ,  also  senkrecht  über  den  mit  o  bezeichneten  Punkten  der  Figur. 
In  der  nächstnnteren  Ebene  sind  die  Wassertheilchen  senkrecht  unter 
den  in  der  Figur  mit  u  bezeichneten  Punkten.  In  jeder  dritten  Ebene 
wiederholt  sich  die  Gruppirung  so,  dass  die  Wassertheilchen  senkrecht 
fiber  einander  stehen. 

Zwischen  den  Wassertheilchen  sind  in  dem  Eiskrystalle  Aethertheil- 
eben  eingestreut,  und  über  die  Art  dieser  Einstreuung  muss  die  Beobach- 
tang  insofern  Auskunft  geben,  als  man  aus  dem  Brechungscoefficienten 
des  Lichtes  einen  Anhaltspunkt  zur  Beurtheilung  der  Aetherdichtigkeit 
erhSU.  Die  Geschwindigkeit  des  Lichtes  ist  der  Quadratwurzel  der 
Aetherdichtigkeit  eines  Mediums  direct  proportional.  Dieser  Satz  gilt 
streng  nur  für  den  Aether  des  allgemeinen  Baumes;  für  die  farbenzer- 
streuenden  Medien  ist  er  nur  annähernd  richtig  und  die  nöthige  Correction 
dürfte  sich  zu  dem  Ergebnisse  der  strengen  Regel  (allerdings  auch  wieder 
nur  annSherungsweise)  etwa  so  verhalten,  wie  die  Grösse  der  Farben* 
Zerstreuung  zu  dem  Brechungscoefficienten.  Der  Brechungscoefficient  des 
Eises  ist  1,3085*,   die  Farbenzerstreuung  ist  nicht  beträchtlich  und  die 

Aetherdichtigkeit  wird  also  von      onoRi  »»cht  weit  abweichen.     Es  fällt 

nun  1,3085  mit  j/  ji  d.  i.  1,3229,  so  nahe  zusammen,  dass  die  An- 
nahme, es  seien  in  dem  Eise  unter  sieben  Aethertheilchen  je  drei  durch 
etwas  Anderes  ersetzt,  jedenfalls  ihre  Berechtigung  hat. 

Die  Gesammtwirkung  einer  Sauerstoffkugel  mit  ihren  zwei  gebunde- 
nen Aethertheilchen  ist  wegen  der  entgegengesetzten  Thätigkeit  beider 
Bestandtheile  gleich   derjenigen   eines  Aethertheilchens   von   der   Grösse 

Iß  Ol  9  1 

2— r5-^B=75^.    Jedes   der  Wasserstoffatome  hat  die  Wirkung  1  — rQ-r; 
lo,0       lo,0  lo,0 

17  ß 
s=r~^,  und  alle  Bestandtheile  eines  Wassertheilchens  zusammen  wirken 

lo,D 

56  4 
also  wie  ein  Aethertheilchen  von  der  Stärke  ^ö^  •     Dieae  Grösse  ist  fast 

lo,D 

genau  gleich  3;  es  lässt  sich  also  die  Wirkung  eines  Wassertheilchens 
nach  aussen  als  Ersatz   derjenigen  von  drei  Aethertheilchen  betrachten, 

und  wenn  dann  der  Brechungscoefficient  1/  ^  '^™  Vorschein  kommen 

soll,  80  müsseq  im  Eiskrystall  auf  jedes  Wassermolecul  vier  Aethertheil- 
chen treffen. 
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Ausser  dem  Ersätze  der  freien  Aethertheilchen  durch  den  Ueberschnss 
der  Wirkung  der  gebundenen  über  diejenige  ihrer  Massentheilchen  kann 
noch  ein  weiterer  Umstand  auf  den  Brechungscoefficienten  einen  Einfluss 
ausüben,  und  dieser  ist  die  Art  der  Gruppirung  der  Aethertheilchen. 

Im  allgemeinen  Räume  lagern  sich  letztere  so,  dass  für  gleiche  Dich- 
tigkeit ihre  gegenseitige  Abstossung  ein  Minimum  wird.  Tritt  nun  ein 
Theilchen  aus  der  Gleichgewichtslage,  so  ist  die  Kraft,  mit  welcher  die 
Nachbarn  es  zurückzuführen  suchen,  kleiner  als  bei  jeder  andern  Anord- 
nung, und  ebenso  ist  es  auch  die  Geschwindigkeit  des  Lichtes.  Bei  jeder 
andern  Gruppirung  der  Aethertheilchen  im  allgemeinen  Räume  würde  das 
Licht  schneller  gehen,  als  dieses  in  der  That  der  Fall  ist,  und  es  Iftsst 
sich  daher  sehr  gut  denken,  dass  in  einem  andern  Medium  mit  weniger 
dichtem  Aether  die  Lichtgeschwindigkeit  derjenigen  des  allgemeinen 
Raumes  gleich  oder  sogar  überlegen,  also  der  Brechnngscoefficient  ^1 
ist,  indem  durch  eine  andere  Gruppirung  der  Aethertheilchen  das  wieder 
ersetzt  wird,  was  an  der  Dichtigkeit  verloren  gthg.  Diese  Verschieden- 
heit in  der  Gruppirung  kann  auch  bei  dem  Eise  eintreten,  and  es  ent- 
steht darum  die  Frage,  ob  nicht  durch  andere  Anordnung  die  gegen- 
seitige Wirkung  der  Aethertheilchen  des  Eises  vergrössert  und  daher 
trotz  des  Brechungscoefficienten  1,3085  die  Quantität  des  freien  Aethers 

kleiner  sei,  als  7/  =-  derjenigen  Menge,  die  in  einem  dem  Eise  glei- 
chen Theile  des  allgemeinen  Raumes  enthalten  ist. 

Wenn  infolge  besonderer  Gruppirung  die  Wirkung  einer  grösseren 
Anzahl  von  Aethertheilchen  nach  aussen  wächst,  so  beansprucht  sie  auch 
ein  grösseres  Volumen,  und  diese  Zunahme  des  Volumens  dauert  so  lange, 
bis  die  Abstossung  der  eingeschlossenen  Aethertheile  auf  ein  gegebenes 
Grenztheilchen  ebenso  gross  ist,  als  der  von  aussen  herein  wirkende 
Druck.  Dieser  seinerseits  ist  ebenso  gross,  als  wäre  das  eingeschlossene 
Volum  mit  Aether  von  normaler  Vertheilung  und  normaler  Dichtigkeit 
erfüllt,  und  es  ist  also  gerade  so,  als  seien  die  Aethertheilchen  in  dem 
grössern  Volum  etwas  grösser,  oder  als  seien  mehr  in  demselben,  als 
wirklich  darin  sind.  Die  Wirkung  auf  einander  bleibt  unverändert  und 
darum  kann  auch  keine,  jedenfalls  keine  wesentliche  Aenderung  des  Brech- 
ungscoefficienten die  Folge  sein.  Wegen  der  veränderten  Gruppirung  be- 
anspruchen die  Aethertheilchen  einen  grössern  Raum,  es  ist  so,  als  sei 
entweder  ihre  Zahl  oder  ihre  Abstossungsconstante  gewachsen ,  und  dieser 
umstand  muss  seinerseits  auf  die  Geschwindigkeit  des  Lichtes  seinen 
Einfluss  äussern. 

Diese  Besonderheit  der  Wirkung  der  Gruppirung  lässt  sich  übrigens 
selbstverständlich  nur  innerhalb  eines  Körpers  wahrnehmen,  denn  so  wie 
die  Entfernungen  grösser  werden,  kann  die  Art  der  Verpackung  keinen 
Einfluss  mehr  ausüben.     Denken  wir  uns  der  Einfachheit  wegen,  es  sei 
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ein  kugelförmiger  Körper  gegeben,  in  dessen  Innerem  der  (nicht  nentra* 
lisirte)  Aether  weniger  dicht  ist,  als  im  aligemeinen  Räume,  so  muss  der 
im  Innern  fehlende  Aether  sich  zunächst  der  Oberfläche  verdichten,  und 
ee  muss  da  eine  wenn  auch  dünne  Schichte  geben ,  in  der  die  Brechungs- 
erflcheinungen  des  Lichtes  in  umgekehrtem  Sinne  als  gewöhnlich  vor  sich 
geben,  so  dass  also  hier  ein  Medium  sich  befindet,  welches  das  Licht 
weniger  bricht,  als  der  allgemeine  Weltäther. 

Wenn  man,  wie  ich  es  oben  gethan,  voraussetzt,  dass  im  .Eise  der 
freie  Aether  4-  ^^^  Gesammtheit  des  nicht  neutralisirten  betrage,  so  bin 
ich  von  der  Annahme  ausgegangen,  dass  durch  die  Gruppirung  bezüg- 
lich der  gegenseitigen  Wirkung  der  Theilchen  das  ersetzt  wurde,  was 
an  Dichtigkeit  abgeht.  Es  wird  hier  gehen,  wie  mit  vielen  derartigen 
Sätzen,  die  nahe  richtig,  aber  nicht  ganz  genau  sind.  Wäre  der  Satz 
ganz  genau,  so  würde  es  wohl  keine  Doppelbrechung  geben.  Eine  kleine 
Ungenauigkeit  bei  dem  Eise  lässt  sich  durch  die  Verschiedenheit  des 
berechneten  Brechungscoefficienten  von  dem  beobachteten  erklären.  Es 
ist  übrigens  nicht  unmöglich,  dass  die  Quantität  der  im  Eise  befindlichen 
freien  Aethertheilchen  zur  Gesammtheit  der  nicht  neutralisirten  Aether- 
menge  sich  nicht  wie  4:7,  sondern  wie  5:8  verhält;  da  jedoch  hierüber 
alle  Vorarbeiten  fehlen,  bleibt  mir  nichts  Anderes  übrig,  als  einstweilen 
den  besprochenen  Satz  als  genau  anzunehmen. 

Von  je  sieben  Aethertheilchen  des  von  dem  Eiskrjstalle  umschlosse- 
nen Raumes  sind  also  vier  frei  und  den  Werth  von  drei  freien  beträgt 
der  Ueberschuss  der  Wirkung  der  gebundenen  Aethertheilchen  über  die- 
jenige ihrer  Massenkugeln.  Das  Licht  beruht  auf  Schwingungen  der 
freien  Aethertheilchen,  die  mit  den  Massentheilchen  verbundenen  können 
sich  hieran  nicht  betheiligen,  und  darum  sind  sie  für  das  Licht  wie  gar 
nicht  vorhanden.  Durch  veränderte  Gruppirung  vergrösserte  Abstossung 
gleicht  sich  aus  durch  Zunahme  des  beanspruchten  Volumens,  ohne  dass 
für  die  Geschwindigkeit  des  Lichtes  eine  weitere  wesentliche  Aenderung 
eintritt. 

Es  entsteht  nun  die  weitere  Frage,  wo  die  freien  Aethertheilchen 
unterzubringen  seien,  und  man  erkennt  an  einem  Modell  sofort,  dass 
dieses  nicht  anders  geschehen  kann,  als  wenn  man  zwischen  zwei  senk* 
recht  über  einander  befindlichen  Wassertheilchen  in  (nahe)  gleichen  Ent- 
fernungen von  einander  vier  Aethertheilchen  einsetzt.  Es  kommen  also 
der  Reihe  nach  senkrecht  über  einander :  Wasserstoff,  Sauerstoff,  Wasser- 
stoff des  ersten  Wassermoleculs,  dann  vier  Aethertheilchen,  hierauf  Wasser- 
stoff, Sauerstoff,  Wasserstoff  des  zweiten  Wassermoleculs,  wieder  vier 
Aethertheilchen  u.  s.  w.  Fig.  2  giebt  einen  Hauptschnitt  des  Krystalls. 
Die  grösseren  Kreise  repräsentiren  Sauerstoff,  die  kleineren  Wasserstoff, 
die  Punkte  Aether.  Man  erhält  den  Bau  der  Eisnadel,  wenn  man  Fig.  2 
senkrecht  auf  Fig.  1    stellt  und   die  Gerade  ab  beider  Figuren   und  IftTp 
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diesen  Geraden  die  sich  entsprechenden  Theile  zusammenfallen  l&sst.  Um 
die  Gmppirang  der  Theilchen  io  der  auf  cd  (Fig.  1)  senkrechten  Ebene 
zu  erhalten,  lässt  man  in  beiden  Figuren  die  Geraden  cd  entsprechend 
congrniren.  Das  Gleiche  gilt  für  c^d^.  Mit  der  Geraden  ef  (Fig.  1) 
wird  c^d^  (Fig.  2)  combinirt  und  ebenso  mit  e^f^  (Fig.  1)  cd  (Fig.  2) 
u.  s.  w.  Fig.  3  giebt  einen  Hanptschnitt  des  Krjstalles  senkrecht  auf 
aß  der  Fig.  1. 

Es  erübrigt  nun ,  den  Umstand ,  dass  jedes  Atom  aus  zwei  verscbie* 
denen  Bestandtheilen ,  einer  Massenkngel  und  einem  oder  zwei  Aether- 
theilchen  zusammengesetzt  ist,  einer  n&hern  Betrachtung  zu  unterziehen. 

Der  Umstand,  dass  die  Wirkung  eines  Wassertheilchens  nahe,  aber 
nicht  ganz  gleich  derjenigen  von  drei  freien  Aethertheilehen  ist,  dass 
femer,  auch  wenn  vollständige  Gleichheit  wäre,  die  Vertheilung  der 
Massentheilchen  eine  andere  ist,  als  diejenige  der  Aethertheilehen ,  muss 
kleinere  Verschiedenheiten  der  einzelnen  Distanzen  hervorrufen,  während 
in  den  Fig.  2  und  3  alle  Theilchen  einer  Reihe  gleich  weit  von  einander 
entfernt  sind.  Die  Aethertheilehen,  welche  durch  die  Sauerstoff  kugeln 
gebunden  sind,  stehen  senkrecht  auf  der  krystallographischen  Axe,  und 
ihre  Verbindungslinie  muss  wieder  so  gerichtet  sein,  dass  die  Abstos- 
snngen  einen  kleinsten  Werth  erhalten.  Es  ist  leicht  zu  sehen,  dass 
dieses  erzielt  ist,  wenn  die  Verbindungslinie  der  beiden  Aethertheilcben 
mit  der  Verbindungslinie  zweier  Sauerstoffth eilchen  zusammenftUt.  Im 
nächsten  Sauerstoffatom  ist  diese  Verbindungslinie  gegen  die  erste  um 
60^  gedreht  und  diese  Kichtungen  sind  angegeben  durch  die  Kichtungen 
der  Geraden,  welche  (Fig.  1)  in  die  die  Sauerstofftheilchen  repräsentiren- 
den  Kreise  eingezeichnet  sind.  Die  senkrecht  über  einander  stehenden 
Sauerstoffatome  zeigen  gleichfalls  eine  Drehung  der  Verbindungslinie  um 
60^.  Alle  diese  Aenderungen  veranlassen  ihrerseits  wieder  kleinere  Ab- 
änderungen in  den  durch  die  Figuren  angegebenen  Stellungen  der  ein- 
zelnen freien  Aethertheilehen  und  es  wäre  nun  die  Aufgabe,  die  erwähnten 
in  einem  Eiskrystalle  auftretenden  Wirkungen  gegen  einander  abzuwägen 
und  dann  zu  untersuchen,  welche  Eigenschaften  einem  Krjstalle  zukom- 
men, der  in  der  angegebenen  Weise  aufgebaut  ist.  Selbstverständlich 
können  nicht  alle  besprochenen  Störungen  in  Rechnung  gezogen  werden 
und  ich  begnüge  mich  mit  der  Anordnung,  welche  die  Figuren  angeben, 
ich  nehme  mithin  an,  dass  die  Distanzen  der  einzelnen  Glieder  der  der 
krystallographischen  Hauptaze  parallelen  Reihen  stets  gleich  und  dass 
bei  den  Sauerstoff-  und  Wasserstoffatomen  Massen-  und  Aethertheilcben 
mit  einander  verschmolzen  sind,  so  dass  der  Actionspunkt  eines  Atoms 
mit  dem  Mittelpunkte  seines  Massentheilchens  zusammenfällt. 

Ich  denke  mir  nun  aus  einem  Krystalie  einen  kugelförmigen  Körper 
herausgeschnitten,  welcher  die  einzelnen  auf  Fig.  ]  errichteten  Vertical- 
ebenen  in  den  in  Fig.  2  angegebenen  Curven  schneidet,  S0~>dass  die  von 
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den  Carven  umschlossen  od  l'heilchen  sa  dem  betrachteten  Baume  gehören. 
Der  Kreis  A  (Fig.  2)  steht  senkrecht  anf  dem  Durchmesser  ab  in  Fig.  1 
nnd  ebenso  sind  es  der  Reihe  nach  die  Kreise  B^  B^y  C,  fj,  />,  die 
man  über  den  Sehnen  cdy  c^di^  efy  e, /*j,  ag  der  Fig.  1  als  Dnrchmes- 
seni  senkrecht  auf  Fig.  1  errichten  kann.  Heisst  die  Entfernung  zweier 
benachbarten,  in  der  nämlichen  Horizontalebene  befindlichen  Sauerstoff* 
atome  po  (Fig.  2)  2A,  die  Entfernung  pp'  (Fig.  2)  2^^,  so  ist  der 
ausgeschnittene  Baum  eine  Kugel,  und  die  in  Fig.  2  als  Kreise  gezeich- 
neten Curven  sind  in  der  That  Kreise,  wenn  RssR^'^  wenn  aber  i? ^  i?i , 
80  geht  der  ausgeschnittene  Baum  in  ein  Botationsellipsoid  über,  ohne 
dass  jedoch  der  Inhalt  der  einzelnen  Ellipsen  dadurch  ein  anderer  würde, 
als  der  der  früheren  Kreise. 

Die  auf  ein  gegebenes  Theilchen,  das  sich  an  der  Oberflftche  des 
Ellipsoids  befindet,  ausgeübten  Wirkungen  sind  nun  die  Abstossungen, 
die  es  von  dem  Inhalte  des  Ellipsoids  erfährt,  denen  der  Aetherdruck 
das  Gleichgewicht  halten  muss. 

Für  das  Sauerstofftheilchen  e  (Fig.  1),  o'  (Fig.  2)  ergiebt  sich  so  die 
Gleichung 
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Bei  Berücksichtigung  des  Umstandes,  dass  die  Actionsmittelpunkte 
von  Massen-  and  Aethertheilchen  nicht  zusammenfallen,  wie  dieses  ohen 
vorausgesetzt  wurde,  würden  die  Werthe  von  R  und  R^  sich  etwas,  wenn 
auch  wenig  grösser  herausgestellt  haben. 

Gehen  wir  von  dem  innern  Bau  des  Krystalles  auf  seine  Gestalt 
über,  so  ist  zunächst  klar,  dass  sein  Querschnitt  ein  Sechseck  sein  müsse, 
das  entweder  dem  in  Fig.  1  durch  ausgezogene  Gerade  oder  dem  durch 
punktirte  angegebenen  entspricht.  Um  nun  ein  Prisma  zu  erhalten, 
braucht  man  nur  die  Figuren  2  und  3  beliebig  nach  oben  oder  unten 
fortzusetzen  und  man  hat  dann  einen  Hauptschnitt  des  Krystalles. 

Während  sich  bei  dem  Prisma  die  Querschnitte  in  unveränderter 
Grösse  wiederholen,  findet  bei  der  Pyramide  von  einem  Querschnitte  zum 
andern  eine  Abnahme  statt.  Ueber  das  Maass  dieser  Abnahme  sollten 
nun  die  Beobachtungen  Auskunft  geben;  allein  es  ist  mir  keine  Messung 
bekannt,  welche  die  Winkel  an  der  Pyramide  der  Eisnadel  angäbe.  Ein- 
zig .und  allein  finde  ich  in  dem  Physikalischen  Wörterbuch  von  Gehler, 
V,  Abth.  1  8.462,  die  Notiz,  dass  Fraunhofer  aus  der  Beobachtung  der 
Sonnenhöfe  für  den  Winkel,  welchen  zwei  sich  gegenüberstehende  Pyrs- 
midenflächen  einschliessen ,  einen  Werth  von  88^  insofern  abgeleitet  habe, 
als  er  upter  Voraussetzung  dieses  Winkels  eine  genügende  Erklärung  für 
die  Entstehung  der  Sonnenhöfe  zu  finden  glaubt.  Das  ist  nun  eine  Bestim« 
mung  von  sehr  zweifelhaftem  Werthe ,  denn  einestheils  kommt  es  hier 
der  Natur  der  Sache  nach  auf  einen  Grad  hin  oder  her  nicht  an  and 
andererseits  ist  es  gar  nicht  einmal  sicher,  ob  gerade  der  angegebene 
Winkel  an  den  Höfen  Schuld  ist,  denn  letztere  können  auch  von  ande- 
ren Umständen,  wiederholten  Reflexionen  und  Brechungen  u.  dergl.  her- 
vorgebracht werden,  ohne  dass  der  fragliche  Winkel  dabei  ins  Spiel 
käme. 

Die  einfachste  Voraussetzung  bezüglich  der  obenerwähnten  Abnahme 
des  Krystallquerschnittes  ist  wohl  die,  dass  das  Ende  einer  Querreihe 
(Fig.  2)  beiderseits  um  ein  Glied,  also  um  R  zurückrückt,  wenn  man  in 
der  Richtung  der  Hauptaxe  von  der  einen  Ebene  zur  nächsten  übergeht, 
also  um  A,  steigt  oder  herabgeht.  Gelangt  mau  also  von  einer  Sauer- 
stoffebene  zur  andern ,  so  ist  man  um  sieben  Ebenen  (TA^)  aufwärts  oder 
abwärts  gegangen  und  dabei  ist  die  Reihe  beiderseits  kleiner  geworden, 
Heisst  nun  der  erwähnte  Winkel  an  der  Spitze  g),  so  ist 

(ff  1  =  1  und  ,,  =  88»4r, 

was  also  von  der  Bestimmung  Fraunhofer^s  nur  41'  abweicht.  Eine 
solche  Pyramidenfläche  giebt  die  Gerade  ae  (Fig.  2).  Trotz  der  nahen 
Cebereinstimmung  mit  der  Fraunho fernsehen  Schätzung  spricht  doch 
gegen  diese  Zuspitzung  der  Umstand,   dass  die  Pyramidenfläche  auf  die 
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Wassertheile  gar  keine« Rücksicht  nimmt  und  gewissermassen  über  Stock 
und  Stein  überall  hindurchgeht;  sie  ist,  um  mich  so  auszudrücken ,  durch 
die  Anordnung  der  Theilchen  im  Erystall  nicht  motivirt.  Ein  Wasser- 
tbeilchen  wird  bei  dem  untern  Wasserstoff  geschnitten,  das  andere  bei 
dem  obem,  und  eine  derartige  Nichtberücksichtigung  der  Atome  ist 
schwerlich  naturgemftss.  Mehr  für  sich  haben  die  Flächen ,  welche  durch 
Gerade  angegeben  werden,  die  man  in  Fig.  2  von  a  aus  gegen  ci^  ß^  y^  8 
sieben  kann.  Nach  dem  Gesetze  der  Azen Veränderung  ist  möglicher- 
weise nicht  nur  eine  derselben  da,  sondern  es  können  mehrere  derselben 
»nftreten.  Wählt  man  die  Gerade  ag,  so  wird  der  Winkel  g>  79**  54'; 
nimmt  man  dagegen  a8,  so  ergiebt  sich  <p=96^20'.  Diese  Werthe  gelten 
f&r  0^  absolute  Temperatur;  für  Temperaturen,  die  in  der  Nähe  von  0^  C. 
sind,  vergrössert  sich  der  Winkel  <p  in  beiden  Fällen,  und  es  hat  also 
die  Annahme  der  Geraden  ag  als  Durchschnitt  der  Pyramidenfiäche  mit 
der  Ebene  des  Papieres  mehr  Wahrscheinlichkeit  für  sich,  als  a8.  Die 
dem  Durchschnitte  ay  entsprechende  Fläche  steht  senkrecht  auf  der  Ebene 
des  Papieres,  und  dh  ab  (Fig.  2)  mit  ab  (Fig.  1)  zusammenfällt,  ergiebt 
sich,  dass  der  Querschnitt  der  Eisnadel  durch  das  mit  punktirten  Linien 
gezeichnete  Sechseck  angegeben  wird. 

Es  ist  auch  möglich,  dass  der  Querschnitt  der  Eisnadel  durch  das 
durch  ausgezogene  Linien  angegebene  Sechseck  (Fig.  1)  dargestellt  wird. 
In  diesem  Falle  giebt  Fig.  3  einen  Hauptschnitt ,  der  auf  einer  Prismen- 
fläche senkrecht  steht.  In  diesem  Falle  sind  die  Pyramiden  flächen  sehr 
deutlich  angegeben  durch  ay  und  y6;  es  schneiden  dieselben  aber  die 
Hauptaze  unter  verschiedenen  Winkeln,  und  zwar  sind  dieselben  25^49' 
and  44^3'.  Letzterer  ist  fast  genau  die  Hälfte  des  Fraunhofer'schen 
nnd  bei  der  Annahme,  dass  derselbe  nicht  nur  auf  den  abwechselnden 
Seiten  der  Pyramide  auftritt,  sondern  auf  allen,  ist  der  Winkel  88^  bis 
auf  ein  paar  Minuten  Differenz  da.  Ich  möchte  bezweifeln,  dass  dieses 
der  natürliche  Fall  ist,  bin  vielmehr  geneigt,  das  Zusammentreffen  für 
ein  zufälliges  zu  halten.  Eher  möchte  ich  annehmen,  dass  durch  An- 
wachsen der  einen  oder  der  andern  Art  von  Flächen  rhomboedriscbe 
Zuspitzungen  der  Eisprismen  zum  Vorschein  kommen.  Es  ist  auch  mög- 
lich, dass  zuerst  das  durch  ay  angegebene  Rhomboeder  sich  bildet  und 
dann  als  Zuspitzung  von  der  Kante  aus  das  Rhomboeder  yö.  Doch  dar- 
fiber  können  nur  Beobachtungen  entscheiden.  Sollte  es  sich  durch  diese 
herausstellen,  dass  die  Eisnadeln  rhomboedriscbe  Zuspitzungen  haben ,  so 
würde  entachieden  das  durch  ausgezogene  Linien  angegebene  Sechseck 
einen  Querschnitt  des  Eisnadelprismas  repräsentireu. 

Cohäsionsverhältnisse    der    Eiskrystalle.      In    sämmtlichen 
Lehrbüchern  der  Physik  ist  wenigstens  bei  den  festen  Körpern  die  Rede 
▼on  einer  Cohäsion,   deren  Amt  es  ist,   einerseits  die  Körpertheilchen    t 
Busammenzuhalten,  andererseits  deren  zu  grosser  Annäherung  an  einander  o 
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in  den  Weg  zu  treten.  Die  Cohäsion  vird  als  das  Ergebniss  einer  oder 
mehrerer  nach  sehr  complicirten  Gesetzen  wirkenden  Kräfte  betrachtet 

Eine  solche  Coh&sionskraft  giebt  es  nicht,  und  die  Cohftsion  ist  nur 
das  Ergebniss  des  Aetherdrnckes ,  welcher  ganz  analog  dem  Lnftdmeke 
thtttig  ist  und  ebenso  die  Körpertheile  znsammenh&lt ,  wie  letzterer  den 
mehr  oder  weniger  evacnirten  Becipienten  der  Luftpumpe  auf  den  Teller 
drückt.  Mag  bei  der  Luft  zunächst  die  Schwere,  mag  bei  dem  Aetber 
die  gegenseitige  Abstossung  der  Theilchen  die  nächste  Veranlassung  sem, 
beide  Medien  suchen  in  jeden  für  sie  leeren  Baum  hineinzudringen  und 
üben  auf  diejenigen  Gegenstände,  die  sie  daran  hindern,  einen  Drack 
aus,  indem  sie  dieselben  vor  sich  herzuschieben  suchen.  Bei  der  Luft 
hindert  die  Substanz  des  Becipienten  das  Eindringen  in  das  Innere  des 
letzteren,  bei  dem  Aetber  ist  es  die  sperrige  Anordnung  der  K6rp6^ 
theilchen.  So  hat  oben  die  Bechnung  ergeben,  dass  sowohl  R^  als  Ri  bei 
dem  Eise  grösser  sind,  als  die  Aetherdistanz,  und  im  Eiskrystalle  ist 
also  weniger  (durch  Massentheile  nicht  neutralisirter)  Aether,  als  in  einem 
gleich  grossen  Theile  des  allgemeinen  Baumes. 

Der  Hauptunterschied  zwischen  beiden  Arten  von  Druck  ist  de^ 
jenige  der  Stärke.  Der  Aetherdruck  steht  zu  der  Geschwindigkeit  des 
Lichtes  ungefKhr  in  denselben  Beziehungen,  wie  der  Luftdruck  zu  der 
Geschwindigkeit  des  Schalles.  Die  ausserordentliche  Geschwindigkeit  des 
Lichtes  bedingt  eine  ungemein  grosse  Elasticität  des  Aethers,  die  wieder 
auf  eine  bedeutende  gegenseitige  Abstossung  der  Aethertheilchen  zurück- 
führt. Ist  aber  die  Abstossung  der  Aethertheilchen  unter  einander  sehr 
gross,  so  muss  es  auch  ihr  Bestreben  sein,  in  einen  Baum  einzudringen, 
in  dem  sie  weniger  dicht  sind,  als  im  allgemeinen  Baume.  Bei  derLnft 
ist  die  Elasticität  nur  gering,  die  Schwere  wird  aber  durch  die  Elasticität 
gemessen,  denn  wenn  der  abgeschlossene  Becipient  der  Luftpumpe  mit 
Luft  von  gewöhnlicher  Dichtigkeit  gefüllt  ist,  hebt  deren  Elasticität  den 
Druck  der  äussern  Luft  auf,  man  kann  den  Becipienten  ganz  leicht  von 
dem  Teller  abheben. 

Ka  sei  angenommen,  infolge  einer  von  aussen  kommenden  Einwir- 
kung werde  der  Eiskrystall  (oder  zunächst  die  oben  zum  Zwecke  der 
Bestimmung  von  R  und  B^  aus  dem  Krjstall  geschnittene  Kugel)  in  der 
Bichtung  der  optischen  Axe  so  .auseinandergezogen,  dass  der  Werth  von 
Ri  um  eine  Grösse  y  wächst,  oder  auch,  er  werde  durch  eine  im  ent* 
gegengesetzten  Sinne  wirkende  Thätigkeit  zusammengedrückt.  Geschieht 
dieses,  so  ändert  sich  in  den  Gleichungen  9)  und  10)  nicht  nur  der  Werth 
von  R^  um  y,  sondern  auch  derjenige  von  R  um  a:,  d.  h.  es  gehen  gleich- 
zeitig R  und  Ry  in  R+x  und  R^+y  über,  wobei  x  und  y  je  nach  Um- 
ständen einen  positiven  oder  negativen  Werth  haben  können.  Zu  diesem 
Zwecke  habe  ich  die  Ausdrücke  9)  und  10)  nach  fortschreitenden  Poten- 
zen von  X  und  y  entwickelt  und  bin  dabei  bis  zur  zweiten  Potenz  der 
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Augmente  gegangen.  Ich  nehme  übrigens  Anstand,  die  ellenlangen  For- 
meln hier  vorzuführen,  da  an  ihnen  eigentlich  nicht  viel  zu  sehen  ist, 
und  es  möge  daher  genügen,  wenn  ich  nnr  die  Aendernng  angebe,  welche 
die  beiden  Formeln  erfahren.  Bezeichnet  wieder,  wie  früher,  das  Zei- 
chen —  eine  Thätigkeit,  welche  die  Theilchen  nach  aussen  zu  führen 
strebt,  und  ist  ausserdem  die  Aendernng  des  Aetherdruckes  durch  eckige 
Klammem  eingeschlossen,  so  ist  die  Aendernng  von  9)  gegeben  durch 
[0,5752y  -  0,5886x  +  0,1518a:*  +  0,1292xy  -  0,2712^/«] 
*^  +  0,6824i/  +  3,7857«-  4,7394;r«-  l,6969ary  -  0,1587y«. 
Die  Aendernng  von  10)  ist 

.  [-  l,1502y  +  l,1770x  +  0,5410y«  -  0,2550a:y  -  0,3054^:2] 
^  +  1.3333«  +  2,9597y  -  0,7960««  -  3,1575y« -  2,3067 xy. 
Die  Aendernng  b)  ist  hervorgebracht  durch  einen  äussern  Zug  oder 
Druck.  Es  wurde  in  der  Richtung  von  B^  gezogen  oder  gedrückt,  und 
infolge  davon  ändern  sich  B  und  B^  um  x  und  ^,  und  endlich  wird 
nach  geschehener  Aendernng  ein  Ruhezustand  eintreten,  gegeben  durch 
die  Gleichung 

11)  2,5103«  +  l,8059y  - 1,1014««  -  2,5617«y  -  2,6165 y«  +  /T  =  0 , 
in  welcher  B  einen  Zug   bedeutet,   wenn   es  mit   dem  Zeichen   —  ver- 
sehen ist. 

In  der  Richtung  von  R  findet  kein  Zug  oder  Druck  statt,  es  haben 
rieh  R  und  R^  geändert  und  es  muss  also  auch  unter  den  neuen  Ver- 
bältnissen  Gleichgewicht  sein.     Dadurch  ergiebt  sich  aus  a) 

12)  l,2576y  +  3,1971 «  -  4,5876««  -  1,5677 «y  -  0,4299 y«  =  0. 
Diese  Gleichung  giebt  für  «  den  Werth 

13)  «  =  -  0,3934y  +  0,1636  y«. 

Wenn  also  der  Krystall  verlängert  oder  verkürzt  wird,  so  ändert 
sich  auch  sein  Querschnitt,  er  thut  dieses  in  einem  der  Axen Veränderung 
entgegengesetzten  Sinne.  Wird  der  vorstehende  Werth  von  x  in  die 
Gleichung  11)  eingesetzt,  so  ändert  sich  diese  um  in 

14)  -  l,3685y«  +  0,8221y  +  F=  0. 

Wird  die  Gleichung  für  das  untere  Zeichen  von  H  aufgelöst,  so 
ergiebt  sich  „ 

^^^  •  ^"^  0,8221 -1,3685"^' 

Infolge  eines  in  der  Richtung  der  Hauptaxe  wirkenden  Zuges  ent- 
iteht  eine  Verlängerung  des  letzteren,  welche  so  lange  dem  Zuge  pro- 
portional ist,  als  man  1,3685 j/  gegen  0,8221  vernachlässigen  kann;  ist 
dieses  jedoch  nicht  mehr  zulässig,  so  wächst  die  Ausdehnung  rascher, 
als  die  ziehende  Kraft. 

Geht  der  Zug  in   einen  Druck  über,   so   wechseln  B  und  y  l^y^^]r> 
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H 

*""  0.8221 +  l,3685y* 
Dem  Drucke   entspricht  eine  Verkürzung  der  Axe,   die  zuerst  dem 
Drucke  proportional  ist,  dann  aber  langsamer  wächst  als  dieser. 

Zieht  man   an   der  Eisnadel,    so   dehnt  sie  sich  in  die  Länge,  und 
hört  der  Zug  auf,   so  kehrt  die  Nadel  in  ihre  ursprüngliche  Gestalt  zu- 
rück, sie  ist  also  elastisch.     Die  Elasticität  hat  jedoch  ihre  Grenze,  die 
nicht  überschritten  werden  darf.     Aus  14)  ergiebt  sich 
y  =  0,3004  +  /0,0902  -  0,7307^. 

0  0902 
Sowie  H  den  Werth  ^  übersteigt,   wird  der  Wurzelausdruck  nega- 

tiv, y  imaginär  und  letzteres  erreicht  also,  wenn  es  die  Grösse  0,3004 
erlangt  hat,  sein  Maximum.  Dartiber  hinaus  giebt  es  für  y  keinen  reellen 
Werth  mehr,  die  Nadel  zerbricht. 

Die  Elasticität  des  Eises  dürfte  kaum .  so  weit  gehen ,  dass  eine  Eis- 
nadel,   ohne   zu  zerbrechen,  eine  Dehnung  bis   zu   r^»   also  -r-z  dei 

l,oo  4,0 

ursprünglichen  Länge  zulässt,  obwohl  hierüber  wenigstens  für  die  Tem- 
peratur des  absoluten  Nullpunktes  keine  Beobachtungen  vorhanden  sind. 
Es  kommt  hier  sehr  viel  auf  die  Grösse  des  Coefficienten  von  y  in  14) 
an ,  der  seinerseits  eine  Differenz  des  Werthes  bei  dem  Aetherdrucke  und 
der  Abstossung  ist.  Kleine  Aenderungen  in  den  Werthen  von  R  und 
i?i  können  hier  verbal tnissmässig  bedeutende  in  dieser  Differenz  her- 
vorbringen und  ich  halte  es  für  möglich ,  dass  bei  genauerer  Bestimmung 
von  R  und  R^  eine  engere  Elasticitätsgrenze  zum  Vorschein  käme.  Es 
mag  auch  sein,  dass  das  oben  dem  Erystall  entnommene  Botationsellip- 
soid  mit  den  Halbaxen  2^  und  2R^  zu  klein  ist,  um  den  Werth  des 
Aetherdruckes  genau  bestimmen  zu  können,  und  es  wäre  vielleicht  besser 
gewesen ,  Halbaxen  von  etwa  10  R  und  R^  zu  nehmen.  Freilich  würden 
in  diesem  Falle  die  Formeln  9)  und  10)  ganz  kolossale  Dimensionen 
angenommen  haben ,  und  das  wollte  ich  wenigstens  für  jetzt  vermeiden. 
Wird  ein  Körper  durch  Auseinanderziehen  zerrissen,  so  dehnt  er 
sich  zuerst  der  Belastung  proportional  aus.  Nähert  sich  das  Reissen, 
so  ergiebt  sich  allemal,  dass  eine  Stelle  da  ist,  welche  weniger  Wider- 
stand leistet,  als  die  Übrigen;  von  nun  an  findet  vorzugsweise  hier  die 
Ausdehnung  statt,  und  diese  kann  im  Momente  des  Reissens  an  der  Bruch- 
stelle sehr  bedeutend  sein,  wenn  auch  der  für  die  ganze  Länge  berech- 
nete durchschnittliche  Werth  nur  gering  ist.  Die  ganze  Erscheinung  geht 
übrigens  so  rasch  vor  sich ,  dass  eine  Messung  hier  gar  nicht  möglich  ist, 
und  es  ist  durchaus  nicht  so  undenkbar,  dass  im  Moment  des  Brechens  an 
der  Bruchstelle  Ausdehnungen  vorkommen ,  die ,  wie  die  oben  berechnete, 
bis  auf  0,22  der  ursprünglichen  Länge  gehen.  /^  i 
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XVII. 

Einige  Anwendimgen  eines  fnnotionentheoretiBchen 

SatzeB. 

Von 

Dr.  H.  Keey 

au  Freibarg  1.  B. 


Der  für  die  Theorie  der  Fanctionen  einer  complezen  Veränderlichen 
fundamentale  Satz  von  Caachy,  welcher  angiebt,  unter  welchen  Beding- 
ungen der  Werth  eines  Integrals  bei  einer  Verschiebung  des  die  beiden 
Grenzen  verbindenden  Integrationsweges  ungeändert  bleibt ,  hat  bereits 
zahlreiche  Anwendungen  gefunden.  Im  Folgenden  ist  derselbe  benutzt 
zum  Beweise  eines  algebraischen  Theorems  von  Jacob i,  sodann  zur 
Bestimmung  der  Anzahl  von  Lösungen  eines  Systems  von  algebraischen 
Gleichungen  und  endlich  zur  Herleitung  der  Additionstheoreme  der  ellip- 
tischen Integrale,  wie  sich  dieselbe  durch  Specialisirung  des  Abel' sehen 
Theorems  ergiebt. 

Die  wenigen  Sätze,  welche  zur  Anwendung  kommen,  mögen  hier 
zusammengestellt  werden. 

Der  Cauchy'sche  Satz  sagt  aus:   Das  Integral 


/' 


^(2)  dz 

einer  Function  ^(z),  über  eine  geschlossene  Curve  erstreckt, 
behält  einen  constanten  Werth  bei  einer  Verschiebung  des 
Integrationsweges,  so  lange  bei  dieser  Verschiebung  kein 
Unstetigkeitspunkt  und  kein  Verzweigungspunkt  der  Func- 
tion F{z)  tiberschritten  wird. 

Insbesondere '  also  hat  es  den  Werth  Null,  wenn  die  Curve  keinen 
der  erwähnten  Punkte  einschliesst;  es  lässt  sich  dann  „auf  Null  zusam- 
menziehen *'• 

Ist  F(z)  eine  mehrdeutige  Function  von  2,  so  ist  unter  einer  ge- 
schlossenen Curve  eine  solche  zu  verstehen,  welche,  von  einem  Punkte 
20  mit  einem  bestimmten  Werthe  F{zq)  ausgehend,  nicht  nur  zu  dem 
Punkte  Z0,  sondern  auch  zu  dem  Ausgangswerthe  F{zq)  zurückführt.  Ein 
Zweifel  hinsichtlich    der  stetigen  Fortsetzung  der  Function  jrüf dt.  4^mr^lc 
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entstehen  können ,  wenn  die  Curve  durch  einen  Yerzweigungspunkt  hin- 
durchginge, welche  Annahme  im  Folgenden  ausgeschlossen  ist. 

Ist  Zq  ein  im  Endlichen  gelegener  Unstetigkeitspunkt, 
aber  kein  Verzweigungspunkt  der  Function  F{z)^  in  welchem 
dieselbe  von  der  ersten  Ordnung  unendlich  gross  wird,  dann 
ist  der  Betrag  des  in  kleinem  Kreise  bei  positiver  Begren- 
zungsrichtung um  Zq  genommenen  Integrals 

I)  JF{z)dz^2nilim\i^z-ZQ)F{z)']. 

Sofern  man  die  unendlich  vielen  Punkte  der  z- Ebene,  welche  Trä- 
ger eines  unendlich  grossen  z  sind,  durch  einen  einzigen  Punkt  reprS- 
sentirt,  etwa  durch  Ausbreitung  der  z  auf  einer  Kugelfläche,  hat  es  einen 
Sinn,  von  geschlossenen  Linien  zu  reden,  welche  den  Punkt  z  =  oo,  aber 
keinen  andern  wesentlichen  Punkt  umgeben.  Auf  derartige  geschlossene 
Linien  ist  der  Cauchy*sche  Satz  von  der  Zusammenziehbarkeit  des  In- 
tegrationsweges nicht  ohne  Weiteres  anwendbar;  das  Integral 


> 


f  F{z)  dz 

(ÖD) 

kann  einen  von  Null  verschiedenen  Werth  haben,  auch  wenn  F{z)  ftir 
z  =  00  endlich  bleibt.  Man  entscheidet  hierüber  leicht  mit  Hilfe  der  Sub- 
stitution 

z=-. 

War  der  ursprüngliche  Integrationsweg  ein  um  den  Punkt  :^0 
beschriebener  Kreis  mit  hinlänglich  grossem  Radius  R^  so  bezieht  sich 
das  transformirte  Integral 

auf  die   in   positiver  Richtung  auszuführende  Umkreisung  des  Punktes 

t  =  0,   bei  beliebig  kleinem  Radius  ~.     Der  Annahme  nach  umschliesst 

der  neue  Integrationsweg  ausser  dem  Punkte  ^=0  keine  Ausnahme- 
punkte  der  Function  FJf);  besteht  daher  eine  für  kleine  f  giltige  Reiben- 
entwickelnng  . 

SO  erhält  man  nach  I)  als  Werth  des  Integrals 

weil  m  =  l  der  einzige  ganzzahlige  Werth  von  m  ist,  für  welchen 

J  r 

nicht  verschwindet.  W  ^^ 
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Wird  F{z)  für  «  =  oo  unendlich  gross  von  der  v*®°  Ordnung,  etwa 
wie  eine  gegebene  ganze  Function 

80  zeigt  die  Beihenentwickelnng 

dass  das  vorige  Resultat  giltig  bleibt.     Man  kann   also  den   folgenden 
Satz  aussprechen: 
Das  Integral 

II)  fF{z)dz, 

(OD) 

auf  eine  geschlossene  Curve  erstreckt,  welche  alle  im  End- 
lichen gelegenen  Ausnahmepunkte  der  Function  F{z)  nm- 
giebt,  ist  Null,  wenn 

'lTm[zF{z)]  =  0] 
dagegen 

X=QO 

=  27tiUm  [zF{z)]y 
wenn  dieser  Grenzwerth   endlich   und  von  Null  verschieden 
ist;  und  allgemein 

^2niC.y 

wo  C^  den  Coefficienten  von  1^^  in  der  Entwickelnng  von 
F(z)  nach  fallenden  Potenzen  von  z  bedeutet. 

Hinsichtlich  der  Beweise  dieser  Sätze  vergl.  man  z.  B.  das  Buch 
von  Dur^ge:  „Elemente  der  Theorie  der  Functionen  einer  complexen 
verinderlichen  Grösse  *S  besonders  Abschn.  IV  und  VIIL 

1. 
Sei  F{z)  eine  rationale  Function 

F(z)  =  7 r r  und  m<n  — 2. 

Die  Bedingung  Um  [z  F{z)]:=0  ist  dann  erfüllt  und  die  Sätze  I),  II) 
geben  sogleich  die  von  Eni  er  gefundenen  Identitäten* 

1)     y "^L. =0. 

ftr  ffiÄn  — 1  dagegen  wird  /im[«  f(t)]  =  1,  also 


*  Elementare  Beweise  derselben  finden  sich  in  Baltzer,  Determinanten,  S.  80, 
und  8  che  IIb  ach,  Die  Lehre  von  den  elliptischen  Integralen  und  Thetafunctionen, 
8.  SO». 
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2) 


y !*LJ =1. 

j{^  («Ä  — Oi)..-(«ik  — «Ä-i)(«ik  — «A+l)..-  («*  — «n) 


Für  grössere  m  ist,  dem  Satze  II)  zufolge,  der  Ausdruck  1)  gleich  den 
Coefficienten    von    z"^    in    der  Entwickelang  von   F(z)   nach   fallenden 
Potenzen  von  z. 
Wird 

f{x)  =  («-  a^){x  -  ofj) ...(«-  ««) 

gesetzt  und  unter  '^{x)  eine  ganze  Function  verstanden,  deren  Grad  den 
(n  — 2)**"  nicht  tiberschreitet,  so  kann  man  die  Gleichung  1)  durch  fol- 
gende ersetzen: 


3) 


Diese  Gleichung  hat  Jacob!  (Theoremata  nova  algebraica,  Cr.  J.  Bd.  14) 
verallgemeinert.  Während  die  linke  Seite  von  3)  eine  symmetrische 
Function  der  Wurzeln  einer  Gleichung  ist,  giebt  der  Jacobi'sche  Sats 
den  Betrag  folgender  Summe  an: 

A  =  fiin 


4) 


Ldx  dy      dy  ^a:Jjr=rafc,  »=/»* 


wo  (oi) /?i),  ...  {tlmn^ßmn)  die  iJisungen  von  zwei  Gleichungen  bez. 
m}^^  und  n*^°  Grades  sind  und  wo  t(i  eine  ganze  Function  bedeutet,  deren 
Grad  (d.  h.  höchste  Dimension  in  x  und  y  zusammen)  <m-4-n— 2  i^^ 
Ist  dieser  Grad  <  m  +  n  — 2,  ist  die  Summe  4)  Null;  ist  er  =m+«-2, 
hat  dieselbe  einen  von  Null  verschiedenen,  leicht  angebbaren  Werth. 

Eine  weitere  Verallgemeinerung  dieses  Satzes  gab  Clebsch  (Deber 
die  Anwendung  der  AbeT sehen  Functionen  in  der  Geometrie,  Cr.  J. 
Bd.  63),   indem   er  das  Verschwinden   des  folgenden  Ausdrucks  bewies: 

^      i\){Xyy...Xr) 


5) 


dXr 


dfr_  dfr 

dx^'"  dxr 

wo  sich  die  Summirung  auf  alle  n^^  n^,  ...  nr  Lösungen  ((C^,  ...  Xr)  der 
Gleichungen 

/i  =  0,     /i  =  0,    ...   ^  =  0 


bez.  Wi^' 


^r^^"  Grades  bezieht,   welche  nach  und  nach  in  den 


unter  dem  Summenzeichen  stehenden  Ausdruck  für  rc^,  ...  a?r  einzusetzen 
sind  und  wo  der  Grad  der  ganzen  Function  ^  höchstens    ^r^^\r> 
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beträgt.  Wj  +  fij  + . . .  +  «^  —  r  -  1 

Die  zn  Anfang  dieses  Paragraphen  gezeigte  kurze  Herleitnng  der 
En  1er' sehen  Identitäten  lässt  verrnnthen,  dass  auch  die  Sätze  von 
Jacohi  und  Clehsch  in  functionentheoretischen  Betrachtangen  ihre  ein- 
fachste Begründung  finden. 

Durch  die  Gleichungen 



deren  linke  Seiten  ganze  Functionen  sind  un^  hez.  die  Grade  ft|,  n^y 
...  nr  erreichen,  sind  s^^  ...  Sr  als  irrationale,  und  zwar  als  fi- deutige 
Functionen  von  z  bestimmt,  wenn 

die  Zahl  der  Lösungen  angiebt,  welche  die  Gleichungen  für  ein  beliebig 
gegebenes  z  liefern.  Hat  eine  der  Functionen  ^,  z.  B.  s^^  in  einem 
Punkte  z=Zo  einen  Verzweigungspunkt,  so  gilt  dasselbe  von  den  übri- 
gen Functionen  Sj  da  man  nach  6)  ;,,  ...  Sr  rational  durch  s^  und  z 
ausdrücken  kann.  Für  einen  solchen  Punkt  Zq  liefern  die  Gleichungen 
6)  nur  f4  — 1  verschiedene  Lösungssjsteme  (*j,  ...*r)f  ^«ü  deren  zwei, 
and  im  Allgemeinen  auch  nur  zwei,  zusammenfallen.  « 

Ans  den  Gleichungen  6)  folgen  durch  Differentiation  nach  z 


7) 


welche  für  einen  beliebigen  Punkt  z  und  zugehöriges  Werthsystem  der  s 
nnd  einen  benachbarten  Punkt  z  +  dz  mit  dem  zugehörigen  Werthsystem 
'i  +  <'*i»  •••  ^r+dsr  bestehen.  So  lange  diese  Gleichungen  nur  ein  System 
von  Lösungen  für  ds^^  ...  ds^  liefern,  giebt  es  nur  eine  stetige  Fort- 
setzung der  Function  s  von  dem  Punkte  z  aus.  Wenn  dagegen  die 
Gleichungen  7)  zur  Bestimmung  der'  ds^,  ...  dSr  unbrauchbar  sind,  was 
mfolge^des  Verschwindens  der  Determinante 

eintritt,  so  hat  man  in  z  einen  Verzweigungspunkt.  Hierbei  ist  wieder 
zu  beachten,  dass  nur  für  zwei  bestimmte  Werthsysteme  (5^,  ...  5r)  Ver- 
zweigung stattfindet,  während  die  fi  — 2  übrigen  Systeme  bei  einer  Um- 
kreisung des  Punktes  z  sich  nicht  ändern. 

Für  ein  unendlich   kleines  2>  werden   die  aus  7)  sich   ergebenden 

Werthe  von  -^i  .••  -^  unendlich  gross,  was  sich  auch  dadurch  erklärt,  j 
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dass    in    der  Nähe    eines   Verzweigungspunktes    Zq    die    zugehörigen  s 

sich  wie  . 

Oo+Oifz-Zo 
verhalten. 

Die  Verzweigungspunkte  der  Functionen  s  werden  abo  bestimmt 
durch  die  Gleichung  />  =  0  in  Verbindung  mit  den  GleiclfUngen  6),  wo- 
raus sich  beiläufig  ihre  Zahl 

=  w^n,  . . .  «r K  +  »1  + . . .  +W,.  —  r] 
ergiebt.     Der  Punkt   2e=oo  gehört  im  Allgemeinen   nicht  zu  den  Ver- 
zweigungspunkten. 


In  dem  Integral 


(OB) 


seien  g>y  ^  ganze  Functionen  ihrer  Argumente,  D  habe  die  in  8)  an- 
gegebene Bedeutung.  Ist  (p  vom  Grade  m,  und  übertrifft  der  Grad  von 
D  •  9  den  von  t|;  um  mindestens  zwei  Einheiten ,  ist  also  der  Grad  von  ^ 

^«i  +  ...  +  Wr— r  +  (m--2), 
so  gentigt  die  zu  integrirende  Function  der  Bedingung 

Um[zF{z)]=^0  für  «  =  005 
dem  Satze  II)  zufolge  ist  also  /c=0. 

Die  sämmtlich  im  Endlichen  gelegenen  Ausnahmepunkte  der  Func- 
tion F(z)  sind  theils  die  durch  Z>  =  0  bestimmten,  welche  Unstetigkeits- 
punkte  und  Verzweigungspunkte  zugleich  sind,  theils  die  Verschwindungs- 
punkte  der  Function  q>.  Die  letzteren  mögen  mit  2(^>,  und  die  zugehö- 
renden Werthe  von  5^,  ...  Sr  mit  «i^*^  ...  ^r^*^  bezeichnet  werden,  wo 
der  Index  h  die  Zahlwerthe  1,  2,  ...  ti^n^^  ...  Arm  annehmen  kann. 

Um  zu  zeigen,  wie  sich  /  auf  ein  Aggregat  anderer  Integrale  in- 
rttckführen  lässt,  benutze  ich  hier  dieselbe  Vorstellungsweise  und  für 
gewisse  Integrationswerthe  dieselben  Benennungen,  die  in  dem  Werke 
von  Clebsch  und  Gordan  (Theorie  der  Aberschen  Functionen, 
S.  80  flgg.)  sich  finden. 

Einen  festen  Punkt  0  der  2 -Ebene,  der  nicht  Verzweigungspunkt 
ist,  in  welchem  also  fi  verschiedene  Werthe  der  s,  also  auch  der  Func- 
tion F{z)  statthaben,  wähle  man  etwa  so,  dass  die  geradlinigen  Wege, 
welche  ihn  mit  den  einzelnen  Ausnahmepunkten  verbinden,  sämmtlich 
der  Richtung  nach  verschieden  sind.  Der  geradlinige  Weg  von  0  bis 
in  die  Nähe  eines  Ausnahmepunktes,  um  diesen  in  kleinem  Kreise  (in 
positiver  Richtung)  herum,  und  auf  demselben  oder  einem  unendlich 
nahen  Wege  zurück  nach  0,  heisst  eine  Schleife.  Ob  sich  der  Werth 
einer  rationalen  Function  von  z,  s^^  ,..Sr  nach  dem  Durchlaufen  einer 
Schleife,  die  einen  Verzweiguugspunkt  einschliesst,  ändert,  hängt  davon 
ab ,  mit  welchem  der  zu  z^^O  gehörenden  Werthsysteme^d^r^s  man  von 
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0  ansging;  unter  diesen  fi  Werthsystemen  giebt  es  zwei  und  nur  zwei, 
für  welche  das  Durchlaufen  dieser  Schleife  eine  Aenderung  von  F{z)  her- 
beiführt, wobei  dann  das  eine  System  in  das  andere  übergeht;  für  die 
fi  — 2  übrigen  Systeme  ist  die  Schleife  unwesentlich.  —  Ein  vollstän- 
diger Umgang  ist  ein  Weg,  welcher  alle  Schleifen  in  der  durch  ihre 
Lage  gegebenen  Beihenfolge  umfasst,  also  eine  wirklich  (nicht  nur  schein- 
bar) geschlossene  Linie.  Es  giebt  fi  vollständige  Umgänge,  entsprechend 
ebenso  vielen  zu  z  =  0  gehörenden  Werthen  der  s,  mit  welchen  man 
ausgehen  kann. 

Der  für  /  vorgeschriebene  Integrationsweg  lässt  sich  offenbar  auf 
einen  vollständigen  Umgang  zusammenziehen ,  und  die  fi  verschiedenen  / 
aaf  die  Summe  der  fi  Umgänge,  so  dass  sich  die  Summe  der  /  als  Aggre- 
gat von  Schleifenintegralen  darstellt.  Hier  tritt  nun  der  sehr  wesentliche 
Umstand  ein,  dass  jede  Yerzweigungsschleife  zweimal  durch- 
laufen wird  und  die  beiden  jedesmal  so  entstehenden  Schlei- 
fenintegrale einander  geradezu  aufheben.  So  bleiben  denn  nur 
noch  die  Integrale  um  die  Unstetigkeitspunkte  z^^\  welche  nicht  Yerzwei- 
gnngspunkte  sind.  Jedes  dieser  Integrale  wird  bei  der  Gesammtheit  der 
fi  Umgänge  einmal  und  nur  einmal  erzeugt;  man  erhält  also  nach  Satz  I) 
als  Werth  der  zu  untersuchenden  Integralsumme 

yj27tilimUz^z(^>)'^^    für  z^z(\   *i=*i<*). 
Da  sich  andererseits  die  /,  jedes  für  sich,  annulliren,  so  hat  man 
9)  2^>- ^  =  0, 


^mor 


«'"I^ 


wo  z.  B.  i(;<*'  das  Eesnltat  der  Substitution  z<*),  V**i  •  •  '♦•**'  ^  ♦•  *i» 
...  tr  in  ^  bedeatet. 

Da  in  der  Nthe  des  Punktes  {<*>  die  Beihenentwickeinng  besteht 

,-öf,r(.,-..«)+...+Gir(..-..«,+(ifr'(.-«;+.... 

80  erhält  man  nach  Theilung  mit  z— z<^>  und  durch  Uebergang  zur  Grenze 
ftir  z  =  z^\  52  =  5i<*> 

Hierzu  nehme  man  die  aus  7)  ftir  z  =  t<*>  folgenden  Gleichungen 
La»,  dt'^'"^dSr   dz^  dz]  ' 

\.ds^  dz^"^dtr    dz"^  dz\    ■""' 
und  eliminire  3,  ...  ^.  es  ergiebt  sieh  DigitizedbyGoOgle 
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^/\^\/N^fci^N^%*N^% 


/><*>. /im- 


a/i  a/i 
'"asr  a* 

a/; 

dg) 

a/r  a/, 
"a»,  a« 

a^)  d<f> 
"  d$r  a« 

(*) 


hiernach  verwandelt  sich  die  Gleichung  9)  in  folgende: 

10)  V     I ..      ..  .il    =0, 


welche  den  zu  beweisenden  Satz  ausdrückt. 

In  Betreff  des  Beweises  für  den  Fall  zweier  Gleichungen 

/»(5,z)  =  0,     g>(*,i)  =  0 

vergl.  tnan  Clebsch  und  Gordan,  1.  c.  S.  39.  Derselbe  beruht  auf 
Eigenschaften  der  zur  Elimination  dienenden  Mnltiplicatoren.  Sei  S  das 
Resultat  der  Elimination  von  z;  Z  das  der  Elimination  von  s  aus  f=0, 
<)i>  =  0,  so  ist  identisch 

wo  w^,  B^  C^  D  gewisse  ganze,  in  Determinantenform  darstellbare  Func- 
tionen von  i  und  z  sind,  und  zwar  hat 

Ah-BC 

die  für  den  Beweis  wesentliche  Eigenschaft,  in  s  und  z  zusammen  iwar 
den  Grad  2mn.— m  — n  zu  erreichen ,  jedoch  z  und  z  einzeln  höchBteni 
zur  Potenz  mn  — 1  zu  enthalten. 

Die  Ausdehnung  dieses  Beweises  auf  den  Fall  von  mehr  als  iwei 
Gleichungen  (vergl.  Clebsch,  Cr.  J.  Bd.  63)  scheint  jedoch  einer  Ergän- 
zung zu  bedürfen,  weil  hier  der  Eliminationsprocess  ein  weit  <X)mp]i6i^ 
terer  ist  und  infolge  dessen  die  in  Betracht  kommenden  Eigenschaften 
der  Mnltiplicatoren  weniger  leicht  nachzuweisen  sind. 

Ein  sehr  beachtenswerther  Beweis  des  Jacob i*8chen  Theorems,  der 
sich  leicht  auf  den  Fall  beliebig  vieler  Gleichungen  ausdehnen  UUst, 
rflhrt  von  Liouville  her.  Man  vergl.  Serret,  Algebra,  Bd.  I  S.  495 
der  deutschen  Uebersetzung. 


2. 

D^n    ersten    strengen  Beweis   des   Fundamentalsatzes  der  Algebr») 
dass  eine  ganze  Function  n*"°  Grades 

9> W  =  «"  +  fli^"-'  +  .  .  +öfi5itized by Google 
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n-mal  verBchwindet,  gab  Gauss*  im  Jahre  1799.  Dnter  den  späteren 
Beweisen  ist  besonders  der  Rie  mann 'sehe  bemerkenswerth,  der  von  der 
Untersaebung  des  Integrals 

ausgeht.     Da  das  Integral  den  Werth 

27ti'umfz'^'\^2nt.n 

ff       V 

hat,  so  ist  hiermit  schon  bewiesen,  dass  die  Fnnction  {y   also  anch 

q>(z) 

— pr  für  n  im  Endlichen  gelegene  Punkte  von  der  ersten  Ordnung  un- 
endlich gross  wird. 

Es  liegt  nahe,  derartige  Betrachtungen  auf  irrationale  Functionen 
von  z  auszudehnen. 

Seien  «|,  s^^  ...  Sr  als  fi* deutige  Functionen  von  z  definirt  durch 
die  Gleichungen 

i     /l(*n  *»i  •••  *r,   2)  =  0f 

f      fr{hy    *2»   •••  ^r,    2)  =  0. 

Es  soll  nicht  als  bekannt  vorausgesetzt  werden,  in  welcher  Weise 
die  Zahl  fi,  d.  h.  die  Zahl  der  Lösungen  der  Gleichungen  1)  für  beliebig 
gegebenes  z,  von  den  Ordnungen  dieser  Gleichungen  abhängt.  Die  Ord- 
nung von  fr  sei  n^^  d.  h.  für  irgend  ein  Glied 

C.Sj^  *j«"...  Sr'^zß 

TOD  fr  soll  die  Exponentensumme  «j  +  •  •  •  +  «r  +  /^^  ^'r  sein;  der  All- 
gemeinheit wegen  soll  angenommen  werden,  dass  auch  alle  Glieder, 
deren  Exponentensumme  dieser  Bedingung  'genügt,  in  fr  vorkommen. 
Indessen  können  auch  Glieder  fehlen,  ohne  dass  das  Folgende  zu  gelten 
aufhört. 

^^*^'  g>{s,,s,,...Sr,  zy 

möge  eine  ganze  Function  m^^^  Ordnung  von  z  und  den  durch  1)  definir* 
ten  Irrationalitäten  ^j,  ...  Sr  verstanden  werden.  Dm  zu  untersuchen, 
Ar  wieviele  Punkte  g>  verschwindet,  betrachte  man  das  Integral 


2niJ    q> 


(OD) 

auf  alle  ii  Umgänge  erstreckt.     Zu  den  für  die  Integration  wesentlichen 
Ausnahmepunkten  gehören  jedenfalls  die  Verschwindungspunkte  der  Func- 

•  Ueber  die  vor  QausB  gemachten  Vermache,  den  Satz  zu  erweisen,  sowie 
auch  über  spätere  Beweise  vergl.  man  Hank  ei,  Theorie  der  complexeu  Zahlen-    j 
■yrteme,  Leipzig  1867,  S.  87—98.  -'^'—  -^  ^OOglC 
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tion  q>;  ist  z^^\  ^|^^)...5/^)  ein  solcher»  so  hat  man  für  die  nächste  Um- 
gebang  desselben 

,.(|.y«,_..„+(|fy»c._..,,+...+(|f)<V-^« 

die  um  den  Punkt  z^^^  in  kleinem  Kreise  auszuführende  Integration  giebt 
also  den  Werth  1,  und  der  von  den  Punkten  q>^0  herrührende  Betrag 
des  Integrals  ist  gleich  der  Anzahl  dieser  Punkte. 

Bestimmt  man  aus  den  Gleichungen  7)  des  vorigen  Paragraphen  die 

-T-^,  ...  —r^  und  setzt  die  so  erhaltenen  Ausdrücke  in  die  rechte  Seite 
dz  dz 

der  Gleichung         j         o      j  o      ^         o 

dq) dq>as^  _t^^  dSr      a<p 

so  ergiebt  sich  ^ 

t2:  +  — *     .^^ 
dg>  —  ds^'  '  dSr  dz 


ä'  v.»/i       »/•. 


2  + 


r 


ds^'"  dSr 

wo  beide  Determinanten  durch  ihr  Diagonalglied  angedeutet  sind.  Ein 
beliebiges  der  fi  Integrale  J  ist  hiernach  gleich 

2)  /^'       ~%''\'/- 

^      —^s^       dir 
Für  2s=ao  werden   auch  Sj,  ...  Sr  nnendlicb  gross,  und  zwar  der 

Art,    dass    —,  ...  -^    endlich  bleiben;    man   überzeugt  sich  hiervon  am 

leichtesten,  wenn  man  die  Gleichungen  1)  durch  die  jedesmalige  hSchste 
in  ihnen  vorkommende  Potenz  von  z  dividirt  und  dann  z  =  oo  setzt,  was 
darauf  hinauskommt,  in  f^  von  vornherein  nur  diejenigen  Glieder  bei- 
zubehalten ,  in  welchen  die  Expouentensumme  =  nx  ist.  Ebenso  braucht 
man  in  q>  nur  die  Glieder  m**' Dimension  beizubehalten,  weil  flir2  =  <», 
*i  =  Q0|  ...  *r  =  00  alle  übrigen  Glieder  gegen  die  beibehaltenen  vernach- 
lässigt werden  können.  Dadurch  aber  verwandeln  sich  f^^  ...  fr  in  homo- 
gene Functionen,  so  dass  die  Gleichungen  1)  durch  die  folgenden  ersetzt 
werden  können: 

'.|7:+-  +  "a^'+4'-«    ('  =  '.2.  •■•')• 

Diese  Gleichungen  können  dazu  dienen,  den  in  2)  im  Zähler  stehenden 
Ausdruck  umzuformen ;  fügt  man  den  Factor  z  den  Elementen  der  Reihe 

dz'"'    dz^    dz  Digitizedby Google 


I 
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hinm  und  addirt  darauf  die  mit  f|,  ...  5^  nmltiplicirten  parallelen  Beihen, 
80  redncirt  sich  der  Zähler  auf  die  mit 

dq>         dq>  dq> 

ÖZ  OS^  CSr 

mnltiplicirte  Determinante  des  Nenners;  der  gesuchte  Grenzwerth  ist  also  m. 
Zu  den  Unstetigkeitspnnkten  der  zu  integrirenden  Function  gehören 
ausser  den  Verschwindungspunkten   von   q^  zwar  noch  die  Punkte,   fttr 
welche 

Nnll  wird;   weil  diese  aber  zugleich  Verzweigungspunkte  sind,  kommen 

sie  bei  der  Gesammtheit  der  Umgänge  nicht  in  Betracht. 

Da  nun  fi  Umgänge  vorbanden  sind  und  jeder  derselben,  auf  den 

Punkt  z  =  00  zusammengezogen ,  den  Beitrag  m  zu  der  Integration  giebt, 

80  ist 

m.fi 

die  Zahl  der  Verschwindungspnnkte  der  Function  q>. 

Für  r=]  ist  aber  fi  nach  dem  Gauss* scheu  Fundamen talsatze 
bekannt,  nämlich  =nj;  das  soeben  Bewiesene  zeigt  dann  weiter,  dass 
überhaupt  die  Zahl  der  gemeinschaftlichen  Lösungen  von  r  Gleichungen 
«1»",  Wji«n,  ...  nr*'"  Grades 

beträgt. 


Allgemeiner  ist  folgendes  Problem.     Die  linken  Seiten  der  Gleich- 
aogen 

F^      (*!,  ...  *^;   fi,  ...  fO  =  0, 
3)  

sollen  von  einer  etwas  andern  Beschaffenheit,  als  die  in  1)  betrachteten 
vorausgesetzt  werden;  es  sollen  nämlich  für  jedes  Glied 

von  F^  die  Bedingungen 

«i  +  '-'  +  ^m:^^!»     ^1+  "-^ßv^H 
erfüllt  sein,  und  es  soH  die  allgemeine  Annahme  gemacht  werden,  dass 
die  Glieder,  deren  Exponenten  den  beiden  Bedingungen  genügen,  auch 
▼irklich  in  Fi  vorkommen.  —  Gesucht  wird  die  Zahl 


w,. 


der  gemeinschaftlichen  Lösungen   des  Systems  3),  die  offenbar  ntir  von 
den  Ordnungszahlen  m^,  n^,  ...  m^^y,  n^-fy  abhängen  kann. 

Anstatt   von    den   Gleichungen    3)    gehe   man    von   dem  folgej^den 

System  aus:  DigitizedbyCnOOglC 
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i    fi      (*i,  ...5^;  fi,  ...  £^,  t)  =  0, 
4)  • 

/  /)»+f(*i.  •••*^;  ti»  ■••  tvi  ^)  =  o. 

welche  5|,....«|Ei,   {^i)-*£v  als   o>|,,i;-deiit]ge  Functionen   von  z  definirt, 
wenn  fi   die  Ordnungszahlen  mx,  n;i^  hat. 

Die  Zahl  der  Verschwindnngspnnkte  einer  ganzen  Function 

9>ihy  •••*#*;  fi'  •••  £fr>  0 
mit  den  Ordnungszahlen  111^4.9^1,  fift^-v^.!  wird  dann,   der  allgemeinen 
Bedeutung  von  oo^,»  zufolge,  mit 

zu  bezeichnen   sein.     Um  für  diese  Zahl  einen  andern  Ausdruck  zu  er- 
balten, untersuche  man  wieder  das  Integral 


(OD) 

welches  auf  alle  verschiedenen  vollständigen  Umgänge  zu  erstrecken  ist. 

»/  \ 

Zu  den  Unstetigkeitspunkten  der  zu  integrirenden  Function  — ^  gehören 

q>[z) 

zunächst    die    o)^,v-|.i  Verschwindungspunkte    von    qo,    deren  jeder  den 
Beitrag  1  zu  dem  Integral  liefert. 

Ferner  aber  können  die  5,  also  auch  (p  unendlich  gross  werden  für 
endliche  t.  Man  zeigt  dies  am  leichtesten  dadurch,  dass  man  jede 
Gleichung  /x  =  0  des  Systems  4)  dividirt  durch  die  höchste  in  ihr  vor- 
kommende Potenz  eines  der  f,  z.B.  durch  sj^ly   und  darauf  diejenigen 

«,  welche   nicht  in  den  Verbindungen  — ,  ...  -^^   auftreten,   verntch- 

lässigt;  so  ergeben  sich  fi+v  Gleichungen 

♦,       (i;,...^S    &,...£.,=)  =  ». 

*'*'^t-  ■■■  '^■'  '■■  -  i"  ')-"■ 

durch  welche  die  fraglichen  Un Stetigkeitspunkte  bestimmt  werden,  deren 
Zahl  mithin 

beträgt.     Da  für  diese  Funkte  s^^  ...  s^  unendlich  gross  von  der  ersten 
Ordnung  werden  und  ip  die  s  im  Grade  m^^y.f.|  enthält,  also  wie 

C 

unendlich   wird,   so   ist  der  gesammte  Beitrag,  welchen   die  erwähnten 
Punkte  für  das  Integral  liefern, 

—  "»/i  +  y-f-l  •  »iB-l,ir  +  l.Digitizedby Google 
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Noch  ist  zu  untersncheii  der  Betrag  von  /,  am  den  Punkt  z  =  qo 
erstreckt.     Ein  beliebiges  der  iOß^v  Integrale  hat  den  Werth 

5)  hm ^-^ — : . 

Dieser  Grenzwerth  lässt  sich  leicht  ermitteln ;  man  braucht  nur  in  den  fi 
ond  in  q>  alle  ^  und  z  unendlich  gross  anzunehmen,  oder  alle  Glieder, 
ffir  welche  die  Exponentensumme  ^n^  ist,  wegzulassen.  In  §  5  kann 
man,  nachdem  diese  Vereinfachung  der  Ausdrücke  f^  und  q>  vorgenom- 
men ist,  das  Zeichen  Um  fortlassen  und  die  im  Zähler  stehende  Deter- 
minante mit  Hilfe  der  Gleichungen 

▼ereinfachen;  es  reducirt  sich  dadurch  der  Zähler  von  5)  auf  das  Pro- 
doct  der  im  Nenner  stehenden  Determinante  mit 

Der  gesuchte  Grenzwerth  ist  also  w^+i^+i  für  jeden  der  Umgänge.  — 
Hiemach  giebt  die  Vergleichung  der  beiden  für  EJ  erhaltenen  Zahlen- 
ausdrücke 

oder 

Diejenigen  oo,  deren  einer  Index  Null  ist,  welche  sich  also  aof 
Gleichungen  mit  nur  einer  Beihe  von  Unbekannten  beziehen,  sind  nach 
dem  Vorigen  bekannt,  nämlich 

^  coo,t  =  WjWj  ...  Wy,     m^, 0  =  »"i ''S  ••■''*/« • 

Aus  6)  erhält  man  für  ^  =  1,  v  =  0,  für  |m  =  1,  v=1  u.  s.  w. 
»1,1  =    Wj^ij  +^,«1, 

»1,2  =  »»i»s«s  +  »»a«i  »3  +  ^Z^l^%\ 

•i,»  =  Wi^jfij . . ,  fi,+2  +  Wj  «ij  n^n^  . . .  fi^^t  +  . . .  +  »Wf +1  ^^+2^1  «8  • . .  w» 
and  allgemein 

wo  rechts  nur  ein  Glied  der  aus 

(^  +  v)(^  +  v-l)...(f.  +  lj 

1.2, ..V 

Gliedern  bestehenden  Summe^  geschrieben  ist.     Der  Beweis  der  Gleichung 

7)  ist  sehr  leicht  durch  Induction  mit  Hilfe  der  Gleichung  6)  zu  führen. 

XdtMhtift  t  MathematU  u.  Phyalk  XXVI,  «.  ^^ 
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Wie  sich  die  entsprechenden  Untersuchungen  für  mehr  als  zwei 
Beihen  von  Unbekannten  gestalten,  mdge  nur  noch  kurz  angedeutet 
werden. 

Die  Exponenten  des  allgemeinen  Gliedes 

von 

8)      F^{s,...Sf,',  a,...av,  ti...t^)  =  0     (i==  1,  2,  ...  ft  +  v+9) 

haben  den  drei  Bedingungen 

«i  +  «2+-'  +  «f*^'«ii    ßi  +  ßi+"  +  ßp^^^^    ri  +  Y%  +  '."  +  yv^Pl 
zu  genügen;  unter  dieser  Voraussetzung  soll  unter 

die  von  den   mx^  nxy  px  abhängige  Zahl   der  Lösungen   des  Systems  8) 
verstanden  werden. 

Man  definire  die  5,  0,  {;  als  co^,,,^- deutige  Functionen  von  z  durch 
das  System 

/i(5,,  ...5^5  er,,  ...  öv]  Ü,  ...  h,  2)  =  0     (A=l,2,...ft+v  +  ^), 
in  welchem  die  Ordnungszahlen  bez.  dieselben  sind ,  wie  in  8) ;  die  Zahl 
der  Verschwindungspunkte  einer  ganzen  Function 

9>(*ii ...;  <fij ...;  iiy  •••  tv,  «) 
mit  den  Ordnungszahlen  m^^y^^^i,  n^^^^^^i^  Pß^p^^^i  ist  dann 

Die  geschlossenen  Wege  des  Integrals 


1        rdq) 


2} 

(») 

zieht  man  einerseits  um  den  Punkt  z  =  qc  zusammen  und  erhält 

WD  der  erste  Factor  die  Zahl  der  Umgänge  angiebt.     Andererseits  sieht 
man  die  Wege  zusammen  um  die  im  Endlichen  gelegenen  Unstetigkeits* 

punkte  der  Function   ^t-t*     Es  sind  dieses  erstens  die  a>ii.i;  0+1  Punkte, 
^  fp\z) 

für  welche  ^  verschwindet  und  deren  jeder  den  Beitrag  1  liefert;  Ewei- 

tens^die   (o^.i^tf,^^.!  Punkte,    für  welche  die  5  unendlich  werden,  also 

auch  (p,  und  zwar  von  der  Ordnung  m^^tf^^^],  unendlich  wird;  jeder 

dieser  Punkte  liefert  den  Beitrag 

drittens    die   00^, ^-^^^i   Punkte,    für  welche  die   Q  unendlich  werden. 
Man  erhält  so  die  Recursionsformel 
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Sobald  einer  der  drei  Indices  von  go  Null  ist,  kommt  man  auf  Aus- 
drücke, welche  nach  7)  bekannt  sind;  es  hat  daher  keine  Schwierigkeit, 
•US  der  Formel  9)  den  allgemeinen  Ausdruck  für  (Og^.p.Q  herzustellen. 

Dass  man  in  dieser  Weise  weiter  gehen  kann,  liegt  auf  der  Hand. 
Das  allgemeine  Ergebniss  Iftsst  sich  wie  folgt  aussprechen: 

Für  die  ^  +  v  +  ...  +  r  Gleichungen 
fx{h^"'^ß]  <j,,...tf,;  ...;fi,...£r)  =  0  (A  =  1,2,...^  +  v+...  +  t). 
welche  in  den  s  von  der  Ordnung  mi^  in  den  a  von  der  Ord- 
nung nij  ...,  in  den  £  von  der  Ordnung  ix  sind,  ist  die  Zahl 
der  gemeinschaftlichen  Lösungen  gleich  der  Summe  aller 
derjenigen  aus  fi  Factoren  m,  v  Factoren  n,  ...  t  Factoren  / 
SU  bildenden  Producte,  deren  (i  +  v  +  .,.  +  t  Indices  sämmt- 
lich  von  einander  verschieden  sind. 

3. 

Unter  den  verschiedenen  Beweisen  des  Ab  einsehen  Theorems  ist 
wohl  der  von  Clebsch  und  Oordan  (Theorie  der  AbeVschen  Functio- 
nen, S.  127)  gezeigte,  welcher  von  dem  C auch y^ sehen  Fundamental- 
satze Gebrauch  macht,  der  kürzeste.  Es  ist  von  Interesse,  zu  sehen, 
wie  man  diesen  Beweis  zu  specialisiren  hat,  um  die  Additionstheoreme 
der  elliptischen  Integrale  herzuleiten. 

Sei  f{z)  ein  Polynom  vierten  Grades: 

f{z)  =.J+Bz  +  Cz*  +  Dz^  +  Ez*^ 
mit  lauter  verschiedenen  Verschwindungspunkten ,   so  dass  die  Function 

vier  Verzweigungspunkte  hat. 
Das  Integral 

{») 

ist  Null,  weiPdie  zu  integrirende  Function  f{z)  der  Bedingung 

/tm[2F(z)]  =  0   fUr  2  =  00 
genügt  und  die  Punkte,   für  welche  die  logarithmische  Function  unend- 
lich gross  wird,   im  Endlichen  liegen.     Diese  letzteren  Punkte  sind  die 
Wurzeln  der  Gleichungen 

1)  /^W-(p«'  +  g*  +  r)«=o, 

2)  Az)-(p't^  +  g*  +  r7  =  0, 

also  kommen  ausser  den  Verzweigungspunkten  im  Allgemeinen  acht  Un 
Stetigkeitspunkte  in  Betracht    Durch  geeignete  Wahl  von  p,  q^  r,  p',  q\  r 
kann  man  aber  bewirken,  dass  vier  Unstetigkeitspunkte  wegfallen;  man    , 
braucht  nur  die  Annahme  zu  machen,  dass  die  Gleichungen  1),  2)  zwet^^^ 

26* 
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Wnrzeln  z\  z"  gemeinachaftlich  haben;  für  diese  Punkte  ist  das  Argu- 
ment des  Logarithmus  endlich  und  von  Null  verschieden.  Es  bleiben 
dann  nur  noch  vier  Unstetigkeitspuukte  Zq,  z^,  s^f  ^s>  ^^^  zwar  mögen 
Zq,  z,  der  Gleichung  1),  z^,  z^  der  Gleichung  2)  genügen.  Da  ein  Punkt 
immer  ein  Werthepaar  (z,  5)  repräsentirt,  so  soll  hinsichtlich  der  Lage 
dieser  Punkte  noch  die  Voraussetzung  gemacht  werden,  dass  es  geschlos- 
sene Linien  giebt,  welche  Zq  und  Z|  (bez.  Zq  und  Zg),  aber  keinen  andern 
Ausnahmepunkt  umgeben. 

Das  um  z^  und  z^  zu  erstreckende  Integral  lässt  sich  in  zwei  zer- 
legen; der  Werth  des  einen  geht,  etwa  auf  geradlinigem  Wege,  aus  der 
Nähe  von  z^  bis  m  die  Nfihe  von  Zj  und  umkreist  z^\  der  des  zweiten 
führt  bis  Zq  zurück.  Da  sich  die  logarithmische  Function  in  der  NSbe 
von  Zj  wie 

ConsL  -h  log 

verhält,  so  darf  zwar  das  um  den  Funkt  z^  in  kleinem  Kreise  genom- 
mene Integral  vernachlässigt  werden ,  aber  es  ist  wesentlich  zu  bemerkeni 
dass  sich  der  Logarithmus  nach  der  Umkreisung  von  z^  um  —  2  »t  ge- 
ändert hat.     In  Zq  verhält  sich  die  logarithmische  Function  wie 

Comi,  +/op(z— z^j), 

nach  der  Umkreisung  von  z^  erhält  also  der  Logarithmus  wieder  einen 
um  2711  grossem  Werth,  d.  h.  ein  Umlauf  um  beide  Punkte  lässt  die 
logarithmische  Function  ungeändert.  Bezeichnet  L  den  veränderlichen 
Werth  des  Logarithmus  für  irgend  einen  Punkt  des  geradlinigen  Wcgea, 
so  ergiebt  sich  für  die  Summe  der  beiden  Integrale 


Ganz  ebenso  erhält  man 


/^ 


H 

für  denjenigen  Bestandtheil  von  7,  welcher  von  der  die  Punkte  z^  und 
Z3  umschliessenden  Curve  herrührt.  Da  andererseits  7  =  0,  so  hat  man 
eine  Beziehung  zwischen  zwei  elliptischen  Integralen: 


3)  p_L=+/:^=o. 


Es   bietet  sich  jetzt  die  Aufgabe,   die  algebraische  Relation  herzu- 
stellen, welche  zwischen  den  vier  Grenzen  besteben  muss.    ^^^^ 
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Da  die  gesuchte  Relation  z   und   z"  nicht  enthalten  darf,   so  kann 
man  fflr  z',  /'  die  beiden  Punkte  wfthlen,  für  welche 

'S^lz  —  tn 
noch  verschwindet,  wo  /  und  m  so  bestimmt  sind,  dass  dieser  Ausdruck 

fUr  «  =  «0»  '  —  ^o  =  V7W)^  ^o^  ^^^  ^  =  ^8»  «  =  *8  =  >^A^)  Null  wird. 
Die  Bedingung  daftir,   daes  ;',  z'\  z^,  z^  [immer  in  Verbindung  mit 

den  zugehörigen  Werthen  von  j/f(z)^   also  bezw,  Imit  /,  s'\  «,,  «J  einer 
Gleichung 

genügen,  ist 

1     «       z^     s 
1     «"     z"«     /' 

1       Z,        ti«        5, 
1       Z,       «8»       58 

Die  Darstellung    der    entwickelten   Determinante  lässt  sich  verein- 
fachen, wenn  man 

4)  x-^'^^^\    ^  =  ii!i^^ii« 


=  0. 


letzt,  d.  h.  k  und  fi  so  bestimmt,  dass 

ftlr  Zj  und  z,  verschwindet.     Der  Bedeutung  von   /  und   m  zufolge  ist 
femer 


5)  /  =  -77 -;  ,         m  s=  -—77 -7—. 

Z  ^Z  Z  '•^  z 

Die    Entwickelung    der    Determinante    giebt,    nach    Theilung    mit 
(«"— t')(z8— 2j),  wenn  man  Gleichungen  wie 

z*»  —  «  ■*  =(z  — z  )[/zz  +m{z  +  z  )] 
beachtet, 

6)  («,+  :,-i'-0(»»-f*)  +(*i*,-«V')(/-i)  =  0. 

Ganz  ebenso  findet  man ,  wenn  ti ,  i^  die  beiden  Punkte  bezeichnen, 
in  welchen  s  — Az  — fi,  ausser  in  Zj,  z,,  noch  verschwindet, 

7)  (*o+  «8~ f-  O (^-  m)  +  (Z0Z3  -  zY) (X - 0  =  0. 
Die  Addition  von  6)  und  7)  giebt  wegen 

die  gesuchte  Bedingung  zunächst  in  der  Form 

8)  «0^8 +*'«"=  «1-8  +  ^  f"- 

Es  bleibt  übrig,  z's"  und  fj"  anders  auszudrücken.     Da  z',  z",  z,j,  Zj 
die  Wurzeln  der  Gleichung 

Ea^+  Da?  +  Cx^  + . , .  -  {Ix  +  mY  =:zO 
lind,  80  hat  man  Digitizedby vnOOQlC 
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'  +  '"=  -  I  -  ("0  +  *.).     K+  «,)(*'+0  +  to*,+  tV'=^, 
woraus  ^_p  ,^  . 

*o «»  +  «'«"=  -ß-  +  (*o+*s)  [g  +  *o  +  «sj- 
In  derselben  Weise  findet  man 

Die  Gleichung  8}  verwandelt  sieb  hiernach  in 

oder  wegen  der  Bedeutung  von  /  und  k  aus  4)  und  5) 

^(!sa=iS5))'_«(„+^,_s,„+^,.. 

^2  —  «1 

Für  ^0  ^  ^  erhält  man  hieraus  das  Additionstheorem  für  elliptische  Inte- 
grale erster  Gattung  genau  in  der  von  Lagrange  gefundenen  Form. 
Der  directe  Weg,  aus 


/*  dx  r  dx 


0  e 

c  algebraisch  als  Function  von  a  und  6  herzuleiten,  ist  folgender.    Man 
bestimmt  X  und  fi  so,  dass 

5  —  ilz  — f* 

für  die  Punkte  a  und  b  verschwindet;   derselbe  Ausdruck  verschwindet 

dann  noch   für   zwei  Punkte  o,   ß.     Darauf  sind  p,  q  so  zu  bestimmen, 

dass  , 

s—pz^  —  qz  —  l 

ausser  für  (2  =  0,  5  =  1)  für  u  und  /?  verschwindet;  der  vierte  Verschwin- 
dungspunkt  derselben  Function  ist  der  gesuchte  c. 
Hat  f{z)  die  Normalform 

A2)=Ä(x)  =  (l~z«)(l-Ä«2«), 
so  sind  a,  6,  a,  ß  die  Wurzeln  der  Gleichung 

^2t*-(l  +  ^2  +  ;i«):«-2;i|*i  +  l-^»  =  0, 


also  ist 

9)  «  +  |5=-(a  +  6),     aß^ 


k^ab' 


Wegen  ^Ä(a)  =  Aa  +  ^,  j/ä(/S)  =  ij5+ fi  ergiebt  sich  aus  den  bei- 
den Bedingungen,  welchen  p  und  q  zu  genügen  haben, 

1  +  ^  1+f» 

während  X  und  fi  folgende  Bedeutung  haben:  OoOqIc 

igi  ize     y  g 
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"'  *~  b-a  •      <*"  b-a 

Da  c  eine  Wnrzel  der  Oleichnng 

R{z)-ipt*  +  qz  +  l)*=^0 
ist,  so  findet  man  mit  SOpksicht  auf  die  erste  Gleichung  9) 

'^  =  -  +  "  +  Ä^' 
and  nach  Einsetzen  der  Ansdrttcke  10) 

,,.  ,_ia  +  b)il+,,)*+k*aH*{a  +  b)  +  2abl{l  +  (,) 

'  1- k*aH*  +  2  (i  +  f,'  :         • 

Zar  Abkdrzang    der    noch  erforderlichen   Rechnung  bemerke  man, 
dass  nach  11) 

i        li.{af/H(r  +  b/R{ä))=={a  +  b){l-k*a*b*), 

)  2abln{ayT(b)  +  byR(ä)f 

V    =  (a  +  6) [(1  - A:«a»6«)  (o  j/R{^)  +  b /Riä)^  -  (o  +  6)*(]  -  A»a»ö*)]. 

Multiplicirt  man  Zähler  nnd  Nenner  in  12)  mit 

ia/R(b)  +  by'R(7)y 

and  benutzt  die  Gleichungen  13),  so  f&llt  der  Factor 

iayJt{p)  +  bj/J{^)f+2(a+b){a/R(T)  +  byR(dj)  +  (a  + 

heraus  und  man  erhält 

1d^  _    aj/R{b)  +  ''VW) 

^*''  l-k*a*b* 


Um  für  elliptische  Integrale  zweiter  Gattung  das  Additionstheorem 
hersnleiten,  gehe  man  ans  von  dem  Integral 

2«t   /    L  s  — Az  — ft      J         s 

(») 
welches  über  beide  Umgftnge  zn  erstreckeD  ist;  p,  g^  Ij  fi^  haben  wieder 
die   in   10)  nnd  11)  angegebene  Beden tnng. 

Das  auf  den  Pnnkt  2  =  oo  znsammengezogene  Integral  J  ist  in  die- 
sem  Falle  von  Nnll  verschieden;   nach  Satz  II)  ist  dasselbe  gleich  dem 

Coef%cienten    von    i  in   der  Entwickelnng  von   ^(y)  i^&ch  steigenden 

Potenzen  von  {;,  unter  F{z)  die  zu  integrirende  Function  verstanden.    Da 
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and    die  Entwickelang  der  Qaadratwarzel  nur  gerade  Potenzen  von  t 
liefert,  8o  findet  man  leicht  für  den  Coefficienten  von  t 

skq^{ik^p)X 
ek'-tj  • 

wo  e  =  +  1)  und  die  Snmme  der  beiden  hieraas  für  £  =  +1  QQd  —1  ent- 
stehenden Aasdrücke  ist  ik^q 


was  sich  leicht  auf  die  Form         k*nbc 

bringen  l&sst.     8o  folgt 

b 


0  c 

wo  a,  6,  c  darch  die  Relation  14)  verbunden  sind. 


Das  Additionstheorem  für  Integrale  dritter  Gattung  entspringt  ans 
der  Untersuchung  des  Integrals 

27ri  J   L  s-lz-ti      j  {i  —  k^to^z^js  ' 

(OD) 

wel<;he8  verschwindet,  wenn  der  Integrationsweg  um  den  Punkt  z  =  <x> 
zusammengezogen  wird.  Es  sind  hier  vier  neue,  im  Endlichen  gelegene 
Unstetigkeitspunkte  zu  berücksichtigen,  nämlich 

^  kcD  "-     /cw- 

Die  Beiträge,  welche  diese  Punkte  für  das  Integral  J  liefern,  sind  nach 
Satz  I)  zu  bestimmen: 

CO  ,        Afl/Ä7(DÖ)— p  — Atöcö  — ^«Cö* 

—  ^    . fog-  '^  r     '^ 

2j/ä((ö) 

+  — =^% 

■  log 


kyR{m)-Xkm- 
kj/R{a,)  +  p  +  kga, 

+  *»«« 

kyR{a)+likiü  + 
k}/R{ca)-p'i-kgio 

1«/.*»» 
-A«»« 

kj/R(«»)  +  ik(o- 
kj/R{a)+p  —  gkm 

Dieser  Ausdruck,   der  sich   übrigens   durch  Zusammenziehen   des  ersten 
und  dritten,  sowie  des  zweiten  und  vierten  Gliedes,  und  nach  Einsetzen 
der  Werthe  von  J»,  y,  ^,  ^  bedeutend  vereinfachen  lässt,  ist,  bis  auf  da« 
Vorzeichen,  gleich  der  Summe  der  beiden  Integrale  dritter  Gattung 
a  b 

J  (l^k^m^)s^J  (l^k^^^)s' 

0  C  ..tizedbyCnOOgle 
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XXm^  lieber  eine  Erweiternng  der  Mariotte  nnd  Oay-Lnssac'sohen 

OesetEe. 

Die  biBherigen  Oleichnngen,  welche  den  obenerwähnten  Gesetzen 
entap rechen ,  setzen  auf  beiden  Seiten  eine  nnd  dieselbe  Gasart  in  ver- 
schiedenen Zuständen  des  Drucks,  der  Temperatur,  des  Volumens  und 
der  Dichtigkeit  voraus  und  gestatten  dadurch,  eine  oder  die  andere 
Grösse  zu  bestimmen,  wenn  die  übrigen  gegeben  sind,  oder  es  lassen 
rieh  mit  denselben  nur  relative  Bestimmungen  für  ein  und  dieselbe  Gas* 
irt  in  verschiedenen  Zuständen  vornehmen.  Verbindet  man  aber  mit 
diesen  Gesetzen  noch  ein  anderes,  so  ergeben  sich  Gleichungen,  welche 
auf  den  beiden  Seiten  die  physikalischen  Bestimmungsstücke  verschiede- 
ner Gasarten  enthalten  können  und  welche,  sobald  die  Gasart  und  eine 
hinreichende  Zahl  ihrer  Bestimmungsstücke  bekannt  sind ,  unmittelbar  die 
fehlende  Grösse  in  absolutem  Maasse  bestimmen  lassen,  also  z.  B.  sofort 
den  Druck  auf  den  Quadratcentimeter  in  Gewichten,  wenn  die  Gasart 
oder  ihr  specifisches  Gewicht,  ihr  absolutes  Gewicht,  ihr  Volumen  und 
ihre  Temperatur  gegeben  sind.  Im  Nachfolgenden  soll  diese  Erweiterung 
vorgenommen  werden. 

Die  Hauptformeln  des  Mariotte* sehen  Gesetzes  sind 

p:p'=d:d^  und  daraus   d :  d'=^  v  :  », 
wo  p  und  p'  die  Drucke,  e  und  t   die  Volumina,  d  und  <f  die  Dichtig- 
keiten eines  und  desselben  Gases  in  zwei  verschiedenen  Zuständen,  jedoch 
unter  der  Voraussetzung  gleicher  Temperatur  bestimmen.     Als  Maass  für 
die  Dichtigkeit  kann  man  das  Gewicht  der  Volumeneinheit  nehmen,   so 

dass»  wenn    q  das  absolute   Gewicht  des   Gases  bezeichnet,    d=—   im 

q 

einen  und  ^=-7  im  andern  Falle  gesetzt  werden  kann. 

Zu  diesen  Formeln  tritt  eine  dritte  hinzu,  welche  für  verschiedene 
Gasarten  und  unter  der  Voraussetzung  gleicher  Dichtigkeit  und  gleicher 
Temperatur  gilt.     Der  entsprechende  Satz  heisst: 

Bei  gleicher  Dichtigkeit  und  Temperatur  verhalten  sich  die  Drucke 
zweier  Gasarten  wie  umgekehrt  ihre  specifischen  Gewichtej^^^yGoOQlc 
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oder  es  gilt,  wenn  s  nnd  s'  die  specifiscben  Gewichte  der  Gase  bezeich- 
nen, die  Proportion 

p  :  p  =^  s  :  s. 

Berücksichtigt  man  z.  B. ,  dass  die  specifischen  Gewichte  von  Wasser- 
stoff =  1  und  Sauerstoff  =16  sagen:  ein  bestimmtes  Volumen  Sauerstoff 
wiegt  bei  gleichem  Druck  und  gleicher  Temperatur  16 mal  soviel,  als 
dasselbe  Volumen  Wasserstoff,  so  ergiebt  sich,  dass  die  Dichtigkeit  des 
Sauerstoffs  unter  den  gegebenen  16 mal  so  gross  ist,  als  die  des  Wasser- 
stoffs. Um  daher  den  Sauerstoff  auf  gleiche  Dichtigkeit  mit  dem  Wasser- 
stoff zu  bringen,  muss  sein  Volumen  auf  das  16 fache  gebracht  werden; 
dadurch  wird  aber  bei  gleich  bleibender  Temperatur  sein  Druck  nur  ^ 
des  Druckes  vom  gleich  dichten  Wasserstoff. 

Im  Allgemeinen  kann  man  das  Gesetz  auf  folgende  Weise  ent- 
wickeln. Hat  man  je  ein  Volumen  v  zweier  Gasarten  mit  den  specifi- 
schen  Gewichten  s  und  s\  unter  gleichem  Druck  p  und  gleicher  Tempe- 
ratur, so  besteht  für  ihre  absoluten  Gewichte  q  und  q'  die  Proportion 

q  :  q=s:  s\ 
daraus  folst  / 

V       V 

d  :  ff=^s\s\ 
wo  d  und  i  wieder  die  Dichtigkeiten  der  zwei  Gasarten  bestimmen. 

Wird  hierauf  die  Dichtigkeit  «T  der  zweiten  Gasart  bei  gleichbleiben- 
der Temperatur  durch  Veränderung  des  Volumens  f>  in  t>'  und  damit  des 
Drucks  p  in  p  auf  die  Dichtigkeit  d  gebracht,  so  gilt  für  die  zweite 
Gasart  allein  nach  oben  die  Proportion 

pip'zzndid^. 
Aus  den  beiden  letzten  Proportionen  folgt  für  die  gleiche  Tempers- 
tur und   die   gleiche  Dichtigkeit  (/der  zwei  Gase  das  oben  aufgestellte 

Resultat 

p:p  =$:s. 

Um  nun  zweierlei  Gasarten,  von  welchen  die  eine  das  specifiscbe 
Gewicht  5,  das  Volumen  «,  das  absolute  Gewicht  9,  also  die  Dichtigkeit 

rf=—  hat  und  den  Druck  p  ausübt,  und  beim  andern  »',  1?',  g\  ^  und  p 

die  analogen  Grössen  bezeichnen,  mit  einander  unter  der  Voraussetzung 
gleicher  Temperatur  in  Beziehung  zu  setzen,  denken  wir  uns  als  Mittel- 
glied eine  dritte  Gasmenge,  welche  aus  der  ersten  Gasart  besteht  oder 
das  specifiscbe  Gewicht  s  hat,  auf  die  Dichtigkeit  d!  der  zweiten  Gas- 
menge gebracht  ist  und  unter  dem  Druck  p'  steht;  man  erhält  dann  für 
den  Uebergang  von  der  ersten  zur  dritten  gleichartigen  GaAnenge  nach 
dem  früheren  Gesetze  j 

p\p^d\<t  oder  p^—-,  ^  , 

^    DigitizedbyCnOOgle 
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ferner  für  den  Uebergang   von  der   dritten  Gasmenge  zur  zweiten  nach 
dem  letzten,  gleiche  Dichtigkeit  voraussetzenden  Gesetze 

p:p  =«:«    oder  p  =  — , 
s 

daher  für  den  Uebergang  von  der  ersten  zur  zweiten  Gasart 

Pl^Pi  oder  ^=<^'. 
äs  au 


1) 


Führt  man  das  Volumen  und  Gewicht  der  Gase  ein,  so  wird 

psv     p's'v 


Für  gleiche,  aber  sonst  beliebige  Temperaturen  geben  daher  bei  allen 
Gasen  Druck  mal  specifisches  Gewicht,  mal  Volumen,  getheilt  durch 
absolutes  Gewicht,  gleiche  Grössen.  Diese  Grössen  bleiben  so  lange  con- 
Btant,  als  die  Temperatur  dieselbe  ist. 

Nehmen  wir  zur  Bestimmung  dieser  Constanten  bei  der  Temperatur 
0^  atmosphärische  Luft,  so  ist  s'=  14,5  bei  />^  760  mm  Druck  oder  bei 
einem  Druck  von  1033  g  auf  den  Quadratcentimeter,  ferner  ist  dann  das 
absolute  Gewicht  eines  Kubikcentimeters  =  0,0013  g  und  bei  v'±=lkcm 
9  =  0,0013g  zu  setzen,  dadurch  wird 

^^^  =  ^^?;ito^'^  =11521923  oder  rund  =11522000. 
q  0,0013 

Zu  berücksichtigen  ist  bei   Anwendung   dieser   Gonstanten,   dass  Druck 

und  Gewicht  in  Grammen,  Volumen   in  Kubikcentimetern  auszudrücken 

sind  und  der  Druck  p  sich  auf  den  Quadratcentimeter  bezieht.     Würde 

man   als   Maasseinheit   den  Decimeter  zu  Grunde  legen   und   daher  den 

Knbikdecimeter  und   den  Druck   auf  1  Quadratdecimeter   einführen,  so 

wäre  ^-^^—=  1152200,  dabei  blieben  p'  und  q  in  Grammen  ausgedrückt. 

'    '    f 
Für  den  Meter  als  Maasseinheit  erhielte  man   ^'/     =115220.      Hier 

q 

sind  immer  für  gleichartige  Grössen  dieselben  Maasseinheiten  eingeführt. 
Dies  wäre  an  und  für  sich  nicht  nöthig;  man  könnte  für  Druck  und 
Gewicht,  sowie  für  die  Fläche  des  Druckes  und  den  Kubikinhalt  der 
Gase  verschiedene  Einheiten  wählen,  z.  B.  für  den  Druck  Kilogramme 
und  für  das  Gewicht  Gramme,  für  die  Fläche  den  Quadratdecimeter  und 
für  den  Kubikinhalt  Kubikmeter,  wenn  nur  diese  Einheiten  für  jede 
Grösse  bekannt  sind  und  dann  im  andern  Falle  bei  gleichartigen  Grössen 
dieselben  Einheiten  verwendet  werden.  Wollte  man  als  Druckeinheit  den 
Atmosphärendruck  einführen,  als  Kubikeinheit  den  Liter  und  als  Gewichts- 
einheit das  Gramm,   so  wäre   ^'  /^  ^   A.J.Ö    =11156.     So  oft  dann 

q  0,00  lo 

die  letztere  Constante  verwendet  wird,  sind  die  gleichartigen  Grössen 
natürlich  ebenfalls  wieder  auf  die  genannten  Einheiten  s^,  b^l^bej)^  ^  jIc 
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Setzt  man  diese  Constante  für  die  Temperatur  0^  =  C,  so  hat  man 
für  irgend  ein  Oas  bei  der  Temperatur  0^  die  Gleichung 

2)  ^•-^=C. 

Aus  dieser  Gleichung  können  p^  v^  q  oder  s  für  die  Temperatur  0^  un- 
mittelbar gefunden  werden ,  wenn  die  drei  anderen  Grössen  gegeben  sind. 
Für  20  g  Kohlensäure ,  welche  in  einen  Raum  von  1001  eingeschlos- 
sen sind ,  erhftlt  man  als  Druck  auf  den  Quadratcentimeter  bei  0^  das 
specifische  Gewicht  «1,529  angenommen, 

C.q     11522000.20g      ,^^-        .  ^o  A. 
^  =  Z7=  1,529.100000  '^^^^g=^-^^^^"-' 

fthnlich  könnte  das  Gewicht  q  oder  das  Volumen  f>  der  Kohlensftoie 
bestimmt  werden,  um  einen  bestimmten  Druck  derselben  herbeizuführen. 

Mit  Hilfe  der  Gleichung  2)  p  =  — ^   kann  man   der  Constanten  C 

eine  bestimmte  Bedeutung  abgewinnen;  setat  man  nämlich  gs=der  Ge- 
wichtseinheit,  z.  B.  =  1  g,  und  e.«  s=  der  Raumeinhbit,  z.B.  s=lkem, 

also  ff)  =  -;-kcm,  so  erscheint  C==  1152200  g  als  Druck  auf  den  Quadrat- 

centimeter,  wenn  1  g  des  Gases  bei  0^  auf  einen  Raum  zusammengedrückt 
wird,  der  gleich  dem  sovielten  Theile  eines  Kubikcentimeters  ist,  als  das 
specifische  Gewicht  des  Gases  auf  Wasserstoff  =  1  bezogen  angiebt  Na- 
türlich wird  hierbei  vorausgesetzt,  dass  bei  dieser  Zusammen drückung  das 
ursprüngliche  Mariott ersehe  Gesetz  in  Giltigkeit  bleibt.     Hätte  man  die 

Gleichung  nach  t  aufgelöst ,  wäre  man  also  von  v  =  -  —  ausgegangen ,  so 

-  p.s 

hätte  man  v  ==  C  erhalten ,  wenn  ^  =  1  und  p.5=l;  z.  B.  ^sslg  und  p .« 
=  1  g  oder  p  =  —  g  gesetzt  wird.  In  dem  Falle  wäre  daher  C  das  Volumen 
in  Kubikcentimetern ,  auf  das  1  g  Gas  bei  0^  ausgedehnt  werden  müsste, 
damit  der  Druck  auf  den  Quadratcentimeter  —  g  beträgt.  Andere  Be- 
deutungen würden  dem  C  untergelegt  werden  können,  wenn  man  die 
Hauptgleichung  noch  nach  q  oder  s  auflöst. 

Auch  die  Gleichung  1)  kann,  je  nachdem  ihr  die  eine  oder  andere 
Form  gegeben  wird,  in  verschiedener  Weise  ausgesprochen  werden;  am 
einfachsten  scheint  dies  geschehen  zu  können,   wenn  man  ihr  die  Form 

3)  ±:i.  =  S'.s' 

pv  pv 

giebt.     Ist  nämlich   e  das  Volumen  eines  Gases  bei  p  Druck,  so  ist  pv 

daa  Volumen  bei  unveränderter  Temperatur  und  jipmJ3f^l5ke  .^^liJ^^®*^ 
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—  die  Dichtigkeit  bei  dem  Drncke  =  1 ,  and  die  Proportion  giebt  den 

Satz: 

4)  Die  Dichtigkeiten  zweier  Gase  verhalten  sich  bei  gleichem  Druck 

und  gleicher  Temperatur  wie  ihre  specifischen  Gewichte. 
Dass   der  Satz   auch   für  jede  Temperatur  gilt,    wird   insbesondere 
durch  die  Gleichheit  des  AusdehnungscoefBcienten  für  die  verschiedenen 
Gase  bedingt.     Umgekehrt  kann   man,  wie  später  noch  gezeigt  werden 
soll,  unmittelbar  aus  dem  Satze  die  Formel  ableiten. 

Die  obige  Gleichung  für  C  gilt  zunächst  nur,  wenn  das  Gas  die 
Temperatur  0^  hat.  Besitzt  dasselbe  die  Temperatur  i  und  bleiben  die 
übrigen  Grössen  dieselben,  so  kann  man  sofort  eibe  neue  Gleichung  auf- 
stellen, wenn  man  berücksichtigt,   dass  das  Volumen  bei  0^  und  unver- 

Sndertem  Drucke  =  7-r —  ist,  wo  a  den  Ausdehnungscoefficienten  gas- 
förmiger Körper,  also  ^^r  bezeichnet,  und  dass  s  und  q  durch  eine  solche 
Temperaturänderung  nicht  berührt  werden.  Es  muss  deshalb  dann  statt- 
finden 

Das  C  ist  das  nämliche,  als  oben.  Mit  Hilfe  dieser  Gleichung  kann 
man  von  den  anderen  darin  vorkommenden  Grössen  irgend  eine  finden, 
wenn  die  anderen  alle  gegeben  sind,  unter  anderen  also  auch  den  Druck 
in  absolutem  Maasse,  den  eine  chemisch  und  physikalisch  bestimmte  Gas- 
art oder  ein  Gasgemisch  ausübt.  Als  Beispiel  wollen  wir  wieder  die  oben 
bezeichneten  20  g  Kohlensäure  in  einen  Raum  =  100  1  eingeschlossen  und 
mit  einer  Temperatur  von  30^  C.  versehen  annehmen;  es  findet  sich  dann 
der  Druck  p  derselben  auf  den  Quadratcentimeter 

C.(l  +  a/)^11522000.20.(l+^^.j0)^ 

'^  s.v  1,529.100000  ^        ' 

Auch  hier  könnte  man  wieder  bei  gegebenem  p  nach  q^  v,  s  oder  t  auf- 
lösen und  damit  wieder  andere  Aufgaben  durchführen. 

Schreibt  man   die  Gleichung  4)   in  der  Form   - —  =  C(l  +  al)^    so 

giebt  die  rechte  Seite  den  constanten  Werth  der  Ausdrücke  in  1)  für  die 
verschiedenen  Gasarten.  Er  bleibt  so  lange  derselbe,  als  t  oder  die 
Temperatur  der  verschiedenen  Gase  die  nämliche  ist.  Da  nach  oben  C 
dem  Volumen  von   1  g  Gas  bei  0^   entspricht,   wenn  es  so  ausgedehnt 

wird,   dass   sein  Druck   —  g   auf  den  Quadratcentimeter  beträgt,   so  ist 

C(l  +  at)  das  Volumen  der  nämlichen  Gasmenge  bei  i^  und  unveränder- 
tem Drucke.  Digitizedby  VjOOQIC 
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Für  ein  beliebiges  zweites  Gas  erhält  man  auf  dieselbe  Art,  wie  in  4) 


nnd  daher  für  zwei  Gasarten  die  Gleichung 

psv      ^      psv 

Sie  lässt  irgend  eine  der  darin  vorkommenden  Grössen  bestimmen,  wenn 
die  anderen  gegeben  sind,  und  gestattet  deshalb,  von  den  Zuständen 
einer  Gasart  auf  die  irgend  einer  andern  zu  schliessen.  Ihr  Unterschied 
dem' Mariotte-Gay-Lussac'schen  Gesetze  gegenüber  und  ihre  Erwei- 
terung besteht  darin , '  dass  auf  beiden  Seiten  nicht  blos  dieselbe  Gas* 
menge,  sondern  verschiedene  Gasarten  und  Gasmengen  sich  befinden 
können.  Man  erhält  sofort  daraus  das  andere  Gesetz,  wenn  man  q=q 
und  ^  =  /  setzt.  Die  Giltigkeit  bleibt  für  alle  gasförmigen  Körper  so 
lange  bestehen,  als  dieselben  dem  Mariotte 'sehen  und  dem  Gay* 
Lussac* sehen  Gesetze  unterliegen. 

Die  Gleichung  6)  ist,  je  nachdem  sie  auf  die  eine  oder  andere 
Form  gebracht  wird,  der  algebraische  Ausdruck  für  folgende  physika- 
lische Sätze: 

7)  Gase,  deren  Dichtigkeiten  den  specifischen  Gewichten  proportional 
sind,  üben  bei  gleicher  Temperatur  gleichen  Drjick  aus; 

8)  Gase  mit  gleichen  Dichtigkeiten  üben  bei  gleichen  Temperaturen 
Drucke  aus,  welche  den  specifischen  Gewichten  umgekehrt  pro- 
portional sind. 

Statt  der  Dichtigkeit  kann  man  das  absolute  Gewicht  und  das  Volu- 
men der  Gase  einführen.     Es  kann  dann  Satz  7)  verwandelt  werden  in: 

9)  Gase,  deren  absolute  Gewichte  den  specifischen  Gewichten  pro- 
portional sind,  üben  bei  gleichem  Volumen  und  gleicher  Tempe- 
ratur gleichen  Druck  aus;  oder 

10)  Gase,  deren  Volumina  den  specifischen  Gewichten  umgekehrt  pro- 
portional sind,  Üben  bei  gleichem  absoluten  Gewicht  und  gleicher 
Temperatur  gleiche  Drucke  aus; 

während  der  Satz  8)  übergehen  kann  in: 

11)  Gleiche  Gewichtsmengen  Gase,  welche  auf  dasselbe  Volumen  ge- 
bracht werden,  üben  bei  gleichen  Temperaturen  Drucke  ans, 
welche  den   specifischen  Gewichten   umgekehrt  proportional  sind. 

Jeder  dieser  Sätze  kann  zur  unmittelbaren  Herleitung  der  Gleiehnng 
6)  benützt  werden«  Am  einfachsten  scheint  sie  sich  jedoch  zu  gestalten, 
wenn  man  dieser  Gleichung  die  Form  giebt: 

PV         '         PV  *Digitizedby  Google 
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Hier  stellt  die  Gleichung  den  Satz  4)  oder  7)  unter  der  Voraussetzung 
dar,  dass  die  Temperatur  der  zwei  Gase  0^  und  ihr  Druck  =  1  ist« 
Man  erhält  dann  die  Gleichung  durch  folgende  Betrachtung. 

Ist  V  das  Volumen  beim  Druck  jt?,  so  ist  pv  das  Volumen  beim  Druck  1, 

;4^  das  Volumen  bei  0®  und  ^  "^"  die  Dichtigkeit  beim  Druck  1 
1+a/  pv  ® 

und  der  Temperatur  0®:  - — r^^  ist  die  nämliche  Grösse  ii^x  das  andere 

pv 

Oas.     Nach  Satz  4)  findet  nun  die  Proportion  12)  statt  und  aus  ihr  folgt 

die  Gleichung  6). 

Wird  t  =  {  gesetzt,  so  ergeben  sich  die  Gleichungen  1)  und  3); 
^=^^=0  führt  auf  2);  /  allein  =0  angenommen,  giebt  in  Verbindung 
mit  2)  die  Gleichung  5);  für  q^q'  und  s^s  erhält  man  das  Mariotte- 
Gay-Lussac'sche  Gesetz. 

Das  Obige  mag  genügen,  um  nicht  nur  die  leichte  und  anschauliche 
Herleitungsart,  sondern  auch  die  mannichfaltige  Anwendbarkeit  der  oben 
gegebenen  Formeln  darzuthun. 

Nürnberg.  Prof.  Dr.  Bibhbingbb. 


I  XZIV.   Die  Brennpunkte  der  Krümmungslinien  des  Ellipsoids. 

Dreht  sich  eine  Ellipse  oder  Hyperbel  um  die  Axe,  welche  die 
Brennpunkte  enthält,  so  entsteht  ein  verlängertes  Drehnngsellipsoid  oder 
ein  zweimantliges  Drehungshyperboloid,  und  jeder  Punkt  dieser  Flächen, 
also  auch  irgend  einer  Curve  auf  denselben,  hat  die  Eigenschaft,  dass 
die  Summe  oder  Differenz  seiner  Entfernungen  von  den  beiden  Brenn- 
punkten constant  ist.  Findet  dagegen  die  Drehung  um  die  andere  Aze 
statt,  so  beschreiben  die  Brennpunkte  Kreise,  es  entsteht  ein  abgeplat- 
tetes Drehnngsellipsoid  oder  ein  einmantliges  Drehungshyperboloid,  und 
jeder  Punkt  dieser  Flächen  oder  irgend  einer  Curve  auf  denselben  hat 
die  Eigenschaft,  dass  die  Summe  oder  Differenz  seiner  Entfernungen  von 
den  Endpunkten  eines  Durchmessers  des  Brennpunktkreises,  der  mit  ihm 
in  gleicher  Meridianebene  liegt,  constant  ist.  Die  Krümmungslinien  des 
Ellipsoids  liegen  auf  Botationsfiächen  der  genannten  Art,  wie  im  Folgen- 
den nachgewiesen  wird,  also  nehmen  auch  ihre  Punkte  an  den  angege- 
benen Eigenschaften  Theil. 

die  Gleichung  des  Ellipsoids  und  der  confocalen  Hyperboloide  (fi)  und 
(v),  l>^>fA>j3>v,  dann  sind  A,  fi,  v  die  drei  Wurzeln  der  in  X 
kubischen  Gleichung  1),  also 

2)  A  +  f*  +  V=^'  +  y*+?'  +  i5-|-y,  Digitizedby  Google 
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4)  (^_|,)(v_^)  =  ^^£X^y«, 

5)  (^_y)(v_y)  =  ?:ilZL^Z«. 

Combinirt  man  nun  der  Beihe  nach  2)  mit  3),  4),  5),  so  findet  man 

Hf^-ß)  =  x*  +  !,*  +  z*-ß  +  y-k±j/^{x*+y*  +  z*-ß  +  Y-Vl*-i^^y'^, 

Verwechselt  man  die  Zeichen  vor  der  Quadratwurzel ,  so  erhält  man 
die  Werthe  von  2v,  2(v  — 13),  2{v—y),  Betrachtet  man  in  diesen  Gleich- 
ungen fi  (oder  v)  als  Constante,  so  stellen  sie  Drehungsflächen  vor,  auf 
welchen  die  Krümmungslinien  (fi)  oder  (v)  liegen.  Ihre  Drehungsaxeo 
sind  die  x  -,  y-,  z  -  Aze  und  ihre  Meridiancurven  entsprechen  den  Gleich- 
ungen 

6) 
7) 

8) 

Um  diese  Curven  zu  discutiren,  werden  der  Einfachheit  wegen  alle 
Werthe,  welche  die  Grössen  fi  und  v  zwischen  y  und  0  annehmen  kön- 
nen, mit  fi  hezeichnet. 

Die  Curve  6)  entspricht  für 
lfi>ßy       verlängerten  Drehungsellipsoiden , 
kfA  =  ßy       einem  Drehungscjlinder, 
A  — y  =  j3— fi  einem  Drehungskegel , 
^^*<ßy  ^nd  zugleich  l'-y> ß^fik  einmantligen  Drehungshyperbo- 
loiden , 
A  — y  <!?—  fi  (also  auch  kii^ßy)  zweimantligen  Drehungshyperboloiden. 
Hieraus  folgt:  Die  Krfimmungslinien  (fi)  und  (v),  letztere  bis  zur  Grenze 

ßy 

v=  — ,    welche    dem  Drehungscy linder   entspricht,    haben   zwei  Brenn- 
punkte, welche  bei  den  ersteren  zwischen  den  Hauptbrennpnnkten  ^  und 


kn 

f 

k 

11  — ßy 

(A- 

(i- 

-ßK(^ 

■ß)(i^-ß) 

-ß)  +  ß{7- 

-ß) 

y» 
-ß 

(k- 

-y){y— »») 
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]f,  nnd  bei  den  anderen  zwischen  y  nnd  oo  liegen;  letztere  Grenze  bezieht 
sieh  auf  den  Drehnngscylinder.     Die  Krümmangslinien  [y)  zwischen  den 

Grenzen  v  =  -j-  ind  vs=j3  +  y  — A,  welche  dem  Drehungskegel  angehört, 

haben  keine  reellen  Brennpunkte  anf  der  .r-Aze,  da  sie  auf  einmantligen 
Drehnngshyperboloiden  liegen.  Die  Krümmnngslinien  (v)  zwischen  den 
Grenzen  v  =  /3-|-y-*;i  nnd  ^  =  0  haben  zwei  reelle  Brennpunkte,  für 
welche  aber  die  Differenz  der  Entfernungen  constant  ist  und  die  zwi- 
schen den  Grenzen  0  und  y^-^-y  —  l.  enthalten  sind. 
Die  Curve  7)  entspricht  für 

fi>^  abgeplatteten  Drehungsellipsoideu , 

^  =  /9  dem  Hauptschnitt  in  der  a:z- Ebene  zwischen  zwei  Ereispunkten, 

fi<p   und   zugleich  /?  — fi<    /■         einmantligen   Drehungshyperbo- 

leiden , 
fi<^  und  /J— |i4  =  ^i?^ — i-i  einem  Drehungscylinder, 

^<^  und  /3  — ft>^^^     \^   verlängerten  Drehungsellipsoideu. 

Also  haben  nur  diejenigen  Krümmungslinien,  bei  welchen  die  letzte  Be- 

dingung  erfüllt  ist  oder  die  zwischen  den  Grenzen  v  =  /J,  — -|  und  v=sO 

eingeschlossen  sind,  wovon  die  erste  dem  Drehungscylinder  entspricht, 
reelle  Brennpunkte  auf  der  y-Axe,  für  welche  die  Summe  der  Entfer- 
nungen constant  ist.  Sie  liegen  zwischen  den  Grenzen  Yy^ß  ^^^  ^' 
Diejenigen  Krümmungslinien  v,  welche  den  beiden  Bedingungen 
genügen 

|J-.V>i-y    und    ß^v>^^^^ 

oder,  was  dasselbe  ist, 

A  — y 
sowohl  v<  ß+y-^kj  als  auch  v<ß-—^  und  v>0 

liegen  auf  zweimantligen  Drehungshyperboloiden  der  o?- Aze  und  zugleich 
anf  verlängerten  Drehungsellipsoideu  der  y-Aze,  d.  h.  sie  haben  zwei 
Paare  von  Brennpunkten;  für  die  ersten,  die  auf  der  x-Axe  liegen  zwi- 
schen den  Grenzen  0  und  j/ß+y  —  k,  ist  die  Differenz  der  Radien  vec- 
toren,  und  für  die  zweiten  auf  der  ^-Aze  zwischen  oo  und  Yy  —  ß  ist 
die  Summe  derselben  constant.  Hierbei  ist  aber  zu  bemerken,  dass  die 
Krünunungslinie  (v),  die  auf  dem  Drehungscylinder  der  y-Axe  liegt,  mit 
keiner  von  den  beiden  anderen  Krümmungslinien  (v),  wovon  die  eine 
auf  dem  Drehungskegel  und  die  andere  auf  dem  Drehungscylinder  der  , 
«-Aze  liegt,  zusammenzufallen  braucht.     Die  Curven  8)  entsprechen  ntnrg'^^ 

Z«ltMlizift  f.  HathemAtik  n.  Ph/iik  XXVI,  d.  ^ 
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abgeplatteten  DrehnngselUpsoiden ,  also  liegen  auf  der  z- Axe  keine  reellen 
Brennpunkte. 

Alle  Carven  auf  verlängerten  Drehnngsellipsoiden  oder  auf  zwei- 
mantligen  Drehnngshjperboloiden  haben  Directrixebeneni  die  auf  der 
Aze,  welche  die  Brennpunkte  enthält,  senkrecht  stehen  und  deren  Ab- 
stand  vom  Mittelpunkte  gleich  dem  Quadrat  der  grossen  Halbaxe,  dm- 
dirt  durch  die  Brennpunktsdistanz  ist,  also  ist  dieser  Abstand  bei  den 
Curven  6)  und  7) 

Die  numerische  Excentricität,  gleich  der  Brennpunktsdistanz  dividirt  darch 
die  grosse  Halbaze,  ist  [^ 

Jede  Krümmungslinie  mit  reellen  Brennpunkten  hat  also  eine  Directrix- 
ebene  (beziehungsweise  zwei),  das  Yerhftltniss  der  Entfernungen  vom 
Brennpunkte  und  von  der  Directrizebene  ist  für  alle  Punkte  einer  Krüm- 
mungslinie constant  und  gleich  i  oder  e. 

Der  Satz  von  der  Gleichheit  der  Winkel  zwischen  der  Normale  eines 
Punktes  der  Ellipse  und  Hyperbel  und  den  beiden  Brennstrahlen  erweitert 
sich  bei  den  Krümmungslinien  dahin: 

Die  von  einem  Punkte  der  Krümmungslinie  eines  Ellip- 
soids  nach  ihren  Brennpunkten  gezogenen  Radien  vectoren 
bilden  mit  der  Normalebene  dieses  P^inktes  (welche  auf  der 
Tangente  desselben  senkrecht  steht)  gleiche  Winkel.  Die  Normal- 
ebene geht,  wenn  die  Summe  der  Brennstrahlen  constant  ist,  durch  die 
Halbirungslinie  ihres  Winkels,  und  wenn  die  Differenz  constant  ist, 
durch  die  Halbirungslinie  des  Nebenwinkels. 

Nimmt  man  den  einen  Brennpunkt  eines  Kegelschnitts  zum  Pol,  die 
Hauptaze  zur  Abscissenaze  und  rechnet  den  Winkel  ^  vom  nächsten 
Scheitel  aus,  so  ist  die  allgemeine  Kegelschnittsgleichung 

r= ?_. 

1  +  BCOS^^ 

r  ist  der  Brennstrahl,  p  der  Halbparameter  gleich  der  Brennpunktsordi- 
nate und  s  die  numerische  Excentricität,  d.  h.  das  Verhältniss  von  r  cum 
Abstand  des  Punktes  auf  dem  Kegelschnitte  von  der  Directriz.  Um  diese 
Gleichung  auf  die  Krümmungslinien  anzuwenden,  nehmen  wir  an,  in 
dem  Punkte  M  auf  dem  Ellipsoid,  dessen  Mittelpunkt  0  ist,  schneiden 
sich  die  Krümmungslinien  (ft)  und  (y),  F  sei  ein  Brennpunkt  von  (ft) 
und  F'  der  andere,  die  grosse  Halbaxe  des  verlängerten  Drehungsellip- 
soids f  auf  welchem  fi  liegt,  sei  =«,  so  ist  nach  dem  Oi^igen 

MF  +  MF'=^2a  oder  r+r'=2a.     GoOgiQ 
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Legt  num  durch  F  eine  Ebene  senkrecht  enr  (V-Axe,  anf  welche? 
die  Punkte  E  und  F'  liegen ,  so  schneidet  sie  die  ErttmmungsHnie  (f»)  in 
einem  Punkte,  dessen  Abstand  von  F  gleich  dem  Hatbparameter  p  der 
Krümmungslinie  ist.  Da  der  Halbparameter  einer  Ellipse  gleich  dem 
Quadrat  der  kleinen  Halbaxe,  dividirt  durch  die  grosse  Halbaze,  ist,  so 
findet  man  ans  6) 

flj  —  OF  " 

Da  X  die  Abscisse  von  M  ist,  so  ist  cos^^=^ ,  also  ra=- 


1+« 


x  —  OF 


oder 


nach  10)  ist  «  =  j/^f^,  nach  6)  Q^*=J/A  +  ft  — /j^— 1^^^       und  nach 
3)  x=j/  -—.     Hieraus  findet  man  nach  einigen  Reductionen 


11) 


yili—ßy 
oder 

12)  r  =  a^>^v,    ebenso    r=a  +  j/v 

oder  mit  Worten: 

Die  Brennstrahlen  einer  Krümmungslinie  sind  gleich  der 
Halbaxe  des  verlängerten  Drehungsellipsoids  (oder  zwei- 
mantligen  Drehungshjperboloids),  auf  dem  sie  liegt,  +  der 
Halbaxe  in  der  Bichtung  der  x  von  der  zweiten  confocalen 
Fläche,  welche  durch  den  betreffenden  Punkt  der  Krüm- 
mungslinie geht. 

Reutlingen.  Dr.  0.  Böklbn. 


XXY.   üeber  die  Hormalen  der  Bllipse. 

(Hierzu  Taf.  VIT  Fig.  4.) 
Versteht  man  unter 

x  =aco8a^     y  ssabsina^ 

1)  x'  =  acosYi      y  =^b$iny\ 
«"=  a  cos  dy      y"=  b  sin  d 

die  Coordinaten  von  drei  Punkten  der  Ellipse 

2)  b^x^  +  a^y^  =  a^b\ 
so  musa  bekanntlich 

sina^     cos a,     sina  cosa 


z/  = 


fthd, 


cosy, 
cosd^ 


smy  cosy 
sind  cosö 
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verschwinden,  sollen  die  in  diesen  Punkten  anf  die  Ellipse  errichteten 
Normalen  durch  einen  gemeinschaftlichen  Punkt  der  Ebene  gehen. 

Eine  einfache  Bechnung  ergiebt  den  Werth  obiger  Determinante  in 
der  Form  •  * 

^  X  \sin{a  +  Y)  +  sin{a  +  d)  +  sin(y  +  ö)\ 

und  es  erscheint  somit,  da  das  Product 

nicht  Null  werden  kann,  die  schon  von  Burnside  erkannte  elegante 
Gleichung 

4)  sin{(t  +  Y)  +  sin{a  +  9)  +  sin{y  +  d)  =  0 

als  die  eigentliche  Bedingung,  welche  erfüllt  sein  muss,  wenn  drei  EUip- 
sennormalen  sich  in  einem  Punkte  schneiden. 

Mit  der  Gleichung  4)  verbindet  sich  die  Lösung  der  Aufgabe,  zn 
zwei  Punkten  der  Ellipse  einen  dritten  von  solcher  Eigenschaft  zn 
finden,  dass  die  Normale  desselben  durch  den  Schnittpunkt  der  Normalen 
der  gegebenen  Punkte  geht. 

Nachdem  aber,  wie  zn  ersehen  ist,  aus  der  erwähnten  Gleichung 
zwei  Werthe  für  je  einen  Winkel  resultiren,  so  giebt  es  also  zwei 
Punkte,  welche  gleichzeitig  der  gestellten  Aufgabe  genügen,  was  übrigens 
ganz  natürlich  ist,  da  ja  im  Allgemeinen  vier  Normalen  von  einem 
Punkte  der  Ebene  aus  auf  eine  Ellipse  gefKllt  werden  können. 

Wenn  man  nun  in  der  mit  ab  multiplicirten  Gleichung  4)  acosa 
durch  x^  bsina  durch  y  ersetzt,  dabei  festhaltend,  dass  x  und  y  nun- 
mehr laufende  Coordinaten  zu  bedeuten  haben,  so  ist  die  auf  diese  Art 
neugebildete  Form 

5)  bx  {siny  +  sin d)  +  ay(cosy  +  cosö)  +  ab  sin{y  +  6)  =  0 

offenbar  die  Gleichung  einer  Geraden  und  zwar,  wie  sofort  einleuchtet, 
jener  Geraden,  deren  Schnittpunkte  mit  der  Ellipse  eben  die  gesuchten 
Fusspunkte  der  Normalen  sind. 

Durch  Einführung  halber  Winkel  und  mit  Rücksicht  darauf,  dass 

aCosi(y  +  d)^  bsini^(y  +  d)  ^ 

die  Coordinaten  des  Poles  der  Geraden  bedeuten,  welche  die  Punkte  y 
und  9  der  Ellipse  mit  einander  verbindet,  erhält  die  Gleichung  5)  die 
Gestalt 

xv  +  yu  +  uv  =  0. 

Die  Gleichungen  eines  Sehnenpaares  der  Normalenfusspunkte  sind  dem- 
nach durch  die  Formen 

7)  6«a:M  +  a«yp-a«6»  =  0,  DigitizedbyGoOgle 
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8)  xv  +  yu+uv  =  0 

dargestellt,  in  welchen  die  Grössen  m,  v  die  schon  erwähnte  Bedeutung 
haben. 

Angenommen,  es  wären 

^ :=  a  cosa^     1]'  =  b  sina] 
^'=:acosß,     fi"=bsinß 
die  Coordinaten  jener  Punkte,   in  welchen  die  Ellipse  von  der  Geraden 
8)  geschnitten  wird. 

In  diesem  Falle  müssen  dieselben  der  soeben  erwähnten  Gleichung 
Genüge  leisten,  wodurch  folgende  Bedingungsgleichungen  erfüllt  werden : 

cosasin^  {y  +  d)  +  sin  a  coj^(y  +  ä) 
+  sin^(Y  +  d)cosi{y  +  8):cos{{y-^ö)  =  0, 

cosß sin^{y  +  ö)  +  sinß  cos^{y+  i) 
+  sin^{y  +  5)cos^{y  +  d):cos^(y''d)  =  0. 

Durch  Snbtraction  folgt  aus  ihnen 

''"(«+'4-')-*(^+'4-') 

oder  auch 
10)  a  +  ß  +  y  +  d=-lSO^ 

Werden  also  unter  er,  /3,  ^,  d  die  ezcentrischen  Winkel  der  Fuss- 
punkte  der  Normalen  verstanden,  welche  von  einem  Punkte  der  Ebene 
aus  auf  eine  Ellipse  gefällt  werden  können,  so  ist  die  Summe  derselben 
eine  constante  Grösse  und  zwar  gleich  180^ 

Di\j-ch  vier  Punkte  cv,  j3,  /,  d  der  Ebene  lassen  sich,  zu  je  dreien 
zusammengefasst,  vier  von  einander  verschiedene  Kreise  legen,  welchen 
resp.  die  Punkte  o,  /3,  y\  a,  /3,  d;  a,  y,  d;  j?,  y,  d  angehören. 

Ein  jeder  von  diesen  vier  Kreisen  wird  die  Ellipse  noch  in  einem 
weitern  Punkte  schneiden,  und  wenn  wir  der  Beihe  nach  diese  Punkte 
mit  d',  y'j  /^,  a  bezeichnen,  so  ergeben  sich  nach  dem  bekannten  Satze, 
dass  die  Summe  der  ezcentrischen  Winkel  von  vier  Kreispunkten  der 
Ellipse  gleich  Null  ist,  folgende  Gleichungen: 

i.x  «  +  iS  +  y+d'-0,     a  +  ß+y  +  Ö^O, 

^  «  +  |3'+y  +  d  =  0,     a'+iS  +  y  +  d  =  0. 

In  Verbindung  mit  10)  folgt  aus  ihnen 

12)    d=180<>+d',    y  =  180H/,   |5=l80«  +  i5',   a  =  l80<>+ö'. 
In  Worten: 

Je  3rei  Normalenfusspunkte  und  der  dem  vierten  diametral  gegen- 
überliegende Punkt  der  Ellipse  4iegen  auf  einem  Kreise. 

Eb   hält  nicht  schwer,   einen  derartigen  Kreis  etwas  näher  zu   he- 
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Angenommen,  derselbe  solle  die  Mormalenfasspnnkte  a,  j3,  y  ent- 
halten, demzufolge  also  durch  den  Punkt  180  +  ^  der  Ellipse  gehen. 

Man  denke  sich  die  Yerbindungssehnen  «,  /?  und  y,  180 +  '  ker- 
gestellt,  dieselben  halbirt  und  in  den  Halbirungspunkten  Senkrechte  auf 
die  zugehörigen  Sehnen  errichtet;  der  Schnittpunkt  dieser  Senkrechten 
ist  dann  natürlich  der  Mittelpunkt  des  gesuchten  Kreises.  Ohne  Schwie- 
rigkeit erhält  man  für  den  Haibirungspunkt  der  Strecke  a,  /?  die  Coordi- 
natenwerthe 

und  ebenso  für  jenen  der  Strecke  y^  180 +  '  in  ganz  ähnlicher  Weise 
Die  Gleichungen  der  Senkrechten  sind  dann 

aus  welchen  die  Coordinaten  des  Kreismittelpunktes  in  der  Form 

lo  =  -  2^  ««y  ^o«d,     ^?o  =  2^  cosysmö 
resultiren. 

Berücksichtigt  man  aber,  dass  die  Coordinaten  des  gemeinschaftlichen 
Normalenschnittpunktes,  welche  wir  z.  B.  mit  g^  h  bezeichnen  weifen, 
durch  die  Werthe 

17)  g==-^  coßycostj      Ä= — rjsinysind 

dargestellt  werden  können,  so  lassen  sich  durch  Substitution  deneiben 
in  16)   diese   Gleichungen  wesentlich  vereinfachen,   indem  nämlich  au 
denselben  der  Winkel  y  vollständig  verschwindet. 
Man  erhält 

18)  2£o«=-co^«.Ä,     2fif^=:jUmgt.g 

und  gelangt  zu  folgender  Gonstruction : 

Von  dem  Punkte  P{g^h),  welcher  in  der  Ebene  der  aus  den  Halb- 
axen  a,  b  ooostruirten  Ellipse  gegeben  ist,  sollen  die  Normalen  auf  diese 
Curve  gefällt  werden,  wenn  eine  derselben,  A/P,  bekannt  ist. 

Man  lege  (Fig.  4)  durch  den  dem  Fosspunkte  M  diametiU  gegen- 
überliegenden Punkt  M'{180  +  i)  die  «ur  gegebenen  parallele  Normale 
und  bringe  dieselbe  mit  einer  Geraden  zum  Schnitte,  welcher  der  Punkt 
P  angehört  und  deren  Richtungsconstante  den  negativen  ^erth  der  Sich- 
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tnogsconstante  der  Normale  hat;  der  Schnittpunkt,  resp.  die  Coordinaten 
dM  Schnittpunktes  hahen  die  in  18)  angeführten  Werthe,  wie  sich  leicht 
seigen  lässt. 

Prag,  im  Juli  1881.  Kabl  Laubbmann. 


JULVl  Hote  über  Discontinuitäten  bei  Curven. 

(ffierzu  Taf.  VII  Fig.  6—10.) 

Herr  J.  Plateau  hat  in  zwei  Mittheilungen  an  die  belgische  Aka- 
denue,  betitelt:  „Quelques  exemples  curieux  de  discontinnit^  en  analyse" 
(Bull,  de  TAcademie  royale  de  Belgique,  XLIII,  1877),  auf  gewisse  Dis- 
continuitäten  bei  Functionen  einer  reellen  Veränderlichen  aufmerksam 
gemacht,  die  er  durch  geschlossene  Ausdrücke,  in  welche  nur  algebraische 
und  trigonometrische  Functionen  eingehen,  darstellen  zu  können  glaubt. 
Dabei  ist  ihm  jedoch  ein  Fehler  untergelaufen,  der  auch  Herrn  Man- 
sion,  welcher  im  „Bulletin  des  sciences  math^matiques *'  (1878,  t.  II) 
darüber  referirte,  entgangen  ist  und  den  ich  im  Folgenden  berichtigen 
möchte.  Er  ersetzt  nämlich,  wenn  y  sa  f(jc)  die  Gleichung  einer  Curve 
ist,  die  im  Punkte  x==a  einen  Doppelpunkt  hat,  y  durch  y^cosj/a  —  x 
'  and  ist  der  Meinung,  dass  dadurch  in  der  so  modificirten  Curve  die 
Punkte,  für  welche  x>a  ist,  imaginär  werden,  und  dass  also  an  Stelle 
des  Doppelpunktes  eine  Ecke  (point  saillanl)  entsteht.  Da  aber  der  Co- 
sinus eines  rein  imaginären  Arguments  reell  ist,  so  sind  die  dort  erhal- 
tenen Resultate  nicht  richtig,  vielmehr  haben  die  l.  c.  betrachteten  Cur^ 
ven  [z.  B.  y  =  m cos Ya-^x  +  n («  —  j?)'/«,  abgeleitet  aus  y^ni^-^ a?)Va] 
durchaus  keine  aussergewöhnlichen  Singularitäten. 

Man  kann  jedoch  die  von  Herrn  Plateau  gemeinten  Discontinuitä- 
ten  im  Curvenlauf  erzeugen ,  wenn  man  eine  Function  hat,  die  im  Punkte 
x=ia  eine  wesentliche  Unstetigkeit  besitzt.  Als  solche  bieten  sich  von 
den  elementaren  Functionen  zunächst  der  Logarithmus  und   die  Ezpo- 

nentialfunction   dar.     Z.  B.  die  Curve  y=r — r r,   wo  n  eine  ganze 

log{x--ay  ^ 

Zahl  ^1   ist,  hört  im  Punkte  x=^a   auf.     Ersetzt  man  also,  um  die 

Sache  gleich  an  einem  Beispiel  zu  erläutern ,  in  der  Gleichung  der  Curve 

y^xya^Xj  welche  im  Punkte  «  =  0,   y  =  0  einen  Doppelpunkt  hat, 

y  durch  y  —  ' ,  so  sind  bei  der  dadurch  entstehenden  Curve 

logx 


die  Punkte,  deren  Abscissen  negativ  sind,  imaginär;  da  aber  der  Diffe- 
rentialquotient für  0^  =  0  den  Werth  +  j/u  hat,  so  besitzt  die  Cipre  in    . 
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jenem  Punkte  eine  Ecke.  (Fig.  5  aufTaf.  VII  stellt  die  Curve  y  =  - — 
zwischen  den  Punkten  jr  =  0  und  «  =  1  dar,  Fig.  6  die  Curve  y  =  a:  j/a—x, 

.T»  y 

aus  beiden  ereiebt  sich  die  Gestalt  von  y  =  i \' xya^x^  welche  aas 

^  logx 

Fig.  7  ersichtlich  ist.) 

Eine  andere  Function,  welche  dasselbe  leistet,  ist  y  =  a;*,  wenn  v 
eine  irrationale  Zahl  >  1  ist.  Diese  Function  liefert  für  jeden  positiven 
Werth  von  x  einen  reellen  Werth  für  y;  negative  x  liefern  imaginäre  y; 
die  Curve  hat  also  einen  im  Coordinatenanfang  beginnenden  Zug  (Fig.  8 
für  V  =  j/2).  Ersetzt  man  nun  z.  B.  in  der  Gleichung  der  Curve 
a;  =  y*  (l  +  ^l— y),  welche  im  Coordinatenanfang  einen  Selbstberilh- 
rungspunkt  hat  (Fig.  9),  y  durch  y  +  a?^*,  so  verschwinden  die  Punkte, 
deren  Abscissen  negativ  sind,  und  die  neue  Curve  (Fig.  10) 

a;  =  (y-a;^)«(l  +  |/l-y  +  a:^) 

bildet  eine  „Schlinge",  d.  h.  sie  hat  einen  Punkt,  in  welchem  sich  ein 
reeller  Zug  in  zwei  solche  spaltet  (point  de  dedoublemeni). 

Es  leuchtet  ein,  dass  man  vom  obigen  Princip  Gebrauch  machend 
beliebige  Curven  in  mannigfachster  Weise  deformiren  kann.  Allgemein 
kann  man  solche  transcendente  Functionen  dazu  verwenden ,  welche  auf 
der  reellen  Aze  einen  wesentlich  singulären  Punkt  der  Art  besitzen, 
dass  die  Annüheruog  an  denselben  auf  der  reellen  Aze  von  beiden  Seiten 
verschiedene  Werthe  liefert,  von  denen  wenigstens  einer  reell  ist. 

Durch  trigonometrische  Functionen  oder  durch  Combinationen  einer 
endlichen  Anzahl  derselben  ist  man  nicht  im  Stande,  solche  Unstetig- 
keiten  zu  erzeugen. 

München,  im  Juni  1881.  Dr.  Peter  Vogel. 


XXVn.    Beweis  eines  Weierstrass'schen  Satses. 
Wenn  man  aus  den  beiden  quadratischen  Formen 

mit  Hilfe  eines  unbestimniten  Factors  s  die  neue  Form  stp-^^  bildet 
und  die  als  Function  von  s  betrachtete  Determinante  der  letzteren  mit 
f  bezeichnet,  so  hat  die  Gleichung  /*=  0  nur  reale  Wurzeln,  sobald  eine 
der  Formen,  etwa  ^,  definit  ist.  (Vergl.  Baltzer,  Determin.,  §  14.) 
Unter  derselben  Voraussetzung  gilt  aber  auch,  wie  Herr  Weierstrass 
bewiesen  hat  (zuerst  Berl.  Monatsbericht  1858,  S.  207),  der  Satz,  dass 
eine  (/+!)- fache  Wurzel  der  Gleichung  /"äO  zugleich  eine  gemeinschaft- 
liche Wurzel    aller  Gleichungen    öV==0  ist,    worin  8'/  eine  beliebige 
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ünterdeterminante  /*•' Ordnung  [(«  —  0*®"  Grades]  von  /bezeichnet.  Der 
Beweis  dieses  Satzes  kann  unmittelbar  aus  der  Form  der  Differentialquo- 
tienten /^,  f'\  , . .  von  f  nach  8  abgeleitet  werden.  Bezeichnet  man  näm- 
lich mit  fik  die  ersten  Unterdeterminanten  von  /*,  so  bestehen  bekanntlich 
die  Beziehungen 

1)  •"   '"  =Aa«A 


fir      fu 

fkr     fk. 

fir     fit     fit 

fkr     fki     fltt 

flT 

fu     flt\ 

2)  fkr     fk.     Al     =^'-»V 

flT       fu        fix 

Q«  8.  w.,   worin   d^f^  d^fy  ...    bekannte  Unterdeterminanten   von   f  sind. 
Nun  lässt  sich,  da  fn^^f^i  ist»  in 

f'=  Saikfik 
die  rechts  stehende  Summe  zufolge  der  Gleichung  1)  als  eine  quadra- 
tische Form  darstellen,  sobald  man  für  s  eine  Wnrzel  der  Gleichung 
^saO  snbstituirt.  Ist  also  (p  eine  definite  Form,  so  kann  für  diesen 
Wurzelwerth  nur  dann  zugleich  /'s=  0  sein ,  wenn  alle  fik  verschwinden, 
bt  ferner  für  denselben  Werth  von  «  ausser  /",  f\  fik  auch  noch  /*"=  0, 
Bo  ergiebt  sich  nach  2*,  3-,  ...-maliger  Differentiation  von  1),  2),  ... 
nach  s,  dass  jetzt  auch  die  aus  den  Elementen  fik  gebildeten  partialen 
Determinanten  vom  2.,  3.,  ...  Grade  verschwinden.     Demnach  ist  nun 

auch  die  Summe  ^  , 

f  =  Süikf  ik 

eine  quadratische   Form,   die   nur  mit  allen  f\k  zugleich  verschwinden 

kann.     Das   hat  aber,   wie   eine  dreimalige  Differentiation  von  1)  lehrt, 

auch  das  Verschwinden  der  d^f  zur  Folge. 

Es  ist  leicht  ersichtlich,  wie  dieses  Schlussverfahren  fortgesetzt  wer- 
den kann,  und  dass  man  allgemein  zu  dem  Resultate  gelangt:  wenn  für 
eine  Wurzel  der  Gleichung  /'=0  zugleich  die  Beihe  von  Grössen  f\  fiky 
f't  fiki  ...  Z*^'^  verschwindet,  so  geht  aus  den  Gleichungen  1),  2),  ... 
nach  je  2  (/  —  1) ,  3  (/—  1) ,  ...  -  facher  Differentiation  hervor,  dass  für  den- 
selben Werth  von  s  auch  die  partialen  Determinanten  des  Systems  der 
^k"^^  vom  2.,  3.,  ...  Grade  sämmtlich  gleich  Null  sind,  und  da 

fi^)=^£aikfii-'^ 
ist,  so  muss  auch  /J[-^)  =  0  sein,  woraus  schliesslich  nach  (/+!)(/  — 1)- 
faeher  Differentiation  der  Gleichung  (/— 1)   folgt,  dass  alle  Unterdeter- 
minanten /^'  Ordnung  d^f  ebenfalls  verschwinden.     Damit  ist  der  auf- 
gestellte Satz  bewiesen. 

Münster.  Dr.  H.  Hovbstadt. 
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XavjuX  Beitrag  nur  Kenntniss  des  Asteroidensystems. 
Von  Dir.  HosaBTsm  in  Prag. 

Der  Verfasser  gelangt  zu  folgenden  Besultaten: 

1.  Theilt  man  die  ganze  Breite  der  Zone,  innerhalb  welcher  die 
grossen  Azen  der  Asteroidenbahnen  liegen,  von  a  =  2,10  bis 
a=4,00,  in  kleine  Intervalle  Ton  0,02  Breite,  und  constmirt  die 
Curve  der  relativen  Häufigkeit  der  Asteroiden  in  diesen  Interval- 
len, so  zeigt  die  so  entstehende  Curve  21  Minima  (oder  Unter- 
brechungen), von  denen  die  meisten  auf  Wertbe  von  a  fallen,  flir 
welche  die  Umlanfszeit  mit  der  Dmlanfszeit  Jupiters ,  Satnms  oder 
Mars'  in  einem  rationalen  Verhältnisse  steht  und  die  man  sin- 
gulare Werthe  von  a  nennen  kann.  —  Die  mittlere  Häufigkeit 
der  Asteroiden  fällt  auf  as2,70,  und  es  ist  nieht  ohne  Interesse, 
zu  bemei^Len,  dass  dieser  Werth  sehr  nahe  die  Stelle  bezeicliBet, 
vo  nach  dem  von  Wurm  modificirten  (sogenannten)  Titins- 
Bo de' sehen  Gesetze  der  zwischen  Mars  und  Jupiter  fefaleode 
Planet  stehen  sollte. 

2.  Theilt  man  die  Asteroidenzone  von  a=:2,10  bis  a  =  4,00  in  Inteh 
valle  von  0,01  Breite  und  construirt  wieder  die  Häufigkeitecuve, 
so  zeigt  letztere  schon  34  Minima.  Von  52  der  wichtigeren  an- 
gulüren  Werthe  von  a ,  welche  bezüglich  Jupiter,  Saturn  und  Hais 
in  die  graphische  Darstellung  aufgenommen  sind,  fallen  49  tnf 
Minima  selbst  oder  liegen  denselben  äusserst  nahe.  Bei  Anwen- 
dung mittlerer  Eledbnte  der  Asteroidenbahnen  statt  der  be- 
rührenden Ellipsen,  wie  sie  gegenwärtig  berechnet  werden,  dürf- 
ten vielleicht  sämmtliche  singulare  Werthe ,  welche  überhaupt  noch 
zu  berücksichtigen  sind,  auf  Minima  fallen. 

3.  Trägt  man  endlich,  um  noch  eine  andere  Darstellung  zu  wähleiit 
auf  einem  schmalen  Streifen  von  bedeutender  Länge  die  mittleren 
Entfernungen  der  einzelnen  Asteroiden  auf  und  notirt  zugleich 
die  singulären  Werthe  von  a,  für  welche  die  Umlaufszeit  gleich 
v^'o  i)  f )  ii  i  u.  s.  w.  bis  M  ^^^  Umlaufszeit  Jupiters,  so 
fallen  die  meisten  dieser  Werthe  auf  asteroidenleere  Räume  des 
Streifens. 

Es  gewinnt  immer  mehr  an  Wahrscheinlichkeit,  dass  sieh  hier  ein 
wirkliches  Naturgesetz,  eine  neue  schöne  Bestätigung  der  New ton'schen 
Attractionstheorie  zu  erkennen  giebt. 

(Aus  den  Sitzungsberichten  der  Wiener  Akademie.    1881,  XIV.) 
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XXEC.  Metaorol^^olies. 

1.  Es  ist  eine  erwiesene  Thatsaohe,  dass  bei  einseinen  Niederschlä- 
gen die  Regenmenge  mit  der  Erhebung  über  der  Bodenflftche  abnimmt 
and  dass  sich  schon  bei  geringen  Höhenunterschieden  erhebliche  Diffe- 
rensen  ergeben.  Man  hat  zur  Erklärung  dieser  Erscheinung  darauf  auf- 
merksam gemacht,  dass  sich  bei  der  Bewegung  der  kälteren  Regentropfen 
durch  die  unteren,  dem  Sättigungspunkte  nahen  und  daau  wärmeren 
Dampfsehichten  auf  den  Tropfen  Wasserdämpfe  niederschlagen  und  sie  ver- 
grössern  müssen.  Indessen  findet  die  Bewegung  au  schnell  statt  und  ist 
damit  noch  eine  Verdunstung  des  Wassers  verknüpft ,  als  dass  die  an- 
gegebene wesentliche  Vermehrung  der  Regenmenge  hierdurch  hervorgeru- 
fen werden  könnte.  Eine  Vergleichung  der  Resultate  sweier  hiesiger 
Begenmesser,  die  in  verschiedenen  Höhen  liegen,  hat  mit  Berücksichti- 
gung der  übrigen  localen  Verhältnisse  ergeben,  dass  die  Ursache  der 
Erscheinung  hauptsächlich  mechanischer  Natur  ist.  Durch  das  Aufschla- 
gen der  Regentropfen  wird  nämlich  ein  Theil  derselben  aerstäubt  und 
dadurch  der  untere  Theil  der  Atmosphäre  mit  feinen,  in  der  Luft  herum- 
•diwimmenden  Wasserstänbchen  und  Wasserbläschen  gefüllt,  welche  bei 
heftigen  Piataregen  einen  sichtbaren  Nebel  bilden.  Beim  Bewegen  der 
Regentropfen  in  diesem  Sprühregen  werden  einestheils  dieselben  durch 
directe  Aufnahme  der  Stäubchen,  die  sich  auf  dem  Wege  befinden,  ver- 
grössert,  andemtheils  kann  diese  Region  selbstständig  Niederschläge 
ergeben  und  dadurch  die  Regenmenge  vermehren.  Es  ist  also  gewisser- ' 
massen  ein  wiederholtes  Niederfallen  eines  Theils  der  Regenmenge,  daa 
vorwiegend  die  Zunahme  der  gemessenen  Regenhöhe  in  den  verschiede- 
nen Abständen  von  der  Erdoberfläche  bedingt.  Damit  im  Zusammenhange 
steht,  dass  die  fraglichen  Unterschiede  bei  heftigen  Platzregen,  dann  in 
der  Nähe  von  Bäumen  und  Gebäuden ,  welche  den  Regen  mehr  zerstäu- 
ben, am  bedeutendsten  sind,  und  dass  sie  für  gleiche  Höhendifferenzen 
nm  so  geringer  sein  müssen,  je  entfernter  die  Beobachtungspunkte  vom 
Boden  sind.  Endlich  liegt  hierin  auch  eine  der  Hauptursachen,  dass 
rieh  in  waldigen  Gegenden  höhere  Niederschläge  ergeben,  als  ausserhalb 
derselben« 

2.  An  windstillen  und  insbesondere  klaren  Tagen  stellt  sich  zur 
Zeit  des  Sonnenaufgangs  in  auffallender  Weise  ein  Ostwind  ein,  der 
naek  einiger  Zeit  wieder  verschwindet.  Diese  Erscheinung  hat  aus  dem 
Grunde  etwas  Ueberraschendes ,  weil  durch  die  vorausgehende  stäikere 
Erwärmung  der  östlicher  gelegenen  Gegenden  daselbst  ein  aufsteigender 
Luftstrom  erzeugt  wird  und  daher  eher  die  Entstehung  eines  Westwindes 
▼ermuthet  werden  sollte.  Der  Grund  der  gegentheiligen  ErsehetnuBg 
lebeint  in  Folgendem  zu  liegen.  Um  die  ZMt  des  Sonnenaufgangs  und 
Boeh  nadi  deraelben  stellt  sich  am  Boden  die  niedrigste  Temperatur  ein,gle 
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weil  die  Ausstrahlang  von  Wärme  am  längsten  gedauert  hat,  weil 
diese  Ansstrahlung  auch  noch  nach  Sonnenaufgang  die  von  der  Sonne 
herabkommende  Wärme  übertrifft  und  weil  namentlich  bei  klaren  Tagea 
zuerst  nur  die  oberen  Luftschichten  von  den  Sonnenstrahlen  getroffen 
und  d\6  etwa  dort  vorhandenen  Wolkenschleier  aufgelöst  werden.  Diese 
Auflösung  erhöht  nämlich  die  Durchsichtigkeit  der  Luft  und  vermehrt 
die  Wärmeausstrahlung  des  Bodens.  Mit  der  Abkühlung  des  Bodens 
steht  unmittelbar  eine  Tbau-,  Keif-  oder  Nebelbildung  in  Verbindung, 
oder  das  Verschwinden  eines  grossen  Theiles  des  unten  befindlichen 
Wasserdampfes  der  Luft  und  seiner  Spannung ,  und  daher  eine  Vermin- 
derung des  Luftdrucks.  Die  bei  dieser  Verdichtung  des  Wasserdampfes 
frei  werdende  Wärme  verhindert  ferner  die  Abkühlung  der  übrigen  Luft, 
welche  mit  dem  Boden  in  Berührung  kommt,  und  kann  sogar  eine  Tem- 
peraturerhöhung, damit  ein  Ausdehnen  und  Aufsteigen  derselben  und 
also  eine  zweite  Verminderung  des  Luftdrucks  hervorrufen.  Endlich 
wird  dann  infolge  dieses  aufsteigenden  Luftstroms  von  anderen  Stellen 
her  wieder  dichtere  und  feuchte  Luft  zuströmen ,  dieselbe  abermals  ihren 
Wasserdampf  verlieren  und  so  sich  der  oben  beschriebene  Vorgang  wie- 
derholen. Es  ist  hieraus  klar  und  ausserdem  durch  die  Erfahrung  be- 
wiesen, dass  um  die  Zeit  des  Sonnenaufgangs  im  Durchschnitt  ein 
Minimum  des  Luftdrucks  vorbanden  ist  und  dass  also  die  den  Luft- 
druck vermindernden  Ursachen  die  gegentheilig  wirkenden  überwiegen. 
Dieses  Minimum  des  Luftdrucks  schreitet  nun  mit  dem  Aufgang  der 
Sonne  nach  Westen  fort  und  bedingt  deshalb  auf  seiner  hintern  Seite 
unsern  Ostwind.  Ob  die  Erfahrung  auch  zeigt,  dass  dem  Ostwind  voran 
ein  Westwind  weht,  d.  h.  ein  Wind,  der  der  vordem  Seite  des  wan- 
dernden Minimums  angehört,  ist  nicht  bekannt.  Theoretisch  kann  anf 
sein  Vorhandensein  nicht  geschlossen  werden,  da  das  Minimum  des 
Luftdrucks  mit  der  Sonne  so  rasch  nach  Westen,  also  dem  Westwind 
entgegen  wandert,  dass  die  Möglichkeit  der  Entstehung  des  letzteren 
auch  ausgeschlossen  sein  kann. 

3.  Nachdem  die  Ergebnisse  der  meteorologischen  Beobachtungen 
mehr  und  mehr  das  allgemeinste  Interesse  erregen,  so  scheint  es  an- 
gemessen zu  sein,  dieselben  in  einer  Art  zu  veröffentlichen,  dass  sie 
möglichst  ohne  Gommentar  verständlich  sind.  Eine  Bestimmung,  welche 
der  letztgenannten  Forderung  nicht  genügt,  ihr  aber  leicht  angepasst 
werden  kann,  ist  die  des  Grades  der  Bewölkung.  Bekanntlich  kann 
man  denselben  erhalten,  wenn  man  sich  den  Himmel  in  zehn  Theile  ge* 
theilt  denkt  und  ihn  gleich  der  Zahl  setzt,  welche  angiebt,  wieviel  von 
diesen  Theilen  die  Oesammtsumme  aller  am  Himmel  befindlichen  Wolken 
ausmacht.  Jemand,  der  diese  Theilung  nicht  kennt,  weiss  nun  nicht, 
was  er  sich  z.  B.  unter  einer  Wolkenbedeckung  »  6  denken  soll;  dagegen 
wird   die  Angabe  sofort  verständlich,  wenn  sie  in  Form  eines  Bruches 
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gegeben  nnd  der  vollständig  bedeckte  Himmel  =  1  gesetzt  wird.  Die  der 
vorigen  Angabe  entsprechende  nene:  die  Wolkenbedecknng  beträgt  0,6 
des  Himmels,  versteht  Jedermann  ohne  weitere  Anseinandersetsung,  nnd 
Jeder  kann  auch  unmittelbar  hiermit  eine  bestimmte  Yorstellnng  ver- 
knüpfen. Die  Sache  hat  aber  anch  für  die  Beobachtung  selbst  eine  prak- 
tische Seite,  da  wir  viel  leichter  im  Stande  sind,  halbe,  Drittels-  und 
Viertelswerthe  absuschätzen ,  als  Zehntel,  nnd  leichter  dann  die  ersten 
Resultate  auf  Zehntel  überführen.  Man  kann  nun  zwar  diese  Bestim- 
mnngsart  auch  mit  der  bisherigen  Bezeichnungsweise  des  Bewölkungs- 
grades  verbinden,  indessen  nicht  ohne  eine  gewisse  Künstelei,  die  man* 
eben  sonst  recht  tüchtigen  Beobachter  genirt  und  den  Leser  an  einer 
richtigen  Vorstellung  hindert.  Es  dürfte  sich  deshalb  empfehlen,  die 
Wolkenbedeckung  in  der  oben  angedeuteten  Weise  durch  Decimalbrüche 
statt  durch  ganze  Zahlen  zu  bestimmen. 

4.  Die  Vergleichung  der  Beobachtnngsresultate  der  hiesigen  meteo- 
rologischen Station  in  den  Jahren  1879  und  J880  hat  zu  Ergebnissen 
geführt,  die  von  allgemeinerer  Bedeutung  zu  sein  scheinen,  weil  sie  die 
Möglichkeit  geben ,  einige  meteorologische  Mittelwerthe  durch  Be- 
obachtungen zu  bestimmen,  die  nur  einmal  des  Tages  anzustellen  sind. 
Bo  wie  an  allen  grösseren  bayrischen  Stationen,  sind  auch  hier  die  Be- 
obachtungszeiten Morgens  8  Uhr,  Mittags  2  Uhr  und  Abends  8  Uhr. 

Es  hat  sich  nun  zunächst  ergeben,  dass  das  barometrische 
Jahresmittel  aus  allen  drei  Beobachtungen  mit  dem  der  Beobach- 
tungen Abends  8  Uhr  fast  vollständig  übereinstimmt  und  dass  deshalb 
dts  erstere  Mittel  mit  Hilfe  des  letzteren,  also  mit  Hilfe  einer  einzigen 
tiglichen  Beobachtung  mit  grosser  Genauigkeit  bestimmt  werden  kann. 
Die  hierher  gehörigen  Beobachtungsresultate  waren  nämlich ,  in  Millimeter 
und  auf  0^  reducirt: 

1879.  1880. 

Mittel:  Abd8.8U.:  Mittel:  Abd8.8U.: 

734,01  742,68  742,90 

723,64  734,11  734,04 

733,81  737,62  737,60 

725,43  731,06  731,14 

732,11  733,59  733,46 

732,59  732,19  731,95 

731,74  734,28  734,06 

733,63  732,84  732,94 

734,71  736,05  736,03 

736,43  731,96  731,82 

735,24  735,67  735,75 

741,86  733,77  733,73 

Jahresmittel  734,65     734,62  732,95  732,9»^.  izedbyGoOgk 


Januar    .    . 

733.65 

Febraar  .    . 

723,81 

März  .    .    . 

733,78 

April  .    .    . 

725,41 

Mai.    .    .    . 

732,28 

Jani    .    .    . 

733,01 

Juli     .    .    . 

731,81 

August    .    . 

733,61 

September  . 

734,76 

October  .    . 

736.39 

NoTember  . 

734,99 

December  . 

741,86 
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Es  war  also  das  Jahresmittel  ans  den  Beobachtungen  Abends  8  Uhr 
im  Jahre  1879  um  0,03  mm,  im  Jahre  1880  um  0,02  mm  kleiner,  als  das 
Mittel  ans  den  drei  Beobachtungen.  Diese  Uebereinstimmnng  in  den 
beiden ,  durch  ihre  meteorologischen  Verhältnisse  so  verschiedenea  Jahres 
scheint  keine  zufällige  su  sein.  Aehnlich'e  Resultate  ergeben  sich  för  fast 
alle  anderen  bayrischen  Stationen. 

Bei  den  mittleren  Temperaturbestimmungen  der  baTrisches 
Stationen  wird  ein  doppeltes  Verfahren  beobachtet;  nach  dem  einen  wird 
die  mittlere  Temperatur  aus  den  täglichen  Mitteln  der  Maximal-  und 
Minimalwerthe  bestimmt,  nach  dem  andern  dadurch,  dass  die  Tempera- 
turen der  drei  täglichen  Beobachtungen  und  das  Temperaturminimum  dee 
Tages  addirt  und  die  Summe  durch  4  dividirt  wird. 

Der  ersteten  Bestimmungsart  muss  namentlich  in  Bezug  auf  die  Erlang- 
ung der  Jahresmittel  vor  allen  anderen  der  Vorzug  eingeräumt  werden; 
weniger  ist  dies  bei  den  täglichen  Mitteln  der  Fall.  Letztere  können  nSm- 
lich  im  Allgemeinen  aus  dem  Gründe  keine  richtigen  Anhaltspunkte  über  die 
Wärmeverhältnisse  eines  Tages  geben,  weil  auch  die  Zeit,  welche  eine  be- 
stimmte Temperatur  herrscht,  hierbei  in  Frage  kommen  sollte.  Es  mfieste 
bei  der  Veränderlichkeit  der  Temperatur  mit  der  Zeit  streng  genommen 


ß 


Tdt  berilcksichtigt  werden,  wo  T  die  mit  der  Zeit  t  sich  ändernde  Tages- 

temperatur  vorstellt.  Wird  nun  z.  B«  ein  Sommertag  herausgegriffen,  an 
welchem  lange  die  Sonne  scheint ,  so  wird  zwar  dadurch  das  Maximum  and 
Minimum  der  Temperatur  erhöht,  aber  es  wird  gleichzeitig  viel  länger  dne 
Temperatur  herrschen,  die  der  des  Maximums  nahe  liegt,  als  eine  solche, 
die  sich  dem  Minimum  nähert;  es  wird  daher  an  einem  solchen  Tage 
das  einfache  Mittel  aus  dem  Maximum  und  Minimum  eine  zu  niedrige 
Zahl  für  die  mittlere  Temperatur  und  die  Gesammtwärme  des  Tages 
geben.  An  einem  Wintertage  ergiebt  sich  aus  analogen  Gründen  dss 
umgekehrte  Besnltat;  hier  gtebt  das  Mittel  einen  zu  grossen  Werth.  Ans 
beiden  Gründen  nun,  weil  das  Mittel  im  Sommer  zu  niedrig  und  im 
Winter  zu  hoch  ist,  beide  Abweichungen  ziemlich  gleich  lang,  nahesn 
mit  gleicher  Grösse  und  mit  entgegengesetzten  Vorzeichen  sich  geltend 
machen,  erscheint  die  Bestimmung  des  Jahresmittels  aus  den  Mazimal- 
und  Minimalwerthen  als  die  genaueste. 

Die  zweite,  oben  erwähnte  Bestimmungsart  wurde  durch  die  riebtige 
Erwägung  hervorgerufen,  dass  das  einfache  Mittel  aus  den  drei  bayri- 
schen Beobachtungszeiten  eine  zu  hohe  mittlere  Tagestemperatur  geben 
muss.       Denn    das    Mittel    aus    den    Beobachtungsergebnissen    Morgens 

7  Uhr,  Mittags  2  Uhr  und  Abends  9  Uhr  stimmt  mit  dem  Mittel  ans 
den  Maximal-  und  Minimalwerthen  gut  überein,  und  Morgens  und  Abends 

8  Uhr  sind  durchschnittlich  höhere  Temperaturen  vorhanden,  als  Mor- 
gens 7  Uhr  und  Abends  9  Uhr.     Indessen   ist  schon  aus  theoretischen 
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Orttnden  klar  und  haben  anch  die  Resultate  der  Beobachtangen  gezeigt, 
dass  dnrcb  die  erwähnte  HinzuziehuDg  des  Minimnms  die  Mitteltempera- 
tnr  zu  niedrig  wird.  Die  Temperatur  Morgens  8  Uhr  liegt  nämlich 
längere  Zeit  dem  Minimum  nahe,  die  Abends  8  Uhr  unterscheidet  sich, 
wie  wir  unten  sehen  werden,  im  Durchschnitt  nicht  viel  tou  dem  Mittel, 
und  die  um  2  Uhr  ist  nahezu  gleich  dem  Maximum;  es  werden  abo  bei 
der  Bestimmungsart  zwei  kleine  Werthe,  ein  grosser  und  ein  Mittelwerth 
Terwendet  und  mnss  deshalb  das  Gesammtresultat  zu  niedrig  ausfallen. 
Die  zwei  letztjährigen  Beobachtungsresultate  der  hiesigen  Station  haben 
nun  wieder  zu  einem  ähnlichen  Resultat  wie  bei  dem  Luftdruck  geführt 
und  dadurch  die  Möglichkeit  eröffnet,  mit  Hilfe  der  Beobachtung  Abends 
8  Uhr  die  Tagestemperatur  in  einer  Weise  zu  finden,  welche,  ohne  die 
nach  oben  richtige  Bestimmung  der  mittlem  Jahrestemperatur  wesentlich 
lu  ändern,  doch  diese  mittlere  Tagestemperatur  zur  Beurtheilung  der 
Gesammtwärme  eines  Tages  geeigneter  macht,  als  das  einfache  Mittel  des 
Maximums  und  Minimums.  Man  darf  zu  dem  Ende  nur  die  mittlere  Tages- 
temperatur gleich  dem  Mittel  aus  dem  Maximum,  dem  Minimum  und  der 
Temperatur  um  8  Uhr  Abends  setzen.  Durch  diese  Bestimmungsart  wird, 
wie  schon  erwähnt  wurde,  der  richtige  mittlere  Jahreswerth  wenig  geändert, 
weil  das  8  Uhr  «Mittel  nahezu  dem  Jahresmittel  entspricht,  und  dazu  wird 
fbr  die  tägliche  Mitteltemperatnr  eine  Ergänzung  geschaffen ,  welche  oben 
als  wilnschenswerth  bezeichnet  wurde.  Denn  die  Zuziehung  der  Temperatur 
Abends  8  Uhr  giebt  im  Sommer,  wo  es  noch  Tag  und  warm  ist,  der  auf 
die  vorgeschlagene  Art  bestimmten  Mitteltemperatur  einen  grössern  und 
im  Winter  aus  den  entgegengesetzten  Gründen  einen  kleinem  Werth,  als 
ihn  das  einfache  Mittel  aus  dem  Maximum  und  Minimum  hat.  Zur  Er- 
härtung des  Gesagten  folgt  umstehend  eine  Tabelle,  welche  in  der  ersten 
Colonne  die  Temperatur  Abends  8  Uhr,  in  der  zweiten  das  einfache 
Mittel  aus  dem  Maximum  und  Minimum,  in  der  dritten  das  Mittel  aus 
den  drei  Werthen  und  zwar  für  1879  und  1880  in  Celsiusgraden  enthält. 
Es  ist  auch  hier  bei  den  vielfach  sehr  verschiedenen  Temperaturverhält- 
aissen  der  beiden  Jahre  gewiss  kein  zufälliges  Ergebniss,  dass  die  mitt- 
lere Jahrestemperatur  zu  Abends  8  Uhr  die  mittlere  Jahrestemperatur  der 
ersten  Art  1879  um  0,39  ^  die  der  zweiten  um  0,26  ^  und  1880  die  ent- 
sprechenden Temperaturen  fast  um  dieselben  Beträge,  nämlich  um  0,37^ 
und  0,25®  übertrifft.  Ausschlaggebend  für  den  höheren  Betrag  des  ersten 
Mittels  ist  der  Umstand,  dass  Abends  8  Uhr  in  Bezug  auf  Zeit  und 
Temperaturverhältnisse  dem  Maximum  näher  liegt,  als  dem  Minimum. 
Vielleicht  liefert  die  Beobachtung  um  9  Uhr  Abends  Besultate,  die  dem 
ersten  Mittel  näher  liegen,  als  die  Abends  8  Uhr,  und  rückt  mit  Benutz- 
ung dieser  9  Uhr -Beobachtung  das  auf  die  zweite  Art  bestimmte  Jahres- 
mittel dem  auf  die  erste  Art  gefundenen  noch  näher,  als  dies  oben  der 
Fall  ist.     Zur  Entscheidung  dieser  Frage  reichen  die  Beobachtungen  ^ergle 
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hiesigen  Station  nicht  aus  und  soll  hier  nur  die  AufmerkBamkeit  anderer 
Beobachter  anf  diesen  Pnnkt  gelenkt  werden.  Erweist  sich  übrigens  die 
oben  berührte  Differenz  ferner  so  constant,  so  kann  man  an  der  8  ühr- 
Beobachtung  leicht  eine  Correctur  anbringen ,  die  den  noch  vorhandenen 
Unterschied  verwischt  und  auch  mit  ihr  eine  vollständig  zutreffende  Be- 
stimmung des  Mittelwerthes  zulässt. 
Die  erwähnte  Tabelle  .ist: 


187». 

1880. 

8  Uhr: 

1.  Mittel: 

2.  Mittel: 

8ühr: 

[.Mittel: 

S.Mittel: 

Janaar 

.    .     -1,51 

-1,28 

-1,36 

-4,98 

-4,94 

-4,95 

Febraar 

1,53 

1,71 

1,65 

-0,16 

-0,48 

-0,37 

MSrz   . 

.    .         2,13 

2,22 

2,19 

.•),15 

4,86 

4,96 

April  . 

.    .         7,43 

7,28 

7,33 

9,70 

9,40 

9,50 

Mai.    . 

.    .       11,90 

10,52 

10,98 

12,87 

11,87 

12,21 

Jnni    . 

.    .       17,89 

16,54 

16,99 

16,29 

15,55 

15,80 

Jali.   . 

16,16 

15,33 

15,61 

19,80 

18,56 

18,97 

Aagnat 

.    .       18,58 

18,33 

18,41 

17,60 

17,09 

17,26 

Septembc 

ir  .       14,85 

14,72 

14,76 

14,41 

14.36 

14,38 

October 

.    .         7,58 

7,18 

7,32 

8,05 

8,19 

8,14 

Novembe 

r  .         0,31 

0,34 

0,33 

3,71 

3,75 

3,74 

Decembei 

r  .  -10.14 

- 10,76 

- 10,55 

4,13 

3,89 

3,97 

Jahresmi 

ttel     +  7,23 

+  6,84 

+  6,97 

+  8,88 

+  8,51 

+  8,63 
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Enler's  Theorie  von  der  Ursache  der  Gravitation. 

Von 

Dr.    C.    ISENKRAHE 
in  Grefeld. 


Noch  in  iiDseren  Tagen  erregt  Newton *8  grosse  Errungenschaft, 
obflchon  die  Welt  200  Jahre  Zeit  gehabt  hat,  sich  an  den  Besitz  der- 
selben zu  gewöhnen,  die  höchste  Bewunderang  eines  Jeden,  der  sich  in 
die  Oedankenwege  jenes  Oeistesriesen  vertieft:  ist  es  zu  verwundern, 
dasB  zu  einer  Zeit,  wo  jene  Entdeckung  mit  dem  Beize  der  Neuheit 
umkleidet  war,  wo  sie  als  plötzliche  Enthüllung  eines  lang  umspfthten, 
selbst  einem  Kepler  unlösbar  gebliebenen  spröden  Räthsels  vor  die 
Augen  der  Welt  trat,  dass  damals  der  Name  Newton  sich  mit  einem 
wahrhaft  blendenden  ßlanze  umgab?  dass  alle  Gedanken,  alle  Theorien 
des  grossen  Mannes  als  0£Fenbarungen  eines  Überlegenen  Geistes  hin- 
genommen und  für  unumstössliche  Wahrheiten  gehalten  wurden? 

Schon  oft  hat  man  darauf  hingewiesen,  wie  der  Name  und  die  Auto- 
ritAt  Newton's  ein  ganzes  Jahrhundert  hindurch  Macht  genug  besessen 
habe,  um  die  Optik  auf  der  falschen  Bahn  der  Corpusculartheorie 
8u  erhalten  und  an  einer  Verfolgung  des  schon  lange  von  Huygens 
gezeigten  richtigen  Weges  zu  verhindern.  Leicht  ist  es  also  erklärlich, 
dass  in  Bezug  auf  das  Oravitationsproblem  die  Meinung  entstand, 
mit  dem  Newton 'sehen  Gesetze  sei  dasselbe  ganz  und  gar  erledigt, 
SU  forschen  und  zu  lösen  sei  Nichts  mehr  daran  übrig  geblieben.  Ja, 
bis  auf  den  heutigen  Tag  ist  diese  Meinung  noch  so  verbreitet,  dass 
sie  wohl  als   die  herrschende  bezeichnet  werden  darf. 

Dem  gegenüber  fanden  sich  aber  schon  früh  Männer  von  unleug- 
barer Genialität  und  Verstandesschärfe,  vor  Allen  der  eben  schon  genannte 
Ha 7 gen 8  und  etwas  später  Euler,  welche,  obschon  sie  Newton's 
Entdeckung  durchaus  anerkannten  und  würdigten,   dennoch  fortfuhren 
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darüber  hinaus  zu  forschen  und  Etwas  zu  suchen,  was  sie  die  „Ursache 
der  Schwerkraft'*  (causa  gravüatis)  nannten. 

Was  dachten  jene  Männer  sich  unter  dieser  Causa?  —  Um  das 
klar  einzusehen,  müssen  wir  einen  aufmerksamen  Blick  werfen  auf  die- 
jenige Situation,  in  welche  die  Gravitationsfrage  durch  Newton' s  Be- 
mühungen eingetreten  war. 

Einerseits  auf  jene  empirisch  ermittelten  Thatsachen,  welche  wir 
die  Kepler'schen  Gesetze  nennen,  aufbauend,  hatte  Newton  durch 
eine  elegante  mathematische  Entwickelung  dargethan,  dass  die  Ursache, 
welche  solche  Bewegungen  hervorbringe,  jederzeit  mit  einer  Intensität 
wirken  müsse,  die  dem  umgekehrten  Quadrat  der  Entfernung  pro- 
portional sei.  Andererseits  hatte  er  vorzugsweise  aus  seinen  Pendel- 
experimenten den  Schluss  gezogen,  dass  diese  Intensität  auch  in  ein- 
fachem directem  Verhältnisse  zu  der  jedem  Körper  innewohnenden  ,^vis 
ineriiae''''  stehe,  d.h.  zu  dem  Widerstände,  welchen  der  Körper  jener 
bewegenden  Ursache  entgegensetze.  Indem  er  nun  weiter  gehend  die 
Annahme  machte,  dass  alle  in  der  Welt  vorhandene  Materie  eine  gleich- 
massige  Fähigkeit  zu  solchem  Widerstände  besässe,  konnte  er  die 
Intensität,  mit  welcher  die  Ursache  der  Schwere  wirkt,  auch  proportional 
„der  Menge  von  Materie**  setzen,  welche  ein  Körper  enthält,  und  diese 
wurde  in  der  Regel  kurz:  „Masse  des  Körpers**  genannt. 

Auf  solche  Weise  war  für  die  Intensität,  mit  welcher  die  Ursache 
der  Gravitationsphänomene  wirkt,  eine  Formel  gefunden;  diese  Ursache 
hatte  gewissermassen  ein  mathematisches  Kleid  bekommen,  und  das  war 
allerdings  für  die  praktische  Astronomie  ein  eminenter  Vortheil.  Am 
den  Daten  Masse  und  Entfernung  konnte  man  jetzt  mit  Sicherheit 
alle  Phänomene  voraus  berechnen,  und  die  ausserordentliche  Fruchtbar- 
keit solcher  Berechnungen  hat  durch  Leverrier^s  Neptunentdeckang 
wohl  die  glänzendste  Illustration  gefunden. 

Aber  —  wenn  man  auch  jetzt  die  Grösse  der  Wirkung  für  jeden 
Zeitmoment  genau  kannte,  wenn  man  auch  wusste,  mit  welcher  Inten- 
sität die  Ursache  der  Gravitationsphänomene  im  gegebenen  Augenbliek 
agire ,  so  waren  doch  noch  zwei  wichtige  Punkte  ganz  in  Dunkel  gehüllt, 
nämlich  erstens:  von  wem  wird  das  Alles  bewirkt,  wer  ist  hier  der 
Motor?  und  zweitens:  wie,  auf  welche  Weise  und  mit  welchen  Mitteln 
wird  diese  Wirkung  hervorgebracht? 

Diese  Fragen  waren  beide  ebenso  naheliegend,  als  wichtig,  und 
Newton  selbst  entzog  sich  keineswegs  der  Erkenntniss ,  dass  trotz  seiner 
Entdeckungen  beide  noch  zu  beantworten  übrig  geblieben  seien.  Er  gab 
sich  sogar  redliche  Mühe,  diese  Antwort  zu  finden.  Im  Jahre  1693  (er 
war  damals  33  Jahr  alt)  stellte  er  die  Theorie  auf,  die  Materie  selbst 
sei  der  bei  der  Gravitation  wirksame  Motor,  und  das  Mittel,  dessen  sio 
sich  dabei  bediene,  sei  der  Aether.     Aber  daa.,jyJiBi^y  blieb Jhm  dnnkel 
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Er  bemtihte  sich  vergebHeh,  zn  ergründen,  aufweiche  Weise  die  Materie 
mit  Hilfe  des  Aethers  die  Gravitationsphftnomene  zn  Stande  brächte,  und 
80  wnrde  ihm  denn  allmälig  die  Richtigkeit  seiner  Theorie  wieder  zweifel- 
haft. In  einem  Briefe,  den  er  in  seinem  51.  Lebensjahre  an  Bentlej 
schrieb,  stellt  er  es  der  Deberlegung  seines  Lesers  anheim,  ob  er  die  Materie 
selbst  oder  irgend  ein  immaterielles  Wesen  als  den  fraglichen  Motor 
ansehen  wolle.  Im  letzteren  Falle  ist  die  Frage  nach  dem  Wie?  natür- 
lich eine  für  ^le  Naturwissenschaft  transcendente;  im  ersteren  Falle  aber 
stellt  Newton  es  als  ganz  selbstverständlich  hin,  dass  die  Materie  sich 
dabei  irgend  einer  Vermittelnng  bedienen  müsse,  dass  also  eine  eigent- 
liche Fern  Wirkung  nicht  stattfinde.  „Denn,**  sagt  er  ausdrücklich, 
„dtss  die  Gravitation  eine  natürliche,  inhärente  und  wesentliche  Eigen- 
schaft der  Materie  sei,  so  dass  ein  Körper  aus  der  Ferne  durch  ein 
Yacnnm  hindurch  ohne  Vermittelnng  irgend  eines  Etwas,  durch  wel- 
ches seine  Thätigkeit  und  Kraft  fortgepflanzt  würde,  auf  einen  andern 
Körper  einwirken  könne,  ist  für  mich  eine  so  grosse  Absurdität,  dass 
ich  glaube,  Niemand,  der  in  philosophischen  Dingen  eine  ausreichende 
Denkfähigkeit  besitzt,  kann  jemals  darauf  verfallen!^'* 

Ein  volles  Menschenalter  nach  jener  Zeit  war  es  Newton  noch 
immer  nicht  gelungen,  die  Frage  nach  dem  WerV  und  Wie?  definitiv 
zu  beantworten,  und  er  war  sich  dessen  so  wohl  bewusst,  dass  er  mit 
grosser  Schärfe  unterschied  zwischen  dem  von  ihm  aufgefundenen  Gesetz 
von  der  Intensität,  mit  welcher  die  Gravitation  wirkt,  d.h.  zwischen 
der  „PI*  graviiatis*^  und  jener  unentdeckten  Ursache  der  Gravitation, 
,^cau$a  graviiatis^^.  So  lese  ich  in  derjenigen  Ausgabe  seiner  „Principien*^, 
welche  1723,  vier  Jahre  vor  seinem  Tode,  in  Amsterdam  erschien,  am 
Schlüsse  seiner  sämmtlichen  Entwickelnngen  folgende  charakteristische 
Stelle:** 

„Bis  dahin  habe  ich  die  Erscheinungen  am  Himmel  und  am  Meere 
durch  die  Kraft  der  Gravitation  auseinandergesetzt,  aber  die  Ursache 
der  Gravitation  habe  ich  noch  nicht  angegeben.  Jene  Kraft  entsteht 
sicherlich  durch  irgend  eine  Ursache,  welche  bis  in  den  Mittelpunkt 
der  Sonne   und   der  Planeten   eindringt,    . .  .    Aber  den   Grund  dieser 


♦  Wer  die  philosophischen  und  physikalischen  Anschauungen  anseres  Jahr- 
handerts  kennt,  mag  sich  die  Zahl  von  hochberiihmten  Naturforschern  vergegen- 
wärtigen, denen  durch  dieses  Urtheil  Newton' s  alle  ,, philosophische  Denkfähig- 
keit** abgesprochen  wird. 

**  Philo9ophiae  naturalis  Principia  mathematica,  Äuctore  Isaaco  Newiono. 
Editio  ultima,  Amstaelodami  1723,  pag,  483.  „Hactenus  Fhaenomena  codorum 
ä  maris  nostri  per  Vim  gravitatis  exposui ,  sed  causam  gravitatis  nondum  aS' 
signavi,  Oritur  utique  haec  Vis  a  causa  aliqua  quae  penetrat  ad  usque  centra 
Sclis  et  PJanetarum.  ...  Bationem  vero  harum  Gravitatis  propi'ietatum  ex  PÄae- ^Tp 
^Mmenis  nondum  potui  deducere,  et  Hypoiheses  non  fingo/*  ''^''^       ^^O 
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Eigen thttmlichkeit  der  Gravitation  konnte  ich  ans  den  Erscheinungen  bis 
jetzt  nicht  ableiten,  und  —  Hypothesen  mache  ich  keine." 

Obschon  darch  diese  Worte  die  Situation,  in  welcher  die  Grarits- 
tionsfrage  von  Newton  zurückgelassen  wurde,  deutlich  genug  charak- 
terisirt  war,  so  lag  doch  noch  ein  anderweitiger  Punkt  vor,  welcher  die 
Sachlage  verdunkelte  oder  vielmehr  in  einem  falschen  Lichte  erscheinen 
Hess.  Newton  hatte  sich  nftmlich  veranlasst  gesehen ,  jener  geheimniss- 
vollen „ Ursach e'*  schon  einen  Namen  zu  geben.  Weil  dieselbe  nim- 
lieh  sXmmtliche  Naturkörper  im  Sinne  einer  gegenseitigen  Annäherung 
in  Bewegung  zu  setzen  strebt,  so  hatte  er  sie  „Anziehung"  genannt 
und  es  ist  gar  nicht  zu  leugnen ,  dass  er  damit  zu  air  den  späteren  Miss- 
verständnissen,  welche  sich  über  seine  Auffassung  von  der  Schwerkraft 
in  der  Welt  verbreiteten,  selbst  (obschon  gegen  seinen  Willen)  Ver- 
anlassung gegeben  hat. 

Eine  Sache,  die  schon  einen  Namen,  und  noch  dazu  einen  so  ein- 
fachen, recht  verständlichen  Namen  besitzt,  muss  doch,  sollte  man  den- 
ken, wohl  auch  bekannt  sein  —  wie  kann  man  auf  die  Vermnthnng 
kommen,  diese  Sache  sei  überhaupt  noch  erst  zu  suchen!  —  Dass  also 
durch  Newton  die  „allgemeine  Anziehungskraft  der  Materie"  und 
das  Gesetz,  nach  welchem  diese  wirkt,  entdeckt  worden  sei,  galt  sehen 
bald,  besonders  aber  bei  den  Engländern,  als  eine  unumstössliche,  fBr 
die  Wissenschaft  ebenso  erfreuliche,  wie  für  England  ruhmreiche  That- 
sache. 

Dem  gegenüber  muss  constatirt  werden,  dass  den  scharfen  Augen 
eines  Huygens  die  wirkliche  Lage  der  Sache  keineswegs  entging.  Dieser 
geniale  Mathematiker  und  Naturforscher  acceptirte  einerseits  die  eigent- 
liche Newton'sche  Entdeckung,  d.  h.  jenes  mathematische  Gewand,  in 
welches  die  zu  suchende  „Ursache**  gekleidet  worden  war,  voll  und  gans; 
andererseits  aber  bekämpfte  er  die  Idee  einer  femwirkenden  Anziehungs- 
kraft der  Materie  auf*s  Entschiedenste  und  fuhr  fort,  nach  der  eigent- 
lichen jj Causa  gravitatis^*^  zu  forschen. 

Da  ich  über  seine  diesbezüglichen  Arbeiten  schon  an  einer  andern 
Stelle  ausführliche  Mittheilungen  gemacht  habe,*  so  mag  hier  die  karte 
Notiz  genügen,  dass  er  ein  materielles  Fluidnm,  den  Aether,  welcher 
alle  Himmelsräume  erfüllt,  zu  Hilfe  nimmt  und  diesem  eine  ähnliche 
Constitution  zuschreibt,  wie  sie  nach  der  modernen  kinetischen  Theorie 
den  Gasen  zugeschrieben  wird. 

Diese  Ansichten  konnten  aber  gegen  die  Meinung  der  Englän- 
der ebenso  wenig  aufkommen,  als  seine  Undulationstheorie  gegen  die 
New  tonische  Emissionslehre;  ihr  unverdientes  Schicksal  war  einfach 
Vergessenheit! 


•  Isenkrahe,  BAihsei  von  der  Schwerkraft.  Braiinictiwög'ß^^weg&S. 
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Nicht  minder  energisch,  als  Hnygens,  wendete  sich  schon  in  der 
ersten  Hälfte  des  18.  Jahrhunderts  der  berühmte  Mathematiker  Leon- 
bard  Enler*  gegen  die  damals  schon  fas^  vollständig  zur  Herrschaft 
gekommene  Vorstellung  von  einer  anziehenden  Kraft  der  Materie. 
Dabei  ist  er  sich  wohl  bewasst,  dass  seine  Anschannngen ,  weil  sie  gegen 
den  Strom  der  herrschenden  Meinung  ankämpften,  sogar  persönliche 
Nachtfaeile  für  ihn  zur  Folge  haben  könnten.  Dies  geht  z.  B.  aus  einem 
Beiner  Briefe  an  Goldbach  hervor,  worin  er  schreibt:**  «ilch  bin  in 
Verfertigung  meiner  Pi^ce,  welche  ich  Aber  den  Magneten  im  vorigen 
Jabre  nach  Paris  geschickt,  auf  einen  Einfall,  um  die  Causam  Graviiaiis 
lü  erklären,  gekommen,  welcher  mir  je  länger,  je  gründlicher  vorkommt, 
ungeachtet  ich  mich  noch  nicht  im  Stande  befinde,  denselben  völlig  aus- 
zuführen. —  Anjetzo  sollte  man  hier  schon  wissen  können,  wer  dieses 
Jabr  den  Preis  bei  der  Akademie  zu  Paris  erhalten;  weil  mir  nun  der 
Hen  Clairaut  noch  Nichts  davon  gemeldet,  so  kann  ich  gewisse  Rech- 
nung machen,  dass  ich  diesmal  leer  ausgegangen.  Ich  kann  auch  die 
Ursache  leicht  errathen,  denn  da  ich,  um  meine  Erklärung  zu  bekräf- 
tigen, die  Meinung  der  Engländer  von  der  Attraction,  als  einem 
Ailribuio  essen iiali  corporum,  ziemlich  stark  angegriffen  und  wider- 
legt, so  wird  dieses  den  Herren  Commissariis,  welche,  wie  ich  seit  der 
Zeit  erfahren,  dieser  Meinung  völlig  beistimmen,  gar  nicht  gefallen  haben." 

Mit  welcher  Schärfe  und  Klarheit  Euler  den  eigentlichen  Stand  der 
Frage  sowohl  nach  ihrer  physikalischen,  wie  nach  ihrer  philosophischen 
Seite  durchschaute,  ist  aus  allen  seinen  Aeusserungen  über  die  Gravita- 
tion zu  ersehen,  namentlich  auch  aus  seinen  „Briefen  an  eine  deutsche 
Prinzessin",  denen  ich  hier  eine  besonders  wichtige  Stelle  entnehmen 
will,  zugleich  als  Probe  seiner  ruhigen  und  anschaulichen  Darstellungs- 
weise.*** 

„...  Da  es  ausgemacht  ist,  dass  jede  zwei  Körper,  die  man  sich 
denkt,  gegen  einander  angezogen  werden:  so  ist'  es  natürlich,  nach  der 
Ursache  dieser  gegenseitigen  Neigung  zu  fragen.  Die  englischen  Philo- 
sophen behaupten,  dass  es  eine  wesentliche  Eigenschaft  aller  Körper  sei, 


*  Eule r  stand  bei  Newton's  Tode  erst  in  seinem  21.  Lebensjahre,  hatte 
aber  schon  ein  Jahr  vorher  eine  sehr  bemerkenswerthe  Abhandlung:  Tentamen 
explieationis  Phaenomenorum  aäris  geschrieben,  welche  in  den  Berichten  der  Peters- 
burger Akademie  1727  erschienen  war.  In  dieser  Jugendarbeit  des  berühmten 
Mannes  findet  sich  schon  a.  A  der  Gedanke  vor,  dass  Wärme  eine  Art  von 
Bewegung  sei,  eine  Anschaaung,  der  Euler  sein  ganzes  Leben  hindurch  treu 
geblieben  ist  — üeber  die  physikalischen  Arbeiten  Euler's  hat  Dr.  Gherbuliez 
«ine  sehr  verdienstvolle  Abhandlung  (Bern  1872)  geschrieben,  die  auch  im  Folgen- 
den hier  und  da  benutzt  worden  ist. 

♦•  Vergl.  FuBS,  Correspondence  entre  Euler  et  Ooldbach,  Lettre  LXX,  p.  273. 
***  Briefe  an  eine   deutsche  Prinzessin.    Aus  dem  Französischen  übersetzt. 
Leipzig  1769.    1,228.  .^tizedbyGoOgle 
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siob  wecbselweise  anzuziehen ;  und  dass  alle  Körper  gleichsam  eine  gewisse 
natürliche  Neigung  gegen  einander  haben,  kraft  welcher  sie  sich  bemühen, 
einander  näher  zu  kommeni,  so,  als  wenn  sie  eine  Empfindung  oder 
Begierde  hätten.  Andere  Philosophen  sehen  diese  Meinung  für  un- 
gereimt und  den  Grundsätzen  einer  gesunden  Philosophie  widersprechend 
an.  Die  Sache  selbst  leugnen  sie  nicht,  sie  geben  sogar  zu,  dass  es 
wirklich  in  der  Welt  Kräfte  gebe,  welche  die  Körper  gegen  einander 
stoBsen;  aber  sie  behaupten,  dass  diese  Kräfte  von  aussen  auf  die 
Körper  wirken;  und  dass  diese  im  Aether,  der  freien  Materie,  die  alle 
Körper  umgiebt,  liegen.  ..«  Also  hat  nach  den  Ersteren  die  Attraction 
ihren  Grund  in  den  Körpern  selbst  und  in  ihrer  eigenen  Natur;  nach 
den  Letzteren  liegt  er  ausser  den  Körpern  in  der  freien  flüssigen  Materie, 
die  sie  umgiebt.  In  diesem  Falle  wäre  das  Wort  Attraction  eigentlich 
nicht  richtig;  man  rottsste  vielmehr  sagen,  dass  ein  Körper  gegen  den 
andern  gestossen  würde.  Aber  weil  die  Wirkung  einerlei  ist,  es  mögen 
zwei  Körper  gegen  einander  gezogen  oder  gestossen  werden:  so  macht 
das  blosse  Wort  „Anziehung^'  keinen  Unterschied,  wenn  man  nur 
dadurch  nicht  die  Na.tur  der  Ursache  selbst  bestimmen  will. 
Um  alle  Verwirrung  zu  vermeiden,  die  der  Ausdruck  hervorbringen 
könnte,  sollte  man  aber  doch  lieber  sagen:  die  Körper  bewegen  sich 
so,  als  wenn  sie  einander  anzögen.  Dadurch  Hesse  man  unaus- 
gemacht, ob  die  Kräfte,  die  auf  die  Körper  wirken,  in  oder  ausser  ihnen 
ihren  Sitz  haben.  Wir  wollen  bei  den  Körpern,  die  wir  auf  der  Ober- 
fläche der  Erde  finden,  stehen  bleiben.  Niemand  kann  zweifeln,  dass 
alle  diese  Körper  herunterfallen,  sobald  sie  nicht  mehr  unterstützt  wer- 
den; also  ist  nun  die  Frage:  welches  die  wahre  Ursache  dieses  Falles 
sei?  Die  Einen  sagen,  dass  es  die  Erde  sei,  welche  diese  Körper  durch 
eine  Kraft  anziehe,  die  ihr  vermöge  ihrer  Natur  zukäme.  Die  Anderen 
sagen,  dass  es  der  Aether  oder  eine  andere  feine  und  unsichtbare  Materie 
sei,  welche  die  Körper  nach  unten  stosse,  so  dass  in  beiden  Fällen 
der  Erfolg  einerlei  i«t. 

Die  letzte  Meinung  gefällt  Denen  mehr,  die  in  der  Philosophie  helle 
und  begreifliche  Grundsätze  lieben;  weil  sie  nicht  sehen ,  wie  zwei 
von  einander  entfernte  Körper  auf  einander  wirken  können,  ohne  dass 
Etwas  zwischen  ihnen  sei.  Die  Anderen  berufen  sich  auf  die  göttliche 
Allmacht  und  behaupten,  dass  Gott  alle  Körper  mit  der  Kraft,  andere 
Körper  au  sich  zu  ziehen,  begabt  habe.  Un erachtet  es  gefährlich  ist, 
über  Das,  was  Gott  möglich  oder  unmöglich  sei,  zu  streiten,  so  ist  doch 
gewiss,  dass,  wenn  die  Attraction  ein  unmittelbares  Werk  der  gött- 
lichen Allmacht  wäre ,  ohne  in  der  Natur  der  Körper  gegründet  zu  sein : 
dies  ebensoviel  heissen  würde,  als  wenn  man  sagte,  dass  Gott  unmittel- 
bar die  Körper  gegen  einander  stiesse,  welches  also  beständige  Wunder 

^*'^°-  Digitizedby  Google 


Euler's  Theorie  von  der  Ursache  der  Gravitation.  7 

Wir  wollen  setzen,  es  wären  vor  Erschaffung  der  Welt  Nichts,  als 
zwei  von  einander  entfernte  Körper  hervorgebracht,  ausser  ihnen  existirte 
Nichts,  und  beide  wären  in  Ruhe.  Wäre  es  wohl  möglich,  dass  der  eine 
sich  dem  andern  näherte  oder  dass  sie  eine  Neigung  hätten,  einander 
näher  zu  kommen?  Wie  würde  aber  Eines  das  Andere  in  der  Entfer- 
nung gewahr  werden?  wie  die  Begierde  bekommen,  sich  mit  ihm  zu  ver- 
einigen? 

Dies  sind  Begriffe,  welche  die  Vernunft  wider  sich  auf- 
bringen. 

Aber  sobald  man  annimmt,  dass  der  Raum  zwischen  den  Körpern 
mit  einer  feinen  Materie  angefüllt  ist,  so  sieht  man  leicht  ein,  dass  diese 
Materie  auf  die  Körper,  durch  den  Stoss,  wirken  kann  und  die  Wirkung 
daraus  beinahe  eben  dieselbe  sein  muss,  als  wenn  sie  sich  wechselweise 
anzögen.  Da  wir  nun  wissen,  dass  in  der  That  eine  solche  flüssige 
Materie  vorhanden  ist,  welche  den  Raum  zwischen  den  himmlischen 
Körpern  ausfüllt,  ich  meine  den  Aether:  so  scheint  es  vernünftiger  zu 
sein,  der  Wirkung  des  Aethers  die  gegenseitige  Anziehung  der  Körper 
zuzuschreiben,  wenn  man  auch  die  Art  dieser  Wirkung  nicht  einsieht, 
als  zu  einer  ganz  unverständlichen  Eigenschaft  seine  Zuflucht 
zu  nehmen. 

Die  alten  Philosophen  haben  sich  begnügt,  die  Erscheinungen  in 
der  Welt  durch  solche  Ursachen  zu  erklären,  die  sie  qualiiates  occultas 
nannten.  So  sagten  sie  z.  E.,  das  Opium  habe  eine  qualitat  occulta,  die 
es  fähig  mache,  den  Schlaf  zu  erregen.  Das  hiess  in  der  That  Nichts 
erklären  oder  hiess  vielmehr  seine  Unwissenheit  verbergen.  Wenn 
man  also  die  Attraction  für  eine  innere  Eigenschaft  der  Körper  aus- 
giebt,  so  muss  man  sie  ebenfalls  für  eine  qualitas  occulta  ansehen.  Aber 
da  man  heute  zu  Tage  die  qualiiates  occultas  aus  der  Philosophie  verbannt 
hat,  so^muss  es  die  Attraction,  in  diesem  Verstände  genommen,  auch 
sein."  — 

Der  wichtigste  Punkt,  welcher  nach  vorstehender  Erörterung  noch 
aufzuklären  blieb,  war  nun  augenscheinlich  die  Frage,  wie  es  denn 
komme,  dass  der  die  Körper  rings  umfliessen de  Aether  auf  diese  ebenso 
einwirke ,  „als  wenn  sie  sich  gegenseitig  anzögen'\  Die  Antwort  hier- 
auf findet  sich  in  den  citirten  „Briefen**  nicht,  wohl  aber  ist  sie  in 
der  schon  früher  beiläufig  erwähnten  Abhandlung  „De  Magnete'^  kurz 
angedeutet;  ausführlicher  aber  hat  Euler  sie  in  dem  19.  Capitel  der 
„Anleitung  zur  Naturlehre*',  welche  unter  seinen  (erst  im  Jahre 
1844  zu  Petersburg  entdeckten)  nachgelassenen  Schriften  sich  findet,  zur 
Darstellung  gebracht. 

Die  Frage  spaltet  sich  naturgemäss  in  zwei  Theile,  von  denen  der 
erste  die  Beziehung  der  Gravitation  zur  Entfernung,  der  zweite  ihre 
Beziehung  zur  Masse  betrifft.  r^^^^l^ 
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Bei  Beantwortung  des  ersten  Theiles  wird  die  Annahme  zu  Hilfe 
genommen,  dass  der  Druck  des  Aethers  nicht  überall  gleich,  sondern  in 
der  Richtung  auf  den  Mittelpunkt  eines  jeden  Gravitationscentrums  su 
„dergestalt  abnehme,  dass  die  Verminderung  sich  umgekehrt  wie  die 
Entfernung  davon  verhalte  *^  Durch  eine  sehr  einfache  mathematische 
Deduction  ergiebt  sich  hieraus  die  von  dem  Newton* sehen  Geseta  gefor- 
derte Beziehung  als  eine  nothwendige  Consequenz. 

Eni  er  denkt  sich  zunächst  den  betrachteten  Körper  als  eine  S&ale 
von  der  Grundfläche  a^  und  der  Höhe  6,  diese  ist  ihrer  Länge  nach 
gegen  ein  Gravitationscentrum  (etwa  gegen  den  Mittelpunkt  der  Erde) 
gerichtet,  und  die  Entfernung  von  demselben  {x)  sei  eine  Grösse,  gegen 
welche  die  Länge  (6)  „als  Nichts  angesehen  wird*'.  Wenn  man  nun  den 
absoluten  Druck  des  Aethers  an  einem  solchen  Orte,  wo  er  sich  in  voll- 
ständigem Gleichgewicht  befindet  (in  unendlicher  Entfernung  von  jedem 
Gravitationscentrum),  mit  h  bezeichnet,*  so  muss  dieser  Druck  in  der 

Entfernung  x  von  einem  solchen  Centrum  die  Grösse  h haben,  weil 

ja  die  Verminderung  dem  reciproken  Werthe  der  Entfernung  proportional 

sein  soll;    in  der  Entfernung  x  +  b  findet  man  demgemäss  den  Druck 

j 
k -— .     Hieraus   ergeben  sich  bezüglich  der  beiden  Endflächen  der 

betrachteten  Säule  die  Ausdrücke 

««(a-I)   und  «'(a-4-J 

Da  diese  Druckkräfte  einander  entgegengesetzt  sind,  so  ist  ihre  Resul- 
tante gleich  dem  Ueberschuss  der  einen  über  die  andere,. also  gleich 

\       x+b/  \       x)         x(x^b)  ^ 

Der  Zähler  €?b  ist  das  Volumen  (F)  der  Säule;  der  Nenner  darf  gleich 
x^  gesetzt  werden,  weil  b  gegen  die  Dimension  von  x  verschwindet 
Mithin  ist  die  aus  dem  Aetherdruck  abgeleitete  centripetale  Kraft  gleich 

y 
Ä—^\   es  könnte  also  das  Newton* sehe  Gesetz,  soweit  es  sieh  auf  die 

Entfernung  bezieht,  darin  seine  Erklärung  finden,  aber  in  Bezug  auf 
die  Masse  besteht  noch  ein  sehr  wesentlicher  Unterschied.  Euler  findet 
den  Druckunterschied  proportional  dem  Volumen,  und  er  versucht  nun, 
die  Proportionalität  zwischen  Volumen  und  Masse  dadurch  herzustellen) 
dass  er  den  Begriff  der  „wahren  Grösse  eines  Körpers '*  bildet  — 


*  Euler  denkt  sich  unter  dieser  Grösse  speciell  die  Höhe  einer  Wassersäule 
von  gleichem  Druck  wie  der  Aether,  ,,eben  wie  die  elaBÜeche  Kraft  der  Luft  einer 
Wasserhöhe  von  32  Schuh  gleichgeschätzt  wird*'. 
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Jeder  Körper  hat  Poren ,  in  welche  der  Aether  frei  eintreten  kann ,  und 
zwar  sind  diese  nach  Eni  er  theils  offene,  theils  verschlossene. 

„Die  subtile  Materie,*  welche  sich  in  den  offenen  Poren  der  Körper 
befindet,  steht  mit  dem  äusseren  Aether  in  freier  Gemeinschaft  und  hat 
keinen  Antheil  an  der  Bewegung  des  Körpers,  daher  sie  auch  von  der 
dgenthümlichen  Materie  desselben  unterschieden  wird.  Diejenige  aber, 
welche  in  den  verschlossenen  Poren  befindlich  ist,  bewegt  sich  wohl  mit 
dem  Körper:  ihre  Menge  ist  aber,  wie  wir  bei  der  Luft  gesehen,  so 
gering  i  dass  sie  gleichsam  für  Nichts  zu  achten.  Man  hat  also  nur  auf 
die  groben  Theilchen  zu  sehen ,  auf  welche  der  Aether  mit  seinem  Drucke 
wirkt,  und  da  ein  jeglicher  derselben  abwärts  gestossen  wird,  so  besteht 
das  Gewicht  derselben  aus  der  Summe  aller  Kräfte,  welche  auf  die  groben 
Theilchen  wirken.  Es  ist  aber  aus  der  Natur  des  Druckes  flüssiger 
Materien  bekannt,  dass  die  daher  auf  einen  Körper  entspringende  Kraft 
sieh  wie  die  Grösse  des  Körpers  verhalte  und  die  Figur  Nichts  zur  Ver- 
mehrung oder  Verminderung,  der  Kraft  beitrage.  Daher  wird  ein  jeglicher 
Körper  von  dem  Aether  ebenso  stark  hinabgestossen  werden,  als  wenn 
nur  seine  grobe  Materie  allein  in  einen  Klumpen  zusammengepresst  wäre, 
dessen  Ausdehnung  wir  oben  die  wahre  Grösse  des  Körpers  genannt 
haben,  um  dieselbe  von  der  scheinbaren  Grösse,  welche  die  Poren 
zugleich  mit  in  sich  begreift,  zu  unterscheiden.  Wenn  wir  also  die  wahre 
Grösse  eines  Körpers  oder  den  Baum,  welcher  nur  von  der  groben  Materie 
desselben  angefüllt  wird,  durch  c?  ausdrücken,  so  wird  dieser  Körper 
von  dem  Drucke  des  Aethers  ebenso  stark  hinabgestossen,  als  ein  aus 
grober  Materie  bestehender  Würfel,  dessen  Seite  =c  ist,  oder  als  eine 
jegliche  andere  Figur,  deren  Körper  auch  =c*  ist.  Wenn  wir  näm- 
lich eine  Säule  nehmen,  deren  Grundfläche  e=a'  und  Höhe  =6,  so  dass 
aab^i:?^  so  wird  auch  diese  Säule  mit  jenem  Körper  einerlei  Gewicht 
haben.  Dieses  folgt,  wie  gemeldet,  aus  der  Lehre  des  Druckes  flüssiger 
Materien,  wo  gezeigt  wird,  dass  die  sämmtliche  Kraft  derselben  auf  einen 
Körper  sich  wie  die  Grösse  verhalte.  Weil  nun  das  Gewicht  von  dem 
Drucke  des  Aethers  herrührt,  so  muss  sich  dasselbe  ebenfalls  wie  die 
wahre  Grösse  eines  jeglichen  Körpers  verhalten ,  und  ein  Körper,  welcher 
nach  der  Menge  seiner  groben  Materie  zweimal  so  gross  ist,  muss  auch 
ein  zweimal  so  grosses  Gewicht  haben.'^ 

Hiermit  ist  aber  das  Gravitationsproblem,  soweit  es  die  Massen 
betrifft,  nur  zur  Hälfte  in  Betracht  gezogen.  Es  fehlt  nämlich  noch  die 
Aufklärung  der  Bolle,   welche  die  Masse  des   anziehenden  Körpers 

M   m 

«pielt.     Nach  Newton   ist   die  Intensität  der   Gravitation  gleich  — ^, 

nach  Eni  er  — j. 

_  a?" 

•  EuUr,  Opera  Postuma,  II,  543.  DigitizedbyGoOgle 
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Nnn  ist  x  identisch  mit  r,  und  c^  ist  mit  Hilfe  der  „wahren  Grösse 
eines  Körpers**  einer  der  beiden  Massen  proportional  geworden.  In 
welcher  Beziehung  steht  aber  der  ganz  unbestimmte  Factor  A  zu  der  Masse 
M  des  Gravitationscentrums?  Diese  Frage  wird  erst  recht  brennend  in 
einem  Falle,  wo  auf  einen  und  denselben  Körper  mehrere  solcher 
Centra  einwirken.     Euler  bespricht  denselben  in  folgender  Weiee: 

„Nimmt  man  nun  alle  himmlischen  Körper  zusammen  und  zeigt  die 
Entfernung  eines  Ortes  von  denselben  durch  die  Buchstaben  z,  ^,  at,  9  etc. 
au,  so  wird  an  diesem  Orte  die  elastische  Kraft  des  Aethers  durch  diese 
Höhe  ausgedrückt  werden: 

.       A       B      C       D     ^ 

h etc. : 

z       y       X       V 

und  die  Wirkung  dieses  Druckes  auf  einen  an  diesem  Orte  befindlichen 
Körper  wird  ebenso  beschaffen  sein,  als  wenn  derselbe  gegen  alle  himm- 
lischen Körper  gezogen  würde,  von  solchen  Kräften,  welche  sich  um- 
gekehrt wie  die  Quadrate  seiner  Entfernungen  davon  verhalten.  Wegen 
der  Zahlen  A,  ßy  C^  D  etc.  können  wir  noch  anmerken,  dass  diesel- 
ben sich  wie  die  Massen  der  himmlischen  Körper,  auf  welche  sie 
sich  beziehen,  verhalten/' 

Dass    mit    einer  solchen   blossen   „Anmerkung*^   diese   Frage  nicht 
erschöpft  sei,   gesteht  Enler  selbst  aufrichtig  ein.     Deberhaupt' erkennt 
er  recht  wohl  den  Punkt,  über  welchen  seine  Gravitationserklärung  hier 
nicht   hinausgekommen   ist.     Den   letzten  Hauptsatz   seiner  ganzen  dies- 
bezüglichen Abhandlung  kleidet  er  nämlich  in  die  Worte: 
„146)  Alles    kommt   demnach   darauf  an,    dass   man   die  Ur- 
sache    ergründe,     warum     die    elastische    Kraft    (des 
Aethers)  von  einem  jeglichen  Himmelskörper  vermin- 
dert   werde?    und    warum    diese    Verminderung    sich 
einestheils  wie  die  Masse   des    himmlischen  Körpers, 
und   anderntheils  umgekehrt  wie  die  Entfernung  von 
demselben  verhalte?*' 
Und  der  Schluss  des  ganzen  Capitels  lautet: 

„Der  Grund   mnss   augenscheinlich   in    der  groben 
Materie,    aus    welcher    der    Körper    besteht,    gesucht 
werden,   und   die   grobe   Materie   mnss   in    dem   Aether 
eine   Bewegung    veranlassen,    wodurch    das    Gleich- 
gewicht   gehoben    wird.     Wenn   man   erst  so  weit  ge- 
kommen, so  ist  es  leicht  zu  zeigen,  dass  solchergestalt 
der  Druck  des  Aethers  vermindert  werden  müsse." 
Nach  diesen  Worten,  in  denen  Eni  er  diejenige  Aufgabe,  welche  er 
in  Betreff  des   Gravitationsproblems   der  Nachwelt   noch   zu  lösen  übrig 
gelassen,  bestimmt  und  klar  formulirt  hat,   verlässt  er  den  vorliegenden 
Gegenstand  und  wendet  sich  einem  andern  Thema,  der  Hydrostatik,  zu.  — 
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Stellen  wir  uns  nun  die  Frage,  worin  der  eigentliche  wissenschaft- 
liche Werth  der  hier  dargelegten  Theorie  zu  suchen  sei,  so  liegt  der- 
selbe, wie  mir  scheint,  wesentlich  darin,  dass  Eni  er  einen  Weg  an- 
gebahnt hat,  die  Phänomene  der  Gravitation  ohne  „actio  in  distans"^ 
mechanisch  au  erklären.  Er  documentirt  sich  damit  entschieden  als  einen 
Vorläufer  unserer  modernen  Physik,  deren  Streben  ja  in  erster  Linie 
darauf  gerichtet  ist,  wie  mit  den  Imponderahilien ,  so  auch  mit  den  fern- 
wirkenden Kräften  immer  mehr  aufzuräumen. 

Dieses  Ziel  in  Bezug  auf  die  Schwere  wirklich  zu  erreichen ,  ist  ihm 
allerdings,  wie  er  wohl  einsah ,  nicht  gelungen,  und  er  hat  überdies  noch 
eine  ziemliche  Anzahl  von  Schwierigkeiten,  welche  schon  auf  der  von 
ihm  betretenen  Strecke  des  Weges  liegen,  nicht  beseitigt. 

Ich  will  mich  nun  mit  einer  Discussion  all'  der  Einzelheiten,  die 
noch  zu  mehr  oder  weniger  ernsten  Bedenken  Anlass  geben,  hier  nicht 
aufhalten,  sondern  direct  den  Kern  der  Sache  herausschälen  und  fragen: 
Wo  ist  denn  nach  Euler  der  eigentliche  Sitz  der  bei  der  Gra- 
vitation thätigen  Kraft? 

Die  Antwort  lautet:  Diese  Kraft  steckt  im  Aether,  und  zwar  —  als 
„qualitas  occuUa^^ 

Eni  er  will  zwar,  wie  oben  mitgetheilt,  die  qualitates  occultas  aus  der 
Philosophie  gänzlich  verbannen,  allein  dennoch  ist  ihm  eine  solche  in 
die  eigene  Gravitationstheorie  unter  der  Hand  wieder  hineingeschltipft. 
Die  alte  scholastische  Dynastie  der  „verborgenen  Eigenschaften**  wurde 
mit  der  Massenattraction  feierlichst  des  Landes  verwiesen,  aber  mit 
der  Aetherelasticität  gelangte  sie  doch  wieder  auf  den  Thron. 

Wollen  wir  uns  dieses  eigenthttmliche  Verhältniss  deutlich  zur  An- 
schauung bringen,  so  ist  es  nöthig,  von  der  Natur  des  Eule  raschen 
Aethers  etwas  genauere  Kenntniss  zu  nehmen,  und  wir  werden  dabei 
finden ,  welche  Gewaltmassregeln  erforderlich  gewesen  sind ,  um  überhaupt 
einen  für  Gravitationszwecke  hrauchbaren  Aether  zu  Stande  zu  bringen. 

Von  vornherein  legt  Euler  bei  der  Definition  der  Materie  einen 
wesentlichen  Nachdruck  auf  die  Undurchdringlichkeit.  In  der 
„Anleitung  zur  Naturlehre**  z.  B.  widmet  er  der  allseitigen  Beleuchtung 
dieser  Eigenschaft  acht  lange  Abschnitte  und  unter  den  „  Briefen  an  eine 
deutsche  Prinzessin"  behandeln  zwei  nichts  Anderes,  als  die  Nothwen- 
digkeit,  aller  Materie  die  Eigenschaft  der  Undurchdringlichkeit  zu  tri- 
buiren.     So  sagt  er  z.  B.:* 

„...  Es  ist  daher  eine  wesentliche  und  allgemeine  Eigenschaft 
aller  Körper,**  dass  sich  keiner  an  ebendemselben  Orte  befinden  kann, 


*  Euler,  Op.  post,  II,  470  sq, 

**  Bei  Euler  sind^  die  Begriffe  Materie  und  Körper  wesentlich  identisch. 
„Man  nennt  Materie  Das,  was  den  Körper  von  einer  blossen  4\^4l^i%^uig.9Pt9^lC 
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welchen  ein  anderer  wirklich  einnimmt.  Das  Dasein  eines  Körpers  an 
einem  gewissen  Orte  schliesst  alle  anderen  Körper  von  diesem  Orte  ans, 
so  lange  nSmlich  sich  jener  darin  aafh&lt,  nnd  kein  anderer  kann  diesen 
Ort  einnehmen,  ohne  zugleich  denselben  daraus  zn  vertreiben.  ..I  So 
wenig  ebenderselbe  Körper  zugleich  an  mehr  als  einem  Orte  vorhanden 
sein  kann,  ebensowenig  können  zwei  Körper  zugleich  an  ebendemselben 
Orte  sein.  ...  Da  aber  die  Luft  ...  auch  ein  Körper  ist,  so  kann  sieh 
auch  kein  Körper  durch  die  Luft  bewegen,  ohne  beständig  diejenigen 
Theile  der  Luft  vom  Platze  zu  vertreiben,  in  welche  derselbe  hinein- 
rttckt.  ...  Ebenso  verhält  es  sich  auch  mit  dem  Wasser  und  anderen 
flüssigen  Materien.  ...  Ungeachtet  wir  ako  die  Natur  der  flüssigen 
Körper  noch  nicht  erforscht  haben,  so  kann  doch  daher  kein  Einwarf 
gegen  die  allgemeine  Eigenschaft,  von  welcher  hier  die  Rede  ist, 
gemacht  werden.'' 

Und  in  den  „  Briefen*'  kommt  er  wieder  zu  dem  nämlichen  Schlüsse, 
die  Undurchdringlichkeit  sei  „ein  allgemeines  Kennzeichen,  wel- 
ches aller  Materie  und  also   auch   allen  Körpern  eigen  ist'S 

Daraus  folgt  nun  doch  wohl  ganz  unweigerlich,  dass  keine  Substanz, 
der  die  Undurchdringlichkeit  abgesprochen  wird,  noch  unter  den  Begriff 
der  Materie  fallen  kann. 

Allein  dennoch  hat  Eule r  zu  Gunsten  seines  Aethers,  seiner  „freien 
Himmelsluft",  sich  zu  der  Inconsequenz  verleiten  lassen,  dieser  „subtilen 
Materie"  zu  gestatten,  dass  sie  sich  gegenseitig  durchdringe. 

Wenn  andere  Materie  zusammengedrückt  wird,  so  besteht  nach 
Euler  diese  ganze  Veränderung  nur  in  einer  Verkleinerung  der  Poren 
oder  Zwischenräume;  aber  vom  Aether  sagt  er,*  „dass  sich  alle  seine 
Theile  zusammendrücken  lassen  und  sich  hernach  wiederum  aus  eigener 
Kraft  ausdehnen,  wobei  sie  den  Raum,  welchen  sie  einnehmen ,  immer 
vollkommen  ausfüllen  und^  keine  leeren  Poren  zwischen  sich  lassen". 

Infolge  einer  solchen  Zusammendrückbarkeit,  welche  mit  der  oben 
definirten  Undurchdringlichkeit  im  klarsten  Widerspruch  steht,  geht  der 
Aether  augenscheinlich  jedes  Anspruchs  auf  Materialität  verlustig. 
Derselbe  hat  aber  nebenbei  noch  eine  andere  Eigenschaft,  welche  ihn  sn 
einpm  sehr  geheimnissvollen  und  von  der  Materie  durchaus  verschiedenen 
Wesen  gestaltet;  er  besitzt  nämlich,  wie  vorhin  gesagt  wurde,  „eigene 


scheidet.  Non  kommt  es  also  darauf  an,  zu  erklären,  was  Materie  sei,  weil  ohne 
sie  das  Ausgedehnte  nicht  ein  Körper  sein  kann.  Da  aber  die  Bedeutung 
beider  Wörter  so  vollkommen  einerlei  ist,  dass  Alles,  was  Körper  ist,  such 
Materie,  und  alle  Materie  Körper  ist,  so  haben  wir  wenig  dabei  gewonnen,  ünter- 
deBsen  findet  man  doch  ein  allgemeines  Kennzeichen,  welches  aller  Materie  und 
also  auch  allen  Körpern  eigen  ist;  und  dieses  ist  die  Undurchdringlichkeit." 
Briefe  an  eine  deutsche  Prinzessin,  I,  288. 
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Kraft".    Nun  hat  aber  Euler  schon   in  einem  früheren  Capitel  allen 
Körpern  eine  derartige  „eigene  Kraft'*  gXnzlich  aberkannt. 

,,So  oft*  in  dem  Znstande  eines  Körpers  eine  VerXndemng  vorgeht, 
I        80  ist  es  gewiss,  dass  die  Ursache  dieser  Yeründernng  nicht  in  dem 
Körper    selbst   befindlich  ist,    sondern   ausser  demselben  gesacht 
'        werden  mnss.'* 

Der  deutliche  Beweis  hierftlr  liegt  in  derjenigen  Eigenschaft  der 
Materie,  welche  wir  gewöhnlich  „Beharrungsvermögen,  TrSgheit,  vis 
inertiae'^  und  welche  Euler  „ Standhaftigkeit "  nennt. 

„Sobald  die  Standhaftigkeit  der  Körper  festgesetzt, wurde,  so  ist  es 

eiu  offenbarer  Widerspruch,  wenn  man  den  Körpern  noch  gewisse  Kr&fte, 

ihren  Zustand  zu  verändern,  zueignen  will.*' 

I  Diese  Conclusion  Euler's  hat  augenscheinlich  Vieles  für  sich.   Wenn 

I        es  wirklich  im  Wesen   der  Körper  liegt,   dass  sie  in  dem  Zustande,   in 

I        welchem  sie  sich  eben  befinden,  sei  es  Buhe  oder  Bewegung,  beharren, 

I        80  lange  sie  sich  selbst  überlassen  bleiben,  dann  kann  es  nicht  zugleich 

I        auch  im  Wesen  der  Körper  liegen,  dass  sie  ihren  Zustand  zu  verändern 

I        streben.     Wenn    also    der  Aether    durch    irgend   eine  Ursache  wirklich 

I        zu  einer  gewissen  Dichtigkeit  zusammengepresst   sein   sollte,   so  müsste 

infolge  der  Eule  raschen   „Standhaftigkeit'*    seine  Substanz   in   diesem 

I        Zustande    auch  zu  verharren,    nicht  aber  „aus  eigener  Kraft"   sich 

wieder  auszudehnen  streben.** 

Indem  er  das  Letztere  dennoch  fordert,  übertritt  Eni  er  sein  eigenes 
I        strenges  Verbot.    Und  wenn  man  zudem  die  Frage  stellen  wollte:  Warum 
strebt  der  Aether,  statt  in  seinem  Zustande  zu  verharren,  denn  darnach, 
sich  wieder  auszudehnen?  so  würde  man  im  ganzen  Buche  vergebens  sich 
nach  einer  Antwort   umsehen.     Der  „subtilen   Materie"  wird  die  dazu 
!        nöthige  Kraft  unter  dem  Titel  „eigenthümliche  Federkraft"  ein- 
fach zugeschrieben,  und  das  ist  genau  das  alte,  oben  von  Eni  er  selbst 
verworfene  —  Opiumverfahren.     „Das  Opium  hat  eine  qualitas  occultüy 
die  es  fähig  macht,  den  Schlaf  zu  erregen."     Der  Aether  hat  eine  gua- 
'        Utas  occulta,  die  ihn  fähig  macht,  sich  auszudehnen.     Weitere  Gründe 
I        dafür  sind  einfach  nicht  da. 

An  dieser  Stelle  sind  wir  auf  das  wichtigste  und  durchschlagendste 
Argument  gestossen,  warum  die  dargelegte  Gravitationserklärung  un- 
genügend ist.     Es  fällt  nicht  schwer,  den  hier  zu  Tage  tretenden  fun- 


♦  Op.  Post,,  II,  469. 

**  Es  ist  vielleicht  nicht  fiberflÜBsig,  hier  zu  erwähnen,  dass  die  Anschau- 
ungen der  modernen  kinetischen  Gastheorie  auf  Euler's  Aether  nicht  applicabel 
nnd.    Letztere  ist  gar  kein  Gas  in  diesem  Sinne,  kein  atomistisch  constituirter 
Körper,  sondern  eine  durchaus  homogene,  den  Baum  mit  absoluter  Continuir-T 
iichkeit  erfüllende  Substanz.  .^  y    ^^  .y  ^  _  ^<3^^ 
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damentalen  Mangel  der  Theorie  direct  aus  Eni  er 's  eigener  Definition 
der  Naturlehre  zu  deduciren. 

„Die  Naturlebre  ilBt,"  sagt  er,*  „eine  Wissenschaft,  die 
Ursachen  der  Veränderungen,  welche  sich  an  den  Körpern 
ereignen,  zu  ergründen.^*  Diese  Definition  ist  mit  der  von  Helm- 
hol tz  gegebenen:**  „Das  endliche  Ziel  der  theoretischen  Naturwis- 
senschaft ist  also,  die  letzten  unveränderlichen  Ursachen  der  Vor- 
gänge in  der  Natur  aufzusuchen '\  wesentlich  identisch.  Euler  sagt;  so 
oft  Veränderungen  im  Zustande  der  Körperwelt  constatirt  werden ,  bat 
die  Naturlehre  deren  Ursache  zu  ergründen,  und  Helmholtz  erklärt: 
Erst  dann,  wenn  wir  bei  unveränderlichen  Ursachen  angekommen 
sind,  befinden  wir  uns  am  Ziele. 

Damit  ist  augenscheinlich  ein  exactes  Kriterium  statuirt,  wonach  in 
jedem  Falle  sofort  beurtheilt  werden  kann ,  ob  irgend  eine  von  der  Natur- 
lebre zur  Erklärung  der  Phänomene  benutzte  Ursache  als  letzte  In- 
stanz gelten  darf  oder  nicht.  Die  kürzeste  und  schneidigste  Form  für 
dieses  Kriterium  ist  die  mathematische,  nämlich  die  einfache  Beding- 
ungsgleichung 

Wenn  man  nun  der  Materie  Undurchdringlichkeit  (im  Euler'schen  Sinne) 
zuschreibt,  so  ist  das  eine  Eigenschaft,  an  welcher  absolut  keine  Ver- 
änderungen vorkommen;  man  kann  also  ohne  weiteren  Regress  darauf 
basiren  und  hat  das  Recht,  alle  etwaigen  Fragen  nach  einer  Ursache 
der  Undurchdringlichkeit  kraft  der  vorangeschickten  Definition  ans  der 
Natur  lehre  herauszuweisen. 

Wird  als  zweite  wesentliche  Eigenschaft  die  „Standhaftigkeit"  bei- 
gefügt, so  ist  sicherlich  auch  diese  ohne  jede  weitere  Frage  zu  acceptiren 
—  so  lange  es  nicht  etwa  Jemandem  einfallt,  ein  Wachsen  oder  Ab- 
nehmen der  Trägheit  eines  Körpers  als  Erklärungsgrund  für  Natur- 
phänomene benutzen  zu  wollen. 

Ob  ausser  diesen  beiden  Punkten  noch  andere  Fundamente  für  ein« 
Eul er- Helmholtz* sehe  Naturlehre *♦♦  gefunden   werden  können,  und 

•  Op.  po8t.,  II,  449, 

**  Helmholtz,  Ueber  die  Erhaltung  der  Kraft,  S.  2. 

***  Herr  Prof.  Günther  sagt  gelegentlich  einer  Besprechimg  meines  Bache« 
im  „Kosmos",  TIJ.  Jahrgang  Heft  7  S.  72:  „Wenn  wir  ...  einzig  das  ver- 
langen, dass  alle  Phänomene  auf  eine  einzige  gemeinsame  Ursache,  die  vera 
causa,  reducirt  werden,  so  kann  uns  principiell  die  kosmische  Schwere  ebenso  lieb 
sein,  als  der  Stoss  einer  unsichtbaren  ...  Materie.  Gelänge  es,  lediglich  vermittelst 
der  Ne  wton 'sehen  Massenattraction,  alle  übrigen  Eigenschaften  der  Materie  weg- 
zuschaffen, so  stände  dem  Erkenntnisstheoretiker  dieser  Versuch  um  kein 
Haar  niedriger,  als  der  in  seiner  Art  gleichberechtigte  unseres  Anton,  and  nur 
dadurch  gewinnt  der  Letztere  in  der  Praxis  den  entschiedenen  Vorrangs  dacs 
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ob  es  möglich  ist,  dadarch  den  einen  oder  den  andern  von  den  hier 
statnirten  Begriffen  vielleicht  entbehrlich  zu  machen,  das  sind  Fragen, 
in  deren  Erörterung  ich  hier  nicht  eintreten  möchte.  Ich  will  blos  con- 
statiren,  dass  Euler  an  mehreren  Stellen  seiner  „Briefe**  sowohl,  wie 
seiner  „Anleitung  zur  Naturlehre**  die  Undurchdringlichkeit  und  die 
Beharrlichkeit  als  die  einzig  zulässigen  Basen  erklärt.  In  der  letzte- 
ren heisst  es  z.  B.:* 

„Es  ist  klar,  dass  ein  jeder  Körper  so  lange  in  seinem  Zustande 
verbleiben  muss,  als  sich  ausser  ihm  keine  Ursache  ereignet,  welche  ver- 
mögend ist,  in  demselben  eine  Veränderung  zu  bewirken.  So  lange  aber 
die  Körper  von  einander  entfernt,  so  verhindert  keiner,  dass  die  übrigen 
nicht  in  ihrem  Zustande  verharren  könnten.  Ja,  wenn  die  Körper  ein- 
ander frei  durchdringen  könnten,  so  würde  der  Znstand  keines  einzigen 
durch  die  übrigen  gestört  werden.  Hieraus  folget,  dass  der  Zustand  der 
Körper  nur  insofern  verändert  wird,  als  dieselben  nicht  darin  verharren 
können,  ohne  einander  durchzudringen:  und  aus  dieser  Quelle 
entspringen  folglich  alle  Veränderungen  in  dem  Zustande 
der  Körper." 

In  der  That  reicht  Eni  er,  wenn  wir  von  seinem  Aether  absehen, 
mit  den  hier  angegebenen  Mitteln  überall  aus.  Es  ist  bewundernswerth, 
wie  er  dieselben  zu  benutzen  versteht,  um  die  mannigfachsten  Resultate 


alle  solche  Bestrebungen,  wie  man  sie  von  Gilles  u.  A.  kennt,  wohl  kaum  geglückt 
sind.  Hier  entscheidet  nicht  die  aprionstische  Betrachtung,  sondern  der  Erfolg." 
Günther  hat  unter  der  von  ihm  vorangestellten  Bedingung:  „wenn  wir  einzig 
das  verlangen  etc/S  ganz  Recht.  Aber  nun  möge  er  auch  den  Beweis  dafilr 
antreten,  dass  „der  Erkenn  tnisstheoretiker**  wirklich  „einzig  das",  d.h.  dass  er 
nur  die  Simplicität  der  „vera  causa"  zu  verlangen  habe!  —  Euler  und  Helm- 
holtz  verlangen  augenscheinlich  weniger  die  Simplicität,  als  vielmehr  vor  allen 
Dingen  die  Con stanz  dieser  Causa.  Ich  kann  noch  Biemann  anführen,  welcher 
ebenfalls  „solche  Ursachen,  die  die  Entfernung  zweier  Stoffpunkte  zu  verändern 
streben'*,  keineswegs  als  letzte  Ziele  der  Forschung  gelten  lassen  will.  (Vergl. 
Bernhard  Riemann's  Gesammelte  math.  Werke,  S.  498.)  Unter  diesem  Gesichts- 
punkte, den  ich  in  meinem  Buche  ziemlich  ausführlich  behandelt  habe,  fällt  der 
Günther 'sehe  Bedingungssatz  und  also  auch  die  darauf  basirte  „Gleichberech- 
tigung" beider  Theorien  augenscheinlich  weg.  —  Wenn  man  an  eine  physikalische 
Theorie  weiter  keine  Anforderung  stellt,  als  dass  sie  eine  „vera  causa"  der  Phä- 
nomene angebe,  dann  entscheidet  allerdings,  wie  Prof.  Günther  richtig  sagt,  der 
Erfolg.  Wenn  man  aber  mit  Helmholtz  nach  dem  „endlichen  Ziel*S  also 
nach  der  ultima  causa  ftragt,  dann  entscheidet  die  Natur  unseres  menschlichen 
Causalitätsbedürfnisses,  und  dieses  lässt  sich  meiner  Meinung  nach  mit  einer 
variablen  Causa  nicht  definitiv  zufriedenstellen,  sondern  wird  über  eine  solche 
hinaus  immer  noch  nach  Gründen  dieser  Veränderungen  forschen.  —  Im 
Uebrigen  wird  der  „Erkenntnisstheoretiker'*,  dem  „die  kosmische  Schwere"  so 
„lieb"  ist,  den  auf  S.  3  mitgetheilten  Ausspruch  Newton's  doch  auch  einiger 
massen  im  Auge  behalten  müssen.  C^  r\n^n]{> 

*  Op,  Post,  11,  473.  ^'9i^'^^^  by  V^OOgie 
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zu  erzielen;  aber  die  „ Federkraft'*  des  Aethers,  für  welche  er  gelegent- 
lich die  Formel 

S  = r-r-  d 

p  +  k 

aufstellt,*  passt  nicht  in  diesen  Rahmen,  sie  ist  eine  variable  Grösse, 
also  keine  Instanz,  bei  welcher  seine  Naturlehre  stehen  bleiben  durfte, 

Dass  ein  compressibler,  expansiver  und  doch  materieller  Aetlier 
mit  dem  Statut  der  Undurchdringlichkeit  aller  Materie  auf  logisch  ge- 
spanntem Fusse  stehe,  hat  Euler,  wie  es  scheint,  selbst  in  etwa 
gefühlt,  und  er  giebt  sich  in  einem  besondern  Abschnitte  grosse  Mfihe, 
das  Yerhältniss  einigermassen  erträglich  zu  gestalten,  indem  er  sagt: 
weil  es  nicht  zum  Wesen  eines  Körpers  gehöre,  dass  er  eine  bestimmte 
Grösse  und  ebenso  wenig,  dass  er  eine  bestimmte  Dichtigkeit  habe,  so 
sei  es  gestattet,  Grösse  und  Dichtigkeit  variabel  zu  denken,  ohne  dem 
Begriff  des  Körpers  zu  widersprechen;  der  Aether  könne  also  ▼e^ 
schiedene  Dichtigkeitsgrade  annehmen,  je  nachdem  der  auf  ihn  einwir- 
kende Druck  gross  oder  klein  sei.  Da  nun  seine  eigene  Federkraft  dem 
äussern  Drucke  stets  entgegenwirke  und  mit  diesem  Drucke  zugleich 
selbst  wachse,  also  die  Compression  immer  nur  bis  zu  einer  bestimmten 
Grenze  gestatte,  so  sei  diese  Federkraft  der  Undurchdringlichkeit  eo- 
ordinirt.  „Beide  gründen  sich  darauf,  dass  ein  Körper  einer  jeglicfaen 
Kraft,  nachdem  sie  ihn  in  einen  gewissen  Zustand  gebracht,  wozu  sie 
vermögend  gewesen ,  mit  gleicher  Kraft  widerstehe  und  sich  der  ferneren 
Wirkung  derselben  widersetze."** 

Dieser  Aussöhnungs-  und  Gleichstellungsversuch  kann  aber  nicht 
wohl  als  gelungen  bezeichnet  werden,  theils  weil  die  gewöhnliche  oder 
„ grobe *S  undurchdringliche  Materie  nach  Euler^s  eigener  Theorie  keines- 
wegs erst  von  den  auf  sie  einwirkenden  Kräften  in  denjenigen 
Zustand  gebracht  wird,  in  welchem  sie  vermögend  ist,  dem  ferneren 
Einwirken  derselben  zu  widerstehen  —  wie  das  beim  Aether  geschehen 
mu88  — ,  theils  —  und  das  ist  das  Wichtigste  —  weil  die  Widerstands- 
fähigkeit der  groben  Materie  ja  eine  absolute,  unbezwingliche  und  un- 
veränderliche sein  soll,  während  die  des  Aethers  als  eine  Function 
des  äussern  Druckes  dargestellt  wird. 

Dieser  Unterschied  ist  so  fundamental  und  macht  die  Coordination 
beider  Qualitäten  so  unmöglich,  dass,  wie  vorhin  gezeigt,  schon  die 
Definition  der  Naturlehre  sofort  principiell  scheidend  dazwischen 
tritt,  indem  sie  die  erste  als  einen  ihrer  Grundpfeiler  acceptirt,  während 
sie  der  zweiten  die  Brauchbarkeit  dazu  ganz  entschieden  aberkennen  muss. 


•  l,  c.  p,  515,   p  ist  diejenige  „Federkraft",  welche  der  Dichtigkeit  8  ent- 
spricht.   Für  p  =  0  ist  s  —  d;  n  und  k  sind  Constanten.  ^  t 

••  Op.  Post,,  II,  515,  Digitized  by  V^OOgle 
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EboDBo  wenig,  wie  die  allgemeine  Massenattraction ,  deren  Intensität 
stetigen  Veränderungen*   unterliegt,    ebenso   wenig,   wie   die  von  man- 

*  Dies  ist,  soviel  ich  weiss,  bisher  von  Niemand  geleugnet  worden ,  mit  Aus- 
nahme von  Herrn  Hoppe  (Grunert's  Archiv  1879,  3.  Heft,  Lit- Bericht  S.  24). 
Nachdem  dort  einige  Sätze  meines  Buches  citirt  worden  sind,  worin  ähnliche  Ge- 
danken, wie  die  hier  vorgetragenen,  entwickelt  wurden,  fährt  Herr  Hoppe  fort: 
„Und  das  sagt  derselbe  Schriftsteller,  der  die  völlig  constante  Schwerkraft  ein 
Räthsel  nennt,  sie  zu  erklären  strebt  and  zu  diesem  Zwecke  ein  ganzes  Buch 
schreibt  u.  s.  w."  Hier  ist  ein  seltsames  Missverständniss  im  Spiele.  Was  ist  denn 
eigentlich  bei  der  Schwerkraft  das  „völlig  Constante "  ?  Newton 's  Formel!  Aber 
diese  Formel  ist  doch  nicht  „die  Ursache  der  Gravitationsphänomene^M  —Kant 
ftmaert  einmal  (wenn  ich  mich  recht  erinnere,  gegen  Lambert):  mit  Hilfe  des 
logischen  Satzes  vom  Widerspruch  könne  man  doch  nicht  verhindern,  dass 
zwei  Körper  beim  Zusammenstoss  sich  nicht  gegenseitig  durchdringen.  Ebenso 
wenig  wird  Herr  Hoppe  mit  Hilfe  der  New  ton 'sehen  Formel  verhindern  kön- 
nen, dass  der  Mond  eines  Tages  von  der  Erde  Abschied  nimmt  und  in  der  Rich- 
tung der  Tangente  seiner  Bahn  das  Weite  sucht.  Die  Ursache,  welche  das  that- 
sächlich  verhindert,  diese  ist  „das  Räthsel  von  der  Schwerkraft''  {cawa  gravitatis, 
tanto  studio  anquisita,  wie  Euler  sagt).  Wenn  man  nun  als  diese  Ursache  ein 
allgemeines  gegenseitiges  Anziehungsvermögen  der  Materie  hypostasirt  und 
Newton's  Formel  als  Norm  für  die  Wirksamkeit  dieser  Causa  betrachtet,  ist 
letztere  dann  wirklich  „völlig  constant**?  —  Das  allersicherste  Mittel,  dies  zu 

entscheiden,  ist  in  dem  schon  oben  angefahrten  mathematischen  Kriterium  31=0 

gegeben.    Es  ist  aber  4i  =  t^.^,  und  da  y    bei  Newton*s  Gesetz  bekannt- 
^  dt     dr  dt  dr 

lieh  für  jeden  endlichen  Werth  von  r  nicht  gleich  Null  ist,  so  kann  ^^  nur  dann 
gleich  Null  werden,  wenn  jj  gleich  Null,  d.  h.  wenn  die  Bahn  der  betreffenden 

Himmelskörper  ein  Kreis  ist.  Weil  diese  Bedingung  nun  in  unserem  Planeten- 
system thateächlich  nicht  erfüllt  ist,  so  kann  man  der  Massenattraction ,  als 
Ursache  der  Gravitationsphänomene  betrachtet,  das  Attribut  der  „völligen  Con - 
stanz"  nicht  zuschreiben.  Daraus  folgt  aber  dann  von  selbst,  dass  Jeder,  der 
mit  Enler  und  Helmholtz  die  letzten  „unveränderlichen  Ursachen"  der 
Ersckeinungen  aufsuchen  will,  bei  einem  solchen  Attractionsvermögen  der  Materie 
sich  nicht  beruhigen  kann.  —  Auf  die  übrigen  Aeusserungen  Hoppe 's  einzu- 
gehen, ist  natürlich  hier  der  Ort  nicht,  und  es  dürfte  überdies  ziemlich  zwecklos 
sein,  da  Herr  Hoppe  gleich  zu  Anfang  seiner  Besprechung  der  Meinung  Ausdruck 
giebt,  die  ganze  von  mir  behandelte  Frage  sei  gar  keine  „ernst  wissenschaftliche**^ 
sondern  laufe  trotz  des  Vorganges  einiger  sonst  wohlverdienter  Männer  doch  auf 
eine  „Mystification"  hinaus.  —  Obwohl  ich  es  durchaus  nicht  für  uöthig  halte, 
den  „ernst  wissenschaftlichen"  Charakter  des  behandelten  Gegenstandes  durch 
Autoritäten  zu  decken,  so  ist  es  doch  nicht  uninteressant,  aus  der  recht  ansehn- 
lichen Reihe  jener  Männer,  welche  nach  Hoppe  in  der  Gravitationsfrage  zu  den 
Mystificirten  (oder  Myetificirenden?)  gezählt  werden  müssen,  sich  einige  Namen 
Totzufahren.  Dieselbe  umfasst  u.  A.  Newton  selbst,  Huygens,  Euler,  Rie- 
mann,  Thomson,  Secchi  etc.  —  von  einer  Anzahl  lebender  Physiker  zu  schwei- 
gen, die  mir  ihre  Meinung  nach  Herausgabe  meines  Buches  brieflich  mitgetheilt 
haben.  Hat  Herr  Hoppe  diese  ganze  Schaar  auf  einer  „My  stifi  cati  on"  ^PP^'glg 
•0  ist  sein  Verdienst  gross.  *  - y --.-  -y       -- ^^ 

Htotw-lit.  Ablblg.  d.  ZeiMohr.  f.  Math.  n.  Pbyi.  XXYI,  1.  ^ 
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chen  Physikern  sa  Hilfe  genommene  Atomelasticität,  deren  Leistongs- 
fihigkeit  als  Energie -Ersetzerin  eine  anerschöpf  liehe,  deren  actnelle 
Leistung  aber  je  nach  dem  empfangenen  Impuls  eine  variable  sein  soll, 
nach  der  oben  angegebenen  Definition  der  Naturlehre  eine  genügende 
letzte  Basis  für  die  Erklärung  der  Phänomene  abgeben  kann,  ebenso 
wenig  kann  das  Euler's  Aether  auch. 

Undurchdringlichkeit  und  Beharrlichkeit  sind  Instanzen,  welche 
unserm  physikalischen  Causalitätsbedürfniss  Genüge  leisten,  weil  sie  con- 
stante  Eigenschaften  einer  constanten  Wesenheit  bilden,  also  keinen 
Haken  mehr  darbieten,  an  welchen  die  Frage:  „Woher  diese  Verände- 
rung?*' sich  anheften  Hesse.  —  Freilich  ist  damit  jenes  uralte  Geheimniss, 
„was  denn  da,  wo  Materie  sich  befindet,  eigentlich  im  Räume  spnkt*\ 
noch  nicht  gelöst,  aber  mag  man  von  diesem  Geheimniss  auch  halten, 
was  man  immer  will:  sicher  ist,  dass  seine  Enträthselung  nicht  in  die 
Ton  Euler  und  Helmholtz  definirte  Naturlehre  gehört. 

Werfen  wir  zum  Schluss  noch  einen  kurzen  Blick  auf  das  Verhält- 
niss  der  Eni  er*  scheu  Gravitationstheorie  zu  anderen,  früheren  und  spä- 
teren Behandlungen  derselben  Frage,  so  ist  zunächst  auffallend,  dass 
Eni  er  die  Arbeit  von  Huygens  gänzlich  ignorirt.  So  sonderbar  das 
bei  einem  Manne  erschc^^nen  muss,  dem  bei  seinem  langjährigen  Aufent- 
halt in  Berlin  und  Petersburg  gewiss  alle  literarischen  Hilfsmittel  in 
Gebote  standen,  so  ist  es  doch  noch  befremdender,  dass  er  sogar  die 
optischen  Arbeiten  von  Huygens,  sehr  zum  Schaden  seiner  eigenen 
Optik,  ganz  ausser  Acht  gelassen  hat. 

In  der  Optik,  wie  in  der  Gravitationsfrage  sind  Euler  und  Hnv- 
gens  bei  vielen  Abweichungen  im  Einzelnen  doch  in  der  Hauptsache 
Bundesgenossen  gewesen  gegen  die  dominirenden  Theorien  der  Eng- 
länder. Hätte  der  jüngere  Mann  sich  dem  älteren,  statt  ihn  und  seine 
Leistungen  zu  ignoriren,  enger  angeschlossen,  so  würde  ohne  Zweifel 
der  Sieg  viel  rascher  zu  ihren  Gunsten  entschieden  worden  sein. 

Der  nächste  Nachfolger  Euler*s  warLesage,  er  schaffte  den  flös- 
sigen, expansiven  Aether  ab  und  ersetzte  ihn  durch  eine  atomistisch 
constituirte,  bewegte  Materie.  Aber  auch  Lesage's  Theorie  wurde  ver- 
gessen, sie  tauchte  unter  in  dem  Meere  des  Alles  beherrschenden  6Uq- 
bens  an  die  allgemeine  Massenattraction.  Erst  in  neuerer  Zeit  ist  sie, 
und  zwar  merkwürdigerweise  gerade  von  Engländern  —  nämlich  von 
W.Thomson  und  S.  Tolver  Preston  —  wieder  hervorgeholt  und  in 
organischen  Zusammenhang  mit  der  kinetischen  Gastheorie  gesetzt  wor- 
den, nachdem  kurz  vorher  Schramm  unabhängig  von  Lesage  aaf 
Grund  der  erwähnten  Gastheorie  seine  Gravitationslehre  selbstständig 
entwickelt  hatte.  Ueberhaupt  ist  nicht  zu  leugnen,  dass  die  glänzenden 
Besultate  der  kinetischen  Untersuchungen  von  Krönig  und  Gl  auslas 


Der  Briefwechsel  zwischen  Oaass  und  Sophie  Germai n.  19 


auch  der  Aetherlehre  und  damit  zugleich  der  kinetischen  Oravitations- 
theorie  nenen  Lebensodem  eingehaucht  haben. 

Dieses  lange  verlassene  Feld  ist  in  den  letzten  Jahren  wieder  von 
Neuem  cultivirt  und  zum  Schauplatz  einer  regen  ThStigkeit  geworden, 
über  die  ich  im  ersten  Theile  meines  obenerwähnten  Buches  einen  Ueber- 
blick  zu  geben  versucht  habe.  Ich  muss  es  bedauern,  dass  mir  vor 
Herausgabe  desselben  die  fast  gttnzlich  verschollenen  Arbeiten  Euler*s 
ttber  die  Gravitation  unbekannt  geblieben  waren;  erst  die  Abhandlung 
von  Dr.  Cherbuliez  hat  meine  Aufmerksamkeit  auf  dieselben  gerichtet. 
Da  erkannte  ich  denn  bald  mit  Ueberraschung,  dass  nicht  allein  mancher 
meiner  Schritte  genau  in  Euler's  Fusstapfen  gefallen  war,  sondern  auch, 
dass  ich  gerade  an  dem  Punkte  weiter  gearbeitet  hatte,  wo  der  von 
Euler  für  seine  Nachfolger  aufgepflanzte  Wegweiser  stand:  „dass  man 
die  Ursache  ergründe,  warum  die  Kraft  des  Aethers  von 
jedem  gravi  tiren  den  Körper  vermindert  werde,  daraufkommt 
Alles  an''. 

Crefeld,  10.  Februar  1880. 


Der  Briefwechsel  zwischen  Oaass  vnd  Sophie  Oermain. 

Von 

Dr.  Siegmund  Günther, 


Gymnasialprofessor  in  Ansbach. 


Dass  für  die  richtige  Erkenntniss  der  Leistungen  hervorragender 
Geister  deren  briefliche  Mittheilungen  kaum  mindere  Wichtigkeit  besitzen, 
als  gedruckte  Werke,  dürfte  heutzutage  wohl  allgemein  zugestanden 
werden,  und  eine  stattliche  Reibe  von  Publicationen  bewegt  sich  neuer- 
dings auch  in  dieser  Richtung.  Mathematiker  von  der  Art  eines  Eni  er, 
die  es  lieben,  dem  Leser  einen  unmittelbaren  Einblick  in  die  Art  ihrer 
Oeistesarbeit  zu  verstatten  und  ihm  die  einzelnen  Schritte  klarzulegen, 
welche  sie  zu  ihren  grossen  Entdeckungen  geführt  haben ,  werden  stets 
leichter  verstanden  werden,  als  solche,  die,  wie  Newton  und  Gauss, 
durch  eine  streng  synthetische  Darstellung  a  posteriori  ihren  ursprüng- 
lichen, vielleicht  mehr  inductiven  Gedankengang  verhüllen.  Ein  Brief- 
wechsel von  Gauss  wird  also  stets  das  höchste  Interesse  bieten.  Was 
die  seit  längerer  Zeit  bekannte  umfängliche  Correspondenz  mit  Schu- 
macher anbetrifft,  so  ist  dieselbe  für  die  astronomische  Zeitgeschichte 
allerdings  von  grosser  Wichtigkeit,  und  auch  die  Mathematik  geht  durch- 
aus nicht  leer  aus;  allein  auf  diesem  Gebiete  stand  der  eine  der  beiden 
Briefsteller    so    wenig    dem    andern    gleich,    dass   gerade   für  den   oben 
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angedeuteten  Zweck  den  stattHcben  drei  Bänden  nicht  allsaviel  zu  ent- 
nehmen ist.  Enneper  hat  erst  kürzlich  in  dieser  Zeitschrift  (25  Jahrg., 
hist.-literar.  Abth.  S.  96  flgg.)  einige  drastische  Belege  hierfür  beigebracht. 
Gerade  für  die  jugendliche  Periode  des  grossen  Forschers  fehlte  es  voll- 
ständig an  Hilfsmitteln  dieser  Art;  wusste  man  doch,  dass  damals  Gauss, 
der  nach  HankeTs  Ausspruch  „auf  einsamer  Höhe'*  stand,  so  gut  wie 
gar  keine  Beziehungen  zu  seinen  eigentlichen  Fachgenossen  hatte  und 
so  ziemlich  von  Niemandem  sein  Streben  verstanden  und  gewürdigt  sah. 
Um  so  mehr  Theilnahme  musste  es  erregen,  als  Schering  im  Jahre 
1877,  gelegentlich  der  Centennalfeier,  ein  Schreiben  von  Sophie  Ger- 
main an  Gauss  bekannt  gab,  welches  selbst  wieder  nur  als  Bruchstück 
einer  umfassenderen  Correspondenz  sich  darstellte.  Fünf  Briefe  aus  der- 
selben besitzt  die  königl.  Gesellschaft  zu  Göttingen,  dagegen  war  von 
Antworten  aus  Gauss*  Feder  durchaus  Nichts  bekannt,  und  selbst  die 
Pariser  Akademie  vermochte,  wie  wir  einer  Notiz  von  Schering*  ent- 
nehmen, die  über  diesem  Bestandtheil  des  Schriftwechsels  schwebende 
Dunkelheit  nicht  aufzuklären.  Fürst  Boncompagni  in  Rom  dagegen, 
der  schon  so  manchen  kostbaren  Fund  gemacht  und  für  die  Wissenschaft 
verwerthet  bat,  war  so  glücklich,  einen  unter'm  30.  April  1807  von 
Gauss  an  Mlle.  Germain  abgefertigten  Brief  ans  Licht  zu  ziehen.  Er 
erstand  ihn  am  2.  December  1878  nebst  anderen  Antographen  von  dem 
Mailänder  Ingenieur  Thomas  Montanari  und  Hess  es  sich  angelegen 
sein,  ihn  durch  äusserst  gelungene  Reproduction  einem  grösseren  Kreise 
zugänglich  zu  machen**.  Ganz  das  Gleiche  geschah  einige  Monate  später 
mit  den  fünf  erwähnten,  zu  Göttingen  aufbewahrten  Origiualbriefen**^ 
und  so  haben  wir  denn,  dank  der  Liberalität  des  hochverdienten  römi- 
schen Gelehrten ,  die  ganze  Correspondenz ,  soweit  sie  sich  vorerst  über- 
sehen lässt,  zu  unserer  Verfügung.  Unser  Bericht  wird  nicht  die  chro- 
nologische Folge  der  Publicationen ,  wohl  aber  jene  der  Briefe  selbst 
einhalten,  denn  da  mit  Gauss*  Entgegnung  der  Verkehr  so  ziemlich 
geschlossen  ist  und  nur  noch  ein  einziges  Schreiben  von  Sophie  6er- 
main  nach  jenem  Termin  geschrieben  ward,  so  glauben  wir  lediglich  anf 
diese  Weise  die  wünschenswerthe  Uebersichtlichkeit  erzielen  zu  können. 
Der  erste  Brief,  vom  21.  November  1806  datirt,  trägt  die  Unter- 
schrift: ,,voire  ires  humble  sermleur  eures  assidu  lecieur  Le  Blanc^\:  dieses 


*  E.  Schering,  Bemerkungen  über  Gauss' Brief  vom  30.  April  1807  an  Sophie 
Germain,  Nachrichten  von  der  königl.  Gesellschaft  zu  Göttingen,  Nr.  16. 

**  Lettera  inedita  di  Carlo  Federico  Gauss  ä  Sofia  Gemmin  pübbUicata  da  B. 
Boncompagni.  Firenze.  Caicografia  eAutografiaAckille Paris.  MDCCCLXXIX. 

•**  Cinq  lettres  de  Sophie  Germain  ä  Charles -Frideric  Gauss  publiees  par 
B.  Boncompagni  d*aprhs  les  originaux  possed4s  par  la  social  roydt  des 
sciences  de  GoetHngen.  Berlin,  Institut  de  photolithographie  des  Frires  Bürt^iard. 
MDCCCLXXX.  - y  --  y  -^ -  -f^-- 
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Pseadonym  wählte  die  Dame  aus  einem,  wie  sich  später  zeigen  wird, 
ihre  Bescheidenheit  ehrenden  Grunde.  Der  weitaus  überwiegende  Theil 
des  Inhalts  ist  angefüllt  mit  Betrachtungen  über  die  ,yDisquisHiones  Arith- 
meiicae*\  welche  der  Briefsteller  mit  wahrer  Inbrunst  studirt,  ohne  frei- 
lich, wie  er  klagt,  sein  Auffassungsvermögen  mit  seiner  Lern begier  stets 
auf  gleicher  Höhe  erhalten  zu  können.  Zuerst  ist  die  Rede  von  der 
Gleichung  * 

X  — 1 

welche  selbst  dann  noch  richtig  bleiben  soll,  wenn  linker  Hand  u  durch 
die  Potenz  u'  {u  Primzahl,  s  beliebige  ganze  Zahl)  ersetzt  werde.  Zwei 
Beweise  dieses  verallgemeinerten  Lehrsatzes  befanden  sich  bei  dem  Briefe, 
scheinen  jedoch  nicht  mehr  vorhanden  zu  sein. 

Demselben  Artikel  der  „ Disquisitiones '^  glaubt  Le  Blanc  einen 
Beweis  für  die  Bichtigkeit  des  F er mat* sehen  Lehrsatzes  entnehmen  zu 
können,  welchem  zufolge  die  Identität 

fflr  keinen  ganzzahligen  Exponenten  A^3  durch  ganze  Zahlen  befriedigt 
werden  kann;  wenigstens  würde  dieser  Beweis  für  alle  it=(8^  +  7)  — 1 
gelten,  wofern  die  in  Klammern  stehende  Zahl  eine  Primzahl  wäre.  Eine 
weitere  wichtige  Anwendung  gestattet  die  obige  Gleichung,  wenn  es  sich 
um  die  von  Lagrange  nicht  gelöste  Aufgabe  handelt,  den  Ausdruck 
A  =  jio _  11  (58  _  4^^«  +  7,4^ _  95«;,6  +  ^y% 

auf  die  Form  {f^Wu^)  zu  bringen;  mit  Hilfe  jener  findet  sich  nämlich 

leicht** 

^  =  (56  -  11  sr^f  -  11  («^  -  3««r»;-  r^)r\ 

Schliesslich  wird  noch  gezeigt,  dass  und  wie  aus  obiger  Gleichung 
eine  zweite  herzuleiten  sei,  in  welcher  zur  Linken  Pluszeichen  statt  der 
Minuszeichen  stehen.  Eine  etwaige  Erwiderung  soll  an  Herrn  Silvestre 
de  Sacj  in  Paris  gerichtet  werden;  dieser  berühmte  Orientalist  hatte 
nämlich  die  Rolle  des  Vermittlers  übernommen. 

Auch  der  zweite  Brief  (21.  Juli  1805)  ist  theilweise  der  Zahlen- 
theorie gewidmet;  Le  Blanc  knüpft  au  das  von  Gauss  nur  angedeutete 
Theorem   an,   dass  eine  temäre  Form,   deren  „ Determinante'****  Null, 


*  Vergl.  betreffs  dieser  Relation  auch  die  bedeutenden  Arbeiten  von  Gauss* 
Lieblingsschüler  y.  Staudt  (Borchardt*8  Journal,  67.  Bd.)  und  von  Zolotareff 
(Nouvelles  Ann.  de  MaiMm.,  2.  sSr,  XI.  Bd.). 

**  Statt  dieses  Ausdruckes  ist  S.  7  Z.  4  v.  o.  der  Photolithographie  irrthümlich 
(«5  -  llsO«  - 11  (s*  -  3««r«  -  r*)« 
geschrieben.    Ibid.  Z.  2  v.  0.  ist  statt  1115  +  6  vielmehr  (115  +  6)  zu  lesen. 

•*»  S.  Germain  schreibt,  wie  wir,  „däerminante*',  wahrend  Gauss  stets  an     , 
■einer  masculinen  Form  festgehalten  hat.  ^^yu^^u^y  — OOQ IC 
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einer  binären  Form  äquivalent  sei.  Den  zweiten  Tbeil  des  grossen  Werkes, 
so  fährt  er  fort,  erwarte  er  mit  Sehnsucht  und  bedanre,  dass  derselbe 
vorläufig  noch  nicht  erscheinen  könne.  Es  scheint,  dass  Gauss  daran 
gedacht  hatte,  betreffs  dieser  Fortsetzung  mit  einer  französischen  Yerlags- 
firma  in  Verbindung  zu  treten,  denn  sein  Correspondent  benachrichtigt 
ihn,  dass  der  Buchhändler  Duprat,  über  dessen  Verhältnisse  er  Erkun- 
digungen einzog,  fallirt  habe.  LeBlanc  wendet  sich  dann  zu  Gauss* 
astronomischen  Studien ,  welche  gewiss  wesentlich  auf  die  Erfindung  neuer 
Methoden  gerichtet  seien,  und  giebt  eine  ziemlich  detaillirte  Inbalts- 
anzeige  von  dem  unlängst  erschienenen,  für  Gauss  also  wohl  noch  neuen 
vierten  Bande  der  jjMecanigue  celesie^^  Auch  über  Legendre^s  Bahn 
bestimmung  der  Cometen  theilt  er  Einiges  mit.  Derselbe  gehe  auch  von 
der  Gleichung  .«=  fi._2Äpco5o  +  p« 

aus,  wo  R  die  Entfernung  der  Erde  von  der  Sonne,  r  und  ^  diejenige 
des  Cometen  von  der  Sonne  und  von  der  Erde,  c  endlich  den  von  den 
Gesichtslinien  an  der  Erde  eingescblossonen  Winkel  bedeutet,  und  komme 
für  ry>  B  im  Ganzen  auf  Lagrange' s  früheres  Verfahren  zurück;  fOr 
den  Fall  r^R  dagegen  gelange  er  Lagrange  gegenüber  dadurch  zu 
beträchtlichen  Vereinfachungen,  dass  er  der  Gleichung  die  Form 
r*  =  R^  sin^c  +  {r'^R  cos  c)* 

ertheile.  Hiervon  werde  dann  eine  Anwendung  auf  die  Cometen  von 
1769  und  1781  gemacht. 

Unterem  16.  November  1805  erstattet  Le  Blanc  seinen  Dank  f&r 
die  Zusendung  einer  Gauss' sehen  Abhandlung;  welche  dies  war,  sind 
wir  leider  nicht  in  der  Lage  festzustellen.  Eine  interessante  wissen* 
schaftliche  Bemerkung  bezieht  sich  ferner  auf  die  Determinanten  der 
adjungirten  Formen.  Besteht  die  ursprüngliche  Form,  deren  Determi- 
nante D  ist,  aus  n.  Variablen,  so  soll  nach  einem,  allerdings  Mos  vor- 
läufigen Analogieschlüsse  die  Determinante  der  adjungirten  Form  den 
Werth  D'*—^  besitzen.  Bekanntlich  hat  dieser,  hier  blos  geahnte  8ats 
eine  weit  allgemeinere  Geltung,  indem  er  nicht  blos  für  die  von  Gans« 
als  „  Determinanten  *^  bezeichneten  Discriminanten ,  sondern  überhaupt  für 
air  jene  combinatorischen  Aggregate  richtig  ist,  welche  wir  gegenwärtig 
„Determinanten^*  nennen.  Der  Schluss  des  Briefes  ist  geschäftlicher 
Natur  und  bestätigt,  dass  die  Verhältnisse  des  Verlegers  Duprat,  so 
welchen  Gauss  aus  erwähnten  Gründen  lebhaften  Antheil  genommen  in 
haben  scheint,  in  der  That  sehr  verworrene  und  hoffnungslose  seien. 

Nach  zwei  Jahren  erst  (20.  Februar  1807)  folgt  ein  vierter,  diesmal 
jedoch  nur  ganz  kurzer  Brief,  welcher  mit  dem  Incognito  der  Schreiberio 
bricht  und  den  Adressaten  über  den  wahren  Sachverhalt  aufzuklären 
bestimmt  ist.  Veranlasst  wurde  sie  zu  diesem  Schritte  durch  eine  Reihe 
von  Vorgängen ,  welche  wir  uns  aus  den  kurzen  Andeutungen  dieses  und 
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des  gleich  nachher  zu  besprechenden  Schreibens  von  Ganss  so  ziemlich 
recoDstrniren  können.     Land  und  Stadt  Braunschweig  litten  damals  unter 
den  Folgen   eines  unglücklichen  Feldzages;  Sophie   Germain    wnsste 
!       dies  nnd  fürchtete  für  den  von  ihr  verehrten  Brannschweiger  Gelehrten. 
!       Sie  benützte   demgemäss   ihre  Bekanntschaft  mit  einem   der  Führer  der 
Occnpationsarmee ,  dem  General  Pernetty,  nnd  bat  denselben,  sich  bei 
Torkommender  Gelegenheit   für   Ganss   zu  verwenden.     Das   that  Per- 
netty  denn  auch,  allein  der  hohe  patriotische  Stolz,  welcher  den  deut- 
seben Mann  beseelte  und  ihn,  wie  wir  anderweit  wissen,  jedwede  Gunst- 
bezeigung  des    französischen  Gouvernements  ablehnen  Hess,   verhinderte 
ihn,  von   den   ihm  angetragenen  guten  Diensten  des  Generals  Gebrauch 
ZQ   machen«     Natürlich    aber  nannte   nun   Letzterer   den   Namen   seiner 
Auftraggeberin  und  diese  gerieth  so  in  die  Lage,  ihrem  Correspon deuten 
I       mittheilen  zu  müssen,  dass  die  ihm  unbekannte  Sophie  Germain  mit 
I       seinem   alten   Freunde  Le  Blanc   identisch   sei.*     Sie  habe,   meint  sie, 
I       den  lächerlichen  Eindruck  gefürchtet,  welcher  sich  gewöhnlich  mit  einer 
I       „femme    savanie^^    verbinde,    und    deshalb    einen    fremden    Namen    vor^ 
j       geschützt;  jetzt  giebt  sie  ihre  wirkliche  Adresse  an  und  giebt  ihrer  Freude 
I       darüber  Ausdruck,   dass  die  Schrecknisse  des  Krieges  den  Fortgang  der 
I       von  ihr  mit  Recht  so  hoch  gestellten  Untersuchungen  auf  dem  Gebiete 
I       der  ,, Arithmelique  sublime^*^  nicht  aufzuhalten  vermocht  hätten.*'*' 
I  Dieser  Brief  musste  natürlich  eine  rasche  Antwort  hervorrufen;   sie 

ist  es,  die  uns  (s.  o.)   durch  Fürst  Boncompagni's  Findertalent  auf- 
behalten  ist.     Geschrieben   ward  sie  am  30.  April  1807,  also  blos  neun 
Wochen  nach  Abgang  des  ersten  Schreibens;  dies  ist  für  die  damaligen, 
durch  die  Kriegführung  noch  erheblich  verschlechterten  Yerkehrsverhält- 
nisse  gewiss  kein  langer  Zwischenraum.     Und  diese  Eile  ist  begreiflich, 
denn  man  sieht  es  dem  Briefe  an,  dass  Gauss  lebhafte  Sympathien  für 
^  seinen  Correspondenten  hegte,  der  sich  ihm  jetzt  in  so  ganz  unerwarteter 
Gestalt  darstellte.     So  lässt  er  es  denn  auch,  seinen  sonstigen  Gepflogen- 
heiten zuwider,  an  Complimenten  für  die  wissbegierige  Dame  nicht  fehlen. 
War  dies  doch,  wie  auch  Schering  hervorhebt,  das  erste  Zeichen  war- 
men und  wahren  Verständnisses  für  seinen  Ideengang,  das  ihm  hier  ent- 
gegentrat, und  ging  doch  aus  alP  den  sachlichen  Bemerkungen  der  Briefe 
;       hervor,  dass  sein  Werk  nicht  blos  bewundernd  angestaunt,  sondern  auch 
i       durchdrungen,  in  einzelnen  Punkten  sogar  durch  kleine  Verbesserungen 


*  S.  Germain  hatte  zu  jener  Zeit  noch  Nichts  im  Druck  erscheinen  lassen; 
vielmehr  geschah  dies  erst  viel  später,  im  Jahre  1816,  nachdem  sie  die  von  der 
Pariser  Akademie  gestellte  Preisfrage  über  die  Schwingungen  elastischer  Platten 
gelöst  hatte. 

**  Auch  diesem  Briefe  war,  anscheinend  auf  besonderem  Blatte,  eine  Note 
rein  wissenschaftlichen  Inhalts  beigelegt,  deren  Verlust  wir  um  so  mehr  bedauern 
möfcsen,  als  sich  Gauss  in  seiner  Entgegnung  darauf  bezieht      DigitizedbyGoOQlc 
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yervollkommiiet  war.  Freilieb  liebte  es  Fräulein  Germain,  ein  wenig 
rasch  zu  generalisiren  und  Theoreme  aufzustellen,  die  vor  einer  strengen 
Kritik  nicht  Stand  halten  konnten.  Sie  in  dieser  Beziehung  zu  corrigiren, 
war  nunmehr  Gauss'  Aufgabe,  und  er  entledigte  sich  ihrer  in  der  scho- 
nendsten Weise.  Da  seine  bezüglichen  Erklärungen  auch  jetzt  noch 
unsere  Aufmerksamkeit  erregen,  so  erlauben  wir  uns,  etwas  ausführlicher 
dabei  zu  verweilen. 

In  der  oberwähnten  abhanden  gekommenen  Beilage  zum  vierten  Briefe 
hatte  S.  Germain  es  anscheinend  als  wahrscheinlich  hingestellt,  dass, 
wenn  die  Summe  der  n^^^  Potenzen  zweier  Zahlen  in  der  Form  {h^+nf^ 
dargestellt  werden  könne,  ein  Gleiches  auch  für  die  Zahlen  selbst  gelte. 
Gauss  erinnert  zuerst  daran,  dass  zwar  15^^  + 8^^=  1^95826'+ 11 
X74539P  sei,  dass  dagegen  die  Summe  15  +  8  =  23  nicht  auf  die  Form 
(x^  +  lly*)  zu  bringen  sei.  Einem  zweiten  Apercu  der  Briefstellerin 
zufolge  müsste,  wenn  ein  Factor  der  Form  (^^  +  nz'),  wo  h  eine  Prim- 
zahl, durch  das  Symbol  (1,  0,  n)  ausdrückbar  wäre,  der  andere  von  der 
nämlichen  Form  sein.  Auch  hier  wird  an  einem  Zahlenbeispiel  die  Un- 
richtigkeit der  Yermuthung  nachgewiesen,  ausserdem  aber  durch  eine 
strenge  Analyse  des  angeblichen  Beweises  aufgezeigt,  dass  und  wo  in 
demselben  ein  Fehlschluss  steckt.  Alsdann  geht  Gauss  zu  seiner  eigent- 
lichen Lieblingsbeschäftigung,  derjenigen  mit  der  höheren  Arithmetik, 
über,  von  welcher  ihn  astronomische  Arbeiten  —  ein  Zoll  der  Dankbar* 
keit  gegen  seinen  unglücklichen  Herzog  —  ganz  wider  Willen  abgezogen 
hätten.  Seine  Eröffnungen  verdienen  besonders  um  deswillen  beachtet 
zu  werd'en,  weil  sie  uns  einen  Einblick  in  die  bisher  nur  mangelbsft 
bekannte  Chronologie  der  Gauss* sehen  Arbeiten  verstatten.*  Eine  voll- 
ständige Uebersicht  über  seine  neuen  Errungenschaften  will  er  übrigens 
nicht  geben,  sondern  nur  zur  Probe  einige  Lehrsätze  im  Enonc6  „9»i 
pourra  servir  (Tun  pelit  echanliilon'\ 

Diese  beiden  Lehrsätze  sind  folgende:  Ist  p  eine  Primzahl  (3»-fl)i 
so  ist  +  2  ein  kubischer  Rest  oder  Nichtrest  von  p,  je  nachdem  p  oder 
aber  4p  auf  die  Form  {x^  +  27^*)  gebracht  werden  kann ;  bt  p  eine 
Primzahl  (8«+l),  so  ist  p  ein  biquadratischer  Rest  oder  Nichtrest  von 
Py  je  nachdem  p  die  Form  {x^  +  24y*)  annehmen  kann  oder  nicht.    M^n 


*  Schering  (a.  a.  0.  S.  384)  sagt  darüber:  „Durch  diese  Angabe  wird  der 
Zeitpunkt  ftir  die  darin  genannten  Entdeckungen  viel  genauer  festgesetst,  als  es 
durch  die  Veröffentlichungen  und  durch  die  handschrifblicheD  Aufzeichnungen  von 
Gauss  bisher  geschehen  konnte.  Es  war  nicht  möglich,  mehr  über  die  Zeit  jener 
Entdeckungen  mit  Bestimmtheit  zu  sagen,  als  dass  einige  Lehrsätze  aus  seiner 
Theorie  der  biquadratischen  Reste  vor  der  Ausarbeitung  der  Theoria  tnctus  cor- 
porum  coelestium  niedergeschrieben  seien,  wie  ich  dieses  ausführlicher  in  den 
Bemerkungen  S.  375  des  II.  Bandes  meiner  Redaction  von  Gauss'  Werken  an- 
gegeben habe."  Digitized  by  GoOgk 
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erkennt  hier  bereits  die  Keime  jener  berühmten  Theorie,  welche  in  den 
Jahren  181J7  nnd  1831  die  Gelehrtenwelt  als  ein  geschlossenes  System 
überraschte.  Auch  ein  Satz  von  den  quadratischen  Resten  wird  der 
Freundin  znm  Beweise  vorgelegt.  Nebenbei  berichtigt  Gaass  einen  von 
ihm  in  den  „Disquisitiones**  begangenen  Schlnssfehler;  er  konnte  freilich 
sicher  sein,  dass  derselbe  ohne  diese  seine  Correctnr  noch  fUr  lange  nn- 
anfgefunden  geblieben  wäre. 

Einige  Sohlussworte  beschäftigen  sich  mit  den  zur  Zeit  gerade  vor- 
liegenden Untersuchnngen  über  astronomische  Gegenstände.  G  a  n  s  s  hatte 
soeben  die  Bahnbestimmung  des  neuen  Planetoiden  (Yesta)  vollendet  und 
giebt  die  numerischen  Werthe  für  einige  Elemente  an.  Da  der  neue 
Himmelskörper  viel  heller  sei,  als  die  drei  älteren  Asteroiden'^,  so  dürfe 
man  darauf  hoffen ,  ältere  Beobachtungen  desselben  in  den  Sternverzeich- 
nissen von  Lalande  und  vielleicht  sogar  von  Flamsteed  anzutreffen. 
Ein  grösseres  selbstständiges  Werk  über  Bahnbestimmung  sei  im  Manu- 
Script  bereits  fertig,  da  es  aber  deutsch  geschrieben  sei,  so  halte  es 
schwer,  einen  Verleger  dafür  zu  gewinnen.  Unterzeichnet  ist  dieser  Brief: 
„Brunsvic  ce  30  j4pril  (sie)  1807,  jour  de  ma  naissance,  Voire  plus  sincere 
Admirateur  Chr.  Fr,  Gauss»^^ 

Mit  S.  Germain's  Antwortschreiben  vom  27.  Juni  1807  schliesst, 
wie  bereits  erwähnt,  die  Sammlung  ab.  Sie  erkennt  Gauss*  Richtig- 
stellung ihrer  Hypothesen  bereitwillig  und  mit  Dank  an.  Um  so  höher 
wisse  sie  auch  den  Werth  der  ihr  in  aphoristischer  Form  mitgetheilten 
Lehrsätze  zu  schätzen,  da  sie  selbst  sich  schon  längst  bemüht  habe,  die 
Reste  von  höheren  Potenzen,  als  von  der  zweiten  zu  studiren.  Sehr 
weit  vorzudringen,  sei  ihr  freilich  nicht  gelungen,  indess  habe  sie  doch 
einige  isolirte  Theoreme  gefunden,  welche  sie  sich  dem  competentesten 
Benrtheiler  zu  unterbreiten  erlaube.  Näher  auf  dieselben  einzugehen, 
müsste  einem  besondern  Aufsatze  vorbehalten  bleiben;  jedenfalls  bekun- 
den die  Sätze  die  ungewöhnlich  grosse  Vertrautheit  der  Verfasserin  mit 
den  durch  Gauss  in  die  Zahlentheorie  eingeführten  Methoden.  — 

Wir  sind  mit  unserem  Referat  zu  Ende.  Ein  künftiger  Historiker, 
der  die  Geschichte  der  Mathematik  im  beginnenden  19.  Jahrhundert  zu 
seinem  Specialstudium  macht,  wird  aus  dem  Briefwechsel  Gauss-Ger- 
main  die  werthvollsten  Anregungen  schöpfen.  Aber  auch  jeder  Leser 
dieses  Berichtes,  der  mehr  nur  an  den  Schicksalen  der  beiden  handeln- 
den Personen  Antheil  nimmt,  wird,  so  hoffen  wir,  mit  uns  der  stets 
opferbereiten  Mühwaltung  des  hochverdienten  Mannes  Dank  wiesen,  wel- 
cher diese   wichtigen  Documente  dem  Staube  der  Archive  entrissen  hat. 

*  Dies  hat  seine  Richtigkeit,  denn  man  weiss  jetzt,  dass  Yesta  unter  allen 
kleinen  Planeten  den  grössten  DurchmeBser  hat  und  unter  besonders  günstigen 
Umständen  selbst  dem  unbewaffneten  Auge  sichtbar  werden  kann.  r^ i 

. ,  tized  by  L-oqgle 
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//  Carteggio  di  Sofia  Germain  e  Carlo  Federico  Gauss,  Nota  di 
A.  Genocchi,  TorinOj  Stamperia  reale  della  diita  G.  B.  Paravia  e 
Comp,  di  J.  Vigliardi.     1880.     16  8. 

Im  Anscblnss  an  nnsern  eigenen  Anfsatz  über  den  vorstehend  ge- 
nannten Briefwechsel  möchten  wir  auch  noch  auf  den  denselben  Gegen- 
stand eingehend  behandelnden  E88a7  von  Herrn  Angelo  Genocchi 
hinweisen.  Abgesehen  von  einer  genanen  nnd  lehrreichen  Inhaltsangabe 
enthält  letzterer  anch  interessante  eigene  Bemerkungen.  So  hat  der  Ver- 
fasser z.  B.,  nnterstützt  durch  den  Hüter  des  Ganss'scben  Nachlasses, 
Herrn  E.  Schering,  den  Beweis  zu  dem  von  Gauss  angedeuteten  Spe- 
cialfalle des  Ferma tischen  Lehrsatzes,  ar^  +  y''^^"  betreffend,  ein- 
gesehen und  als  unzureichend  erkannt.  Er  bemerkt  ferner,  dass  eines 
der  im  Briefe  vom  20.  Februar  1807  eothaltenen  Aphorismen  das  gewöhn- 
lich als  „Gau  SS*  seh  es  Lemma  ^'  bezeichnete  nnd  von  Schering  1876 
verallgemeinerte  Theorem  betrifft,  welches  beim  Beweise  des  Reciproci- 
tätsgesetzes  eine  Rolle  spielt.  Weiter  wird  auf  Sophie  Germain^s 
spätere  zahlentheoretische  Studien  aufmerksam  gemacht,  deren  ein  Le- 
gen dre  ehrende  Erwähnung  thun  durfte.  An  einer  Reihe  merkwürdiger 
historischer  Beispiele  zeigt  der  Verfasser  ferner,  wie  leicht  auf  diesem 
Gebiete  selbst  grosse  Geister  in  Irrthümer  verfallen,  so  z.  B.  Fermat 
und  Eni  er.  Schliesslich  erinnert  Genocchi  daran,  dass  wenigstens  in 
Frankreich  die  „Disquisitiones"  eine  günstige  Aufnahme  bei  Männern 
wie  Laplace,  Lacroix,  Legendre  und  Lagrange  fanden,  welch' 
Letzterer  speciell  der  Gauss* sehen  Behandlung  der  binomischen  Gleich- 
ungen Worte  warmer  Anerkennung  zollt  (Mathem.  Werke,  herausgegeben 
von  Grelle,  3.  Bd.,  S.  497).  Anhangsweise  ist  das  von  Gauss  im 
Jahre  1833  an  die  Turiner  Akademie  bei  seiner  Ernennung  zum  aus- 
wärtigen Mitglied e  gerichtete  Dankschreiben  abgedruckt  worden. 

Ansbach.  Dr.  S.  Gümthbb. 

Elemente  der  analytischen  Geometrie  der  Ebene  zum  Gebrauche  in  den 
oberen  Classen  der  Mittelschulen  und  anderen  höheren  Lehranstal- 
ten ,  sowie  zum  Selbstunterricht  verf.  von  Dr.  Andreab  Wbbtscijko. 
Brunn  1880,  bei  Carl  Winiker.     94  8.     DigifeedbyGoOgk 
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Die  Bestimmang,  welche  der  Verfasser  seinem  Büchlein  in  dem  etwas 
Tolltönenden  Titel  anweist,  steht  in  einigem  Widerspruche  zn  den  wesent- 
lich bescheideneren  Worten  der  Vorrede,  es  sei  in  erster  Reihe  ein  Schul- 
buch, welches  der  Oeffentlichkeit  übergeben  werde,  „mit  Ausscheidung 
alles  überflüssigen  gelehrten  Apparates",  und  es  sei  der  Lehrstoff  dem- 
gemäss  nur  in  jenem  Umfange  aufgenommen,  in  welchem  er  in  der 
gegebenen  Zeit  wirklich  absolyirt  werden  könne  und  wie  es  der  vor- 
geschriebene Lehrplan  verlange.  In  dieser  Beschränkung  mag  die  kleine 
Schrift  sich  sweckmässig  erweisen,  wenn  sie  auch  von*  der  bereits  über- 
grossen Zahl  ähnlicher  Schriften  nicht  so  bedeutende  Unterscheidungs- 
merkmale besitzt,  dass  die  Frage  nach  der , Berechtigung  ihres  Erschei- 
nens unbedingt  bejaht  werden  müsste.  Zweierlei  können  wir  lobend 
hervorheben.  Erstlich  die  zahlreichen,  meistens  rationale  Ergebnisse 
liefernden  Zahlenbeispiele;  zweitens  die  Betonung  der  doppelten  Erfor- 
demiss  eines  geometrischen  Ortes,  dass  alle  seine  Punkte  und  nur  seine 
Punkte  gegebenen  Bedingungen  genügen.  Auf  S.  27,  55,  70  ist  davon 
für  die  Gleichung  der  Parabel,  der  Ellipse,  der  Hyperbel  die  nöthige 
Beweisführung  angedeutet;  bei  der  geraden  Linie  dagegen  vermissen  wir 
8.  9  diese  Ergänzung.  Wir  vermissen  femer  als  unentbehrlich  auf  S.  43 
die  Bemerkung,  beziehungsweise  den  analytischen  Beweis  dafür,  dass  drei 
Punkte  eine  Kreislinie  nur  dann  bestimmen  können,  wenn  sie  nicht  in 
gerader  Linie  liegen.  Ob  Eleganz  der  Formeln  nach  der  Ansicht  des 
Verfassers  zu  dem  „überflüssigen  gelehrten  Apparate"  gehört?    Fast  will 

e.  .0  scheinen,  wenn  man  aaf  8.24  ^^^.(^«-y.)-'^«^».-^'^"'''^'"-^. 

auf  8.  48  Vi  =  ±  5-  y(<'+r  +  ^){a  +  r  —  (f)((f  +  a  —  r)((f  —  a  +  r)  liest  mit 

scheinbar  absichtlicher  Vermeidung  der  dem  Gedächtnisse  sich  weit  leichter 
einprägenden  symmetrischen  Anordnungen.  Den  Namem  Berührungs- 
Hnien  für  Tangentenlinie,  Normallinie,  Subtangente  und  Subnormale 
gemeinsam  zu  gebrauchen  (S.  27),  bildet  gleichfalls  eine,  wie  uns  scheint, 
nicht  ganz  berechtigte  Eigenthümlichkeit.  Camtob 


La  Philosophie  scientifique.    Science,  arl  et philosophie,    Mathematiques, 
Sciences  physiques  ei  naturelles,  seien c es  sociales,  art  de  la  guerre  par 
H,  Gir^rd,  capitaine  en  pr emier  du  genie,  oncien  professeur  de  mathe- 
matiques  superieures,   professeur    dfart   militaire    et    de   fortification, 
Paris  et  Bruxelles  1880.     IX,  406. 
Der  Titel  des  Werkes,  über  welches  wir  wenige  Worte  zu  sagen 
wünschen ,  ist  ein  ziemlich  umfassender,  und  dennoch  giebt  er  nicht  über 
alle  Dinge    Aufschluss,    welche    der   Verfasser    in    das    Bereich    seiner 
Betrachtungen  hineinzieht,  ein  Bereich  so  weiten  Umfanges,^^dj9kss^a9g»^lc 
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Erörterungen   tiber  den  Werth   Richard  Wagner's   nnd  seiner  Musik, 
Hahnemann's  und  der  Homöopathie   darin  Platz  finden.     Allein  ein 
französisches  Sprichwort,   dessen  wir  uns  in  Anbetracht  dessen,  dass  es 
um  ein  in  französischer  Sprache  geschriebenes  Buch  sich  handelt,   wohl 
bedienen  dürfen,   sagt:    „qui  irop  embrasse,  mal  etreinl^*.     Der  Verfasser, 
glauben  wir,  hätte  gut  gethan,  dessen  eingedenk  zu  bleiben«     Wir  sind 
selbstverständlich  nicht  in  der  Lage ,  ausführlich  auf  die  allgemeinen  philo- 
sophischen Ansichten  von  Herrn  Girard,  mit  welchen  wir  als  Laie  sehr 
sympathisiren ,  einzugehen,  und  dürften  wir  das,  so  wäre  hier  nicht  der 
geeignete  Ort  dazu.     Wir  müssen  uns  die  Beschränkung  auferlegen,  nnr 
Einiges   hervorzuheben,   was   auf  Mathematik   sich   bezieht.     Das  Object 
ihrer  Untersuchungen  entnimmt  nach  Herrn  Qirard  die  Mathematik  der 
Aussen  weit,  der  Erfahrung,  und  darin  stimmen  wir  ihm  entschieden  bei. 
Die   Geometrie   insbesondere   entnimmt   nach   ihm   der   Erfahrung  einige 
Begriffe  und  Thatsachen,  vor  Allem  den  Begriff  des  Punktes,  der  Orts- 
veränderung eines  Punktes  durch  Bewegung  und  der  geradlinigen  Träg- 
heit,   d.  h.   des  Gesetzes,  dass   ein  in  Bewegung  gesetzter  Punkt  stets 
geradlinig   sich  bewegt,   wenn  nicht  bestimmte  Gründe  und  Anregungen 
ein  Hinderniss   bilden.     Damit   ist   für  ihn    die   gerade   Linie  selbst  Er- 
fahrnngsbegriff,  womit  wir'  wieder  uns  einig  wissen.     Für  die  Geometrie 
der  Ebene  tritt  noch   ein  Erfahrungssatz   als  wesentlich  hinzu:   der  Ort 
der  Punkte  einer  Ebene ,  die  eine  gleiche  Entfernung  von  einer  Geraden 
besitzen,  ist  wieder  eine  Gerade,  und  mit  diesen  Elementen  will  er  die 
Geometrie  aufgebaut  wissen.     Hier  würde  nun  für  den  Mathematiker  der 
eigentlich   interessante   Theil   des    betreffenden   Capitels   beginnen.     Wie 
denkt  Herr  Girard  sich   die  Reihenfolge  der  geometrischen  Sätze,  wie 
deren  Entwickelung?    Diese  Antwort  bleibt  er  uns  schuldig,  er  vertröstet 
auf  künftig  vielleicht  erscheinende  Schriften  und  begnügt  sich  neben  den 
angeführten   Andeutungen    mit    kritischen   Bemängelungen    der   heutigen 
Geometrie.     Auch  hier  heben   wir  Einiges  hervor.     Mit  Recht  tadelt  es 
der  Verfasser,   dass  in   den^  elementaren  Geometrien  die  Berührungslinie 
an    den  Kreis   als   eine  Gerade   definirt  werde,   die  denselben  in  einem, 
die  Secante  als  eine  solche,  die  ihn  in  zwei  Punkten  schneide,  während 
derselbe   Schüler   beim   Eintritt   in    die    höhere   Geometrie   erfahre,   dass 
gerade   umgekehrt  die  Secante  einer  Gurve   nur  einen ,   die  Berührungs- 
linie zwei  Punkte  mit  ihr  gemein  haben.     Auch  die  mehr  als  dreidimen- 
sionalen Räume  werden  getadelt,  und  nicht  mit  Unrecht,  wie  uns  scheint, 
wofern  man  ausser  Acht  lässt,  dass  deren  Benutzung  nur  bequeme  Wort* 
formen  für  Eigenschaften  von  Functionen  zu  liefern  bestimmt  ist,  nicht 
aber  sinnlich    (wenn   auch   nicht  mit   menschlichen   Sinnen)   erfassbaren 
Gebilden  das  Daseinsrecht  gewährleisten  soll.     In  einem  andern  Capitel 
geht  Herr  Girard  mit  dem  Unendlichkleinen  zu  Gericht,  welches  er  «a 
Gunsten   einer  kinematischen  Darstellung  der   Differentialrechnung,  wie 
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Herr  L  am  arte  sie  in  den  von  der  belgischen  Akademie  herausgegebenen 
Abhandlungen  von  1861  und  1863  mit  Erfolg  versucht  hat,  aus  der 
Mathematik  verbannt  wissen  will.  Dem  Grundgedanken  nach  mag  Herr 
Girard  ja  wieder  Recht  haben,  aber  auf  die  wenn  einmal  richtig  ver- 
standene unbedenkliche  Redeform  des  Dn endlichkleinen  für  das  Werden 
einer  Veränderung  wird  der  Mathematiker  nicht  leicht  wieder  verzichten, 
nachdem  sie  uns  allen  zur  zweiten  Natur  geworden  ist,  oder  es  müsste 
Herr  Girard  oder  ein  Anderer  positiv  zeigen,  wie  man  in  allen  Fällen 
bequem  und  leicht  ohne  jenes  Hilfswort  auskomme.  An  diesen  wenigen 
Beispielen  werden  unsere  Leser  erkennen,  dass  es  ein  auch  für  den 
Mathematiker  interessantes  Buch  ist,  welches  wir  hier  genannt  haben, 
dass  aber  dessen  starke  Seite  in  der  tadelnden  Kritik  des  Bestehenden 
liegt,  während  das  sprichwörtlich  weniger  leichte  Bessermachen  vermisst 
werden  dürfte.  Cantob. 

La  science  de  la  qvanlile,  precede  d^une  etude  analyiique  sur  les  objets 
fondamentaux  de  la  science  par  Luden  Buys,  capitaine  du  genie 
ripStüeur  ä  Vecole  miliinire  de  Belgique,  Bruxelles  1880.  Librairie 
Europeenne  C.  Muquardl  Merzback  4r  Falk,  563  S. 
Es  ist,  wie  man  aus  der  Angabe  der  Seitenzahl  ermisst,  ein  umfang- 
reiches Buch,  welches  uns  vorliegt.  Dem  Inhalte  können  wir  gleichen 
Reichthum  nicht  nachrühmen.  Abgesehen  von  einer  philosophischen  Ein- 
leitung, in  welcher  der  Verfasser  sich  als  Mitglied  der.  Kr  aus  ersehen 
Schule  erklärt,  einer  Einleitung,  die  sich  demnach  unserer  Besprechung 
entzieht,  wofern  wir  über  das  räumlich  vorwiegende  Mathematische  unser 
ürtheil  abgeben  wollen,  finden  wir  ausschliesslich  Dinge,  deren  kenn- 
zeichnende Eigenschaft  in  der  absichtlichen  Verbannung  der  complexen 
Grössen  besteht.  Das  Zeichen  ^—  1  kommt  in  dem  ganzen  Buche  nicht 
vor,  dagegen  ist  von  unmöglichen  Gleichungen,  d.  h.  solchen,  die  keine 
(reellen)  Wurzeln  zulassen  u.  s.  w.,  vielfach  die  Rede.  Warum  der  Ver- 
fasser so  handelt,  sagt  er  am  Kürzesten  und  Bündigsten  in  einer  Anmer. 
kung  auf  S.  351:  „nous  rejeions  toul  subjeciivisme  ou  ioute  imaginarite^*, 
Sapienti  sat!  Unseren  Lesern  überlassen  wir  es,  zu  erwägen,  ob  es  sich 
lohne,  ein  Werk  näher  kennen  zu  lernen,  in  welchem  von  diesem  seit 
mehr  als  300  Jahren  nur  noch  geschichtlich  denkwürdigen  Standpunkte 
ÄQB  die  Arithmetik,  Algebra,  algebraische  Analysis  und  Differentialrech- 
nung behandelt  ist.  Die  Integralrechnung  spart  Herr  Buys  auf  künftig 
sich  auf  und  will  nur  vorher  eine  „Science  de  Vespace  dam  laquelle 
nous  aurons  a  etudier  des  fonclions  parliculieres^'  veröffentlichen,  was  er  in 
Bälde  thun  zu  können  hofft.  Cantor. 
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Historisch-literarische  Abtheilung. 


Die  Methode   Tä  jän  im  Snän-king  von  Sun-tsä  und 

ihre  Verallgemeinerung  durch  Yih-hing  im  I.  Abschnitte 

des  T4  jän  li  Bchu. 

Von 

Prof.  Dr.  Ludwig  MATTmESREN 

In  Boitook. 


Die  Kenntnisse  der  chinesischen  Arithmetiker  des  Alterthums  und 
des  Mittelalters  von  der  allgemeinen  Behandlung  des  sogenannten  Rest- 
problems,  welche  wir  den  Mittheilungen  des  in  Shangae  lebenden  Sino- 
logen Alezander  Wylie  verdanken,'*'  sind  merkwürdigerweise  bis  in 
UDsere  Tage  von  den  Zahlentheoretikern  unbeachtet  geblieben,  *  Es  dürfte 
deshalb  vielleicht  von  einiger  Wirkung  sein,  wenn  wir  uns  im  Folgen- 
den auf  einen  Abschnitt  der  Disquisitiones  arithmeticae  beziehen,  worin  die 
Tdj^n- Regel  des  Sun-tsi  auch  von  Gauss  vorgetragen  wird. 

Disquis.  §  32.  Das  Problem,  dessen  Lösung  im  Folgenden  von 
grossem  Nutzen  sein  wird,  besteht  darin,  alle  Zahlen  zu  suchen,  welche 
nach  mehreren  gegebenen  Moduln  gegebene  Reste  liefern. 

Z  =  a  {modA),     Z=b  (modB)^     Z  =  c  (modC)  etc. 

Disquis.  §  36.  Wenn  sämmtliche  Moduln  A^  B^  C,  />,  ...  relativ 
prim  sind,  so  kann  man  sich  mit  Vortheil  der  folgenden  Methode  bedienen. 
Han  bestimme  die  Zahlen 


«  =  1  {modÄ)^        «  =  0  ("'^^"j)» 
u.  s.  w.,  u.  s.  w,. 


•  Alexander  Wylie:  JoUinga  on  the  sdence  of  Chinese  arühmetic.  North 
China  Herald  1852;  Shanghae  Altnanac  for  1853.  Ein  Auszug  findet  sich  in 
Grelle's  Joum.,  Bd.  62  S.  79flg.,  1866  in  einem  Artikel  von  Biernatzki:  Die 
Arithmetik  der  Chinesen.  Man  vergl.  auch  Nouv.  ann.  math,  (2)  II,  p.  529  seq. 
1863;  Zeitschr.  f.  Math.  u.  Phys.  XIX,  8.  270,  1874;  Sitzungsber.  d.  math  -naturw. 
Section  in  den  Verhandlungen  der  Philologenversamml.  in  Rostock,  S.  126,  1876.^1^ 

Hist-Ut  Abth.  d.  ZaiUehr.  i.  Umih.  u.  Phya.  XXVI,  2.  8 
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wo  ABC,.,=i  M  gesetzt  ist.  Wenn  eine  Zahl  Z  gesucht  wird,  welche 
nach  den  Moduln  A^  B,  C,  ...  gegebenen  Zahlen  a,  6,  c,  ...  congruent 
ist,  so  kann  man  setzen 

Z=aa  +  ßb  +  yc  +  ,.,  (modM). 
Es  ist  nSmlich  klar,  dass  aa^a  (modA)^  die  übrigen  Glieder  ^6, 
yc  u.  s.  w.  =0  (modJ)  sind.  Daraus  folgt  Z=a  (modJ).  Aehnlich  wird 
der  Beweis  für  die  übrigen  Moduln  geführt.  Diese  Auflösung  ist  dann 
vorzuziehen,  wenn  mehrere  Probleme  nach  constanten  Moduln  vorgeleg;t 
sind;  in  diesem  Falle  nämlich  behalten  die  Hilfszahlen  er,  j3,  y  u.  s.  w. 
constante  Werthe.  Man  bedient  sich  dieser  Methode  in  der  Chronologie, 
wenn  gesucht  wird,  das  wievielte  Jahr  der  Julianischen  Periode  das- 
jenige sei,  von  dem  die  päpstliche  Indiction,  die  goldene  Zahl  und  der 
Sonnenzirkel  gegeben  sind.  Hierbei  ist  ^  =  15,  ^==19,  (7=28.  Daraus 
findet  man  «  =  6916,  jS  =  4200,  y  =  4845.  Bedeuten  a  die  Indiction,  b 
die  goldene  Zahl,  c  den  Sonnenzirkel,  so  ist  der  kleinste  Rest  zu  suchen 
von  6916  a +  42006  + 4845  c  (nach  dem  Modul  7980). 

So  weit  Gauss.  Er  zeigt  aber  nicht,  wie  man  auf  ähnliche  Weise 
verfahren  solle,  wenn  die  Moduln  nicht  relativ  prim  sind;  ebenso  über- 
geht Dirichlet  diese  Verallgemeinerung  in  seinen  Vorlesungen  über 
Zahlentheorie  (herausgegeben  von  Dedekind),  worin  uns  in  §  25  jene 
geniale  Methode  von  Gauss  mitgetheilt  wird.  Wir  leimen  nun  aber  dies 
Verfahren  aus  dem  ersten  Abschnitte  des  Tä  j&n  lY  schiT  von  Tihhing. 
Derselbe  ist  allerdings  sehr  abrupt  gehalten  und  wegen  seiner  lakonischen 
Kürze  schwer  verständlich,  deshalb  von  dem  Uebersetzer,  weil  missver- 
standen, theilweise  corrumpirt.  Vollends  aber  hat  die  Fortsetzung  des 
Auszuges,  lautend:  „Diese  Rechnung  im  ersten  Abschnitte  des  Yih- 
hing  (sie!),  welche  dort  noch  fortgesetzt  wird,  diente  dazu,  durch 
Zahlensymbole  die  Zukunft  zu  deuten;  sie  bildete  eine  arithmetische 
Grundlage  für  die  bei  den  Chinesen,  wie  überhaupt  bei  heidnischen 
Völkern  sehr  beliebte  Wahrsagerkunst  *\  in  unbegreiflichem  Unverstände 
diese  überaus  interessante,  merkwürdige  theoretische  Einleitung  der  nn 
bestimmten  Analytik  von  Tih-hing  in  Misscredit  gebracht.  Werden 
Inhalt  der  übrigen  acht  Abschnitte  übersieht  und  endlich  wahrnimmt, 
dass  der  zweite  Theil  des  Werkes  Anwendungen  der  TA  jän  auf  astro- 
nomische und  meteorologische  Probleme  enthält,  der  muss  eingestehen, 
dass  die  Chinesen  es  verstanden ,  eine  viel  grössere  Mannichfaltigkeit  der 
Anwendung  der  unbestimmten  Analytik  auf  Fälle  des  praktischen  Lebens 
zu  erfinden,  als  in  unseren  modernen  Werken  üblich  ist.  Freilieb  wird 
gleich  im  zweiten  Abschnitte  des  ersten  Theiles  von  der  Td  jkn  auf  die 
Berechnung  der  Constellationen  und  Cykeln  Anwendung  gemacht;  wer 
aber  wird  denn  die  Vorausberechnnng  der  Constellationen  oder  der  Fin- 
sternisse zur  Wahrsagerkunst  rechnen?  Diese  Vermuthungen ,  welche 
dem  Yih  hing  angedichtet  sind,  gehören  unter  die  grössten  ThorheiteDf 
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welche  je  in  der  Oeschichtsschreibiing  der  Mathematik  begangen  worden 
sind.  Der  Inhalt  des  ersten  Abschnittes  des  Ti  jkn  li  schü  Iftsst  sich  aber 
mit  Hilfe  der  Ganss^schen  Symbole  kara  in  folgende  Fassang  bringen, 
wodurch  ohne  Zweifel  die  Zahlentheorie  um  ein  lange  unbekannt  geblie- 
benes Theorem  bereichert  wird. 

Wenn  die  n  Moduln  (Hauptzahlen)  Ay  B^  C^  D^  ,.,  des  Bestproblems 
Z=:a  (modÄ),     Z  =  b  {modß)^     Z^c  (modC)  u.  s.  w. 
beliebig  (nicht  relativ  prim)  und  der  kleinste  gemeinschaftliche  Dividuus 
desselben 

also  ftiUftgUf^s  "•  ^  f^n^  d.  h.  die  „Stammzahlen''  sämmtlich  relativ  prim 
sind,  so  bilde  man  das  System 

^  =  0  (moflffij) ,     B  =  0  (wiorf^j)   u.  s.  w. , 
and  bestimme  die  „  Erweiterungs- Hilfszahlen '^ 

«  =  1   (modfij),     a  =  0   Imod  —  j, 

ß^l  (moflffAj),     ^  =  0   Imod  —  j    u.  s.  w. 

Wenn  dann  eine  Zahl  Z  gesucht  wird,  welche  nach  den  Moduln  ^,  ^,  C,  . .. 
gegebenen  Zahlen  a,  ^,  c,  ...  congruent  ist,  so  kann  man  ebenfalls  setzen 

Z  =  «fl  +  /55  +  yc+   ..   {modABC.) 
und  nach  Tih-hing  noch  allgemeiner 

Z=2:a(l  +  i4  — ^,)a  imodABC,.,). 
Vorausgesetzt  wird,  dass  die  Aufgabe  überhaupt  möglich  sei,  wofür  sich 
Determinationen  finden  lassen. 

Der  in  Cr  eile's  Journal,  52.  Bd.,  von  Biernatzki  gegebene  Aus- 
zag ist  schwer  verständlich,  weil  hier  ebenso,  wie  in  dem  Auszuge  des 
Commentars  von  Tsin  kin  Tschau  zum  Suän-king  de»  Sun-ts^  eine 
Verwechselung  der  sogenannten  Multiplicatoren  oder  Wurzeln  der  Con- 
gruenzen  mit  den  Resten  vorliegt.  Auch  Ter  quem  (a.  a.  0.)  gesteht 
ein,  dass  er  nicht  habe  verstehen  können,  was  der  Inhalt  des  ersten 
Abschnittes  der  Tk  jän  li  schü  bedeuten  solle,  und  tröstet  sich  damit, 
dass  er  denselben  Unsinn  von  der  Wahrsagerknnst  wiederholt.  Wir  wollen 
deshalb  die  Entwickelung  der  Erweiterungs- Hilfszahlen  a,  /3,  y,  ...,  die 
merkwürdigerweise  von  Gauss  ebenfalls  „Hilfszahlen ^'  genannt  wierden, 
kurz  in  ein  Schema  zusammenstellen  (s.  umstehende  Tabelle)  und  ein 
Zahlenbeispiel  ihrer  Anwendung  hinzufügen. 

Aus  der  Zusammenstellung  ergeben  sich  die  sogenannten  „bestimm- 
ten Hilfszahlen " : 

«(l  +  ^-^i)  =  12,    ^(l  +  /?-^,)  =  24, 

y(l+C-f*3)r=    4,      ill  +  />-j*4)=     9.     DigitizedbyCnOOgle 
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Diese    sind    nun    constant  für  alle   möglichen   Bestprobleme,    wenn  die 
Moduln   1,  2,  3,-4  sind;   ebenso   in   allen  übrigen  Fällen   mit 
vielen  Moduln,  die  nicht  sämmtlich  relativ  prim  sind. 


Hanptzahlen. 

Stammzahlen. 

Congruenzen. 

Multiplicatoren. 

Erweitenmg»- 
flilfszahlen. 

Ä  =  l 

ih=i 

^«1=1  (modln) 

x,  =  l 

B=:2 

Ä=i 

^x,  =  l  (modlet) 

«1  =  1 

^«,  =  12(1») 

C  =  3 

IH  =  3 

^«s  =  l  {modfH) 

X3  =  l 

S«.=  *(v) 

D  =  4 

N=i 

^x^  =  l  {modfii) 

*4=3 

^=  9W 

1.  Beispiel.     Aufzulösen 

Z=]  (worfl),     Z=l  (morf2),     Z  =  2  (mod3),     Z  =  3  (OTod4). 

Man  findet 

Z=l. 12  +  1. 24  +  2. 4  +  3. 9  =  71  (modl2), 

also  2=11  +  12«. 

Nun  aber  ist  klar,  dass  es  Fälle  giebt,  in  denen  die  Aufgabe  über- 
haupt unmöglich  ist.  Ist  sie  aber  möglich,  so  führt  die  Methode  immer 
zur  richtigen  Auflösung.  Ist  die  Aufgabe  unmöglich,  so  führt  die 
Methode  auch  dann  noch  zu  einem  Resultate,  welches  aber  den  gestell- 
ten Bedingungen  nicht  genügt. 

Die  Werthsysteme  der  Reste,  welche  zu  gegebenen  Modulsjstemen 
gehören,  lassen  sich  classificiren. 

2.  Beispiel.     Aufzulösen 

Z=l  (modl),     Z  =  2  {mod2),     Z=2  (morf3),     Z=3  (modi). 

Man  findet 

2=1.12  +  2.24  +  2.4  +  3.9  =  95  (»iodl2) 

oder  2=11  +  12«. 

Die  Aufgabe  ist  unmöglich,  weil  11  die  gegebenen  Reste  nicht  liefert. 
Die  Bedingung  ist:  r^  und  r^  gleichzeitig  gerade  oder  ungerade. 

Wir  verfehlen  nicht,  bei  dieser  Gelegenheit  auf  eine  andere  Methode, 
welche  v.  Schäven  im  IX.  Bande  der  Zeitschrift  f.  math.  u.  Datarw. 
Unterricht  S.  117  gegeben  hat,  hinzuweisen,  wobei  der  Fall  der  Unmög- 
lichkeit der  Aufgabe  nicht  berücksichtigt  worden  ist.  Derselbe  giebt  die 
Auflösung 


:=^..= 


XA, 


worin  die  x  irgend  eines  der  Werthsjsteme  bedeutfi|)i,.3^e}clie  Jie^Gleichnng 
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befriedigen.     Wenden  wir  dies  auf  unsere  Beispiele  an. 

I.Beispiel.  Die  Moduln  sind  1,  2,  3,  4;  die  Reste  1,  1,  2,  3; 
m  =  12. 

Man  genügt  der  Bedingungsgleichung 

12xj+6xjj  + 4x8 +  3x4=1 
durch  Xj  =  l,  xj  =  — 2,  »3  =  1,  X4  =  —  1  und  findet 

2=1.1.12-1.2.6  +  2.1.4-3.1.3  =  -!  (modl2), 
also  Z^ll  +  12n.     Die  Aufgabe  ist  also  möglich. 

2.  Beispiel.  Die  Moduln  sind  1,  2,  3,  4;  die  Reste  1,  2,  2,  3; 
m  =  12. 

Die  BedingungsgleichuDg  ist  natürlich  dieselbe,  aber 

Z=  1.1. 12 -2.2. 6 +  2. 1.4 -3. 1.3  =  -13  (morfl2), 
also  Z=ll  +  12fi.     Die  Aufgabe  ist  demnach  unmöglich. 

3.  Beispiel  (v.  Schäven).  Die  Moduln  sind  8,  6,  9,  5;  die  Reste 
3,  5,  2,  1. 

Beide  Methoden  führen  zur  richtigen  Auflösung  Z=:ll  +  360. 

4.  Beispiel.     Die  Moduln   sind  8,  6,  9,  5;   die  Reste  1,  2,  2,  3. 
Beide  Methoden   führen   zu   einer  falschen  Auflösung;    die  Aufgabe 

ist  demnach   unmöglich.      Sie  ist  jedoch   möglich  z.  B.  für  rj  =  2m  +  l, 
rj=6/9-l,  r3  =  3^  +  2. 

Der  weitere  Inhalt  des  ersten  Abschnittes  der  Td  j&n  IT  schü  ist 
leider  bis  jetzt  unbekannt.  Alexander  Wy.lie  versichert  indess,  dass 
Texte  in  China  nach  längerem  Suchen  noch  aufzutreiben  seien.  Es  wäre 
in  der  That  für  die  Geschichte  der  Mathematik  von  Wichtigkeit,  chine- 
sische mathematische  Werke   über  unbestimmte  Analytik   zu   importiren. 
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Miscelle. 

Von 

Friedrich  Hultsch 

in  Dresden. 


Das  Opusculum  de  multipUcatione  et  divisione  sexagesimalibus ,  zu  wel- 
chem im  XXIV.  Jahrg.  dieser  Zeitschrift,  Hist.-lit.  Abthlg.  S.  199  flgg., 
einige  ErläaternDgen  gegeben  wurden ,  ist  in  so  verderbter  Gestalt  über- 
liefert, dass  das  Meiste  so,  wie  es  von  Herrn  Henry  snm  Abdruck 
gebracht  worden,  unverständlich  bleibt.  Bei  Gelegenheit  der  früheren 
Besprechung  schlug  ich  einige  Verbesserungen  vor,  zu  denen  hier  ein 
kleiner  Nachtrag  folgen  möge.  Ganz  meine  Aufmerksamkeit  darauf  rich- 
tend, die  Eintheilung  einer  Einheit  in  Sechzigstel,  und  dieser  Sechzigstel 
wieder  in  zweite  Sechzigstel  n.  s.  w.  nachzuweisen,  behielt  ich  in  der 
genannten  Schrift  S.  1  Z.  10  u.  14  die  überlieferteir Zahlen  ^  bei,  obgleich 
an  beiden  Stellen  von  der  Eintheilung  der  Peripherie  eines  Kreises  die  Bede 
ist.  Wenn  nun  auch  eine  solche  Theilung  in  Sechzigstel  bei  den  Griechen 
von  Eratosthenes  bis  Hipp arch  üblich  gewesen  isf^,  so  zeigen  doch  die 
beigefügten  Worte  tuactov  rtSv  Tfi'qficitcov  fioiQav  tovofiaaav  otnaXaioi  deutlich, 
dass  nur  der  „Grad"  im  Sinne  des  Ptolemaeus,  d.  h.  -^hs  ^^^  Peripherie 
verstanden  werden  kann.  Mit  Recht  bemerkt  daher  Herr  Ingenieur  Paal 
Tannery  in  Havre,  der  bereits  mehrere  treffliche  Beiträge  zur  Geschichte 
der  Mathematik  veröffentlicht  hat,  in  einem  an  mich  gerichteten  Schreiben, 
dass  an  beiden  obigen  Stelleu  t^=360  herzustellen  sei.  Ich  schlage 
demnach  nun  folgende  Lesarten  vor:  Z.  10  Tov  iiodiakov  yctQ  xvxilov  sk 
r^'  ÖMiQovfikivov.  Hier  ist  lediglich  die  irrthümliche  Henry* sehe  Lesart 
ta  ^  zusammengezogen  zu  t^  und  dies  zu  lesen  TQiaxoaMaTa  i^fjnoczui 
sciL  iiigriy  so  dass  auch  das  anfänglich  von  mir  vermuthete  Tfiiff&ar« 
wieder  in  Wegfall  kommt.  Femer  ergiebt  sich  von  Z.  13  an  folgende 
wahrscheinliche  Verbesserung,  welche  wir  neben  den  Henry 'sehen  Text 
zur  rechten  Seite  stellen: 

öta  ovv  ta  nQOöriiiBQa  ravx'^j  ro  6'scti  öici  ovv  xa  nQOSiQTHiiva  tctiJtoV  hti 
TC9  zov  ^  (li^Bt  rov  xvkIov  novs  fiiv  rm  t^  lAigei  rov  xvnkov  nozi  fiev  ag 
mg  noöt  Ttoxi  dh  cig  (lOvad'C  övvafiivri  noöl  noTe  öh  dg  fiovaöi  $vvafäv& 
naQakafißavsa^aiy  noQaXaiißaveö^iy 

d.  h.  „wegen  des  Vorherbemerkten  also  ist  (der  Grad)  dasselbe,  wie  der 
360.  Theil  des  Kreises,  indem  dieser  Theil  bald  als  Fuss,  bald  als  Ein- 
heit  genommen    werden    kann",    eine  Erklärung,    welche    offenbar  der 

*  Vergl.  W.  Abendroth,  Darstellung  und  Kritik  der  ältesten  Gradmeesimgen, 
Programm  der  Kreuzschule,  Dresden  1866,  8.  22  flgg.  u^yu^ov.  ..y  ^^^.^^..^ 
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spfttere  Zusatz  eines  Scholiasten  ist,  da  sie  mit  anderen  Worten  nur 
wiederholt,  was  bereits  unmittelbar  yorhersteht. 

Der  geneigte  Leser  der  Zeitschrift  wolle  entschuldigen,  dass  die 
Verbesserung  weniger  Zeilen  eines  jttngeren  griechischen  Tractates  einen 
verhältnissmftssig  grossen  Raum  beansprucht  hat;  aber  da  es  einmal  die 
Pflicht  der  philologischen  Kritik  ist,  kein  Verderbniss  in  den  alten 
Texten  stehen  zu  lassen,  so  lange  irgend  ein  Weg  der  Verbesserung 
noch  sich  darbietet,  so  musste  nochmals  auf  diese  Stelle,  deren  Wiederher- 
stellnng  ich  früher  vergeblich  versucht  hatte,,  zurückgekommen  werden. 
Wie  anders  sieht  nun  xa  TtQofiQtiniva  aus,  als  das  unverständliche  ra 
nQoarjinguj  welches  anfänglich  auf  falsche  Spur  geführt  hatte  (vgl.  XXIV, 
8.  201  Anm.  2). 

Zum  Glück  sind  nicht  alle  griechischen  Texte  so  verderbt,  wie  dieses 
Opusculum,  welches  nur  unter  Benutzung  besserer  Handschriften  lesbar 
eich  wird  herstellen  lassen. 


Eine  algebraische  Lösung  des  irredncibeln  Falles 
der  cnbischen  Gleichungen. 

Von 

Dr.  Lehmann, 

GymnaBiallehrer  in  Budolitadt. 


Im  Journal  de  Math^atiques  pures  et  appliguees,  t  V,  1879,  ist  eine 
Abhandlung,  betitelt  „Solution  du  cas  irreducdble,  c'est-ä-dire  du  probleme 
consistant  ä  exprimer  les  racines  d^une  eguation  complele  du  troisieme  degre 
comme  fonctions  algebrigues,  finies  et  numeriquement  calculables  sous  forme 
fmie  des  coefficients  de  ceiie  eguation  dans  le  cas  oti  ces  racines  sont  toutes 
ä  la  fois  reelles  et  au  moins  une  d'elles  commensurable^^  von  Herrn  Guido 
Weichold,  Oberlehrer  in  Zittau,  erschienen.  Dieselbe  giebt  eine  höchst 
originelle  Lösung  des  irredncibeln  Falles  der  cubischen  Gleichungen«  Der 
Weg  der  Lösung  ist  im  Wesentlichen  folgender. 

Es  seien  a^  b^  c  die  Wurzeln  der  cubischen  Gleichung 

B  und  ö'  die  complexen  dritten  Wurzeln  der  Einheit  und 
a  +  db  +  d'c  =  Q^     bc  +  Bnc  +  6'ab  =  ^iy 
a  +  d'b+Qc  =  Q\     bc  +  d'ac  +  dab=Q\, 

80  stellen  sich  die  Wurzeln  a^  b^  c  unter  folgender  Form  dar*: 


•  Der  Verfasser  hat  wohl  nicht  ohne  Absicht  gerade  diese  Form  der  Dar- 
stellung für  die  Wurzeln  gewählt,  denn  die  Werthe  9,  9',  ^,,  ^'1  sowohl,  als  die 
gleich  KU  erwähnenden  N,  N',  P  spielen  in  der  DiscusBion  der  algebraischen  Cur-   . 
ven  dritten  Grades  eine  wichtige  Bolle.  u.,y.u.ov.^y  ,^OOglC 
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i>  = 


3C 


B\      er^  ö'      6'' 

Die  Aafgabe   iXaft    daranf  hinaas,    die   Grössen   q,  p\   P|,  p'i  im 

irredncibeln  Falle  durch  elementare  Operationen  in  expliciter  Form  dar- 

znstellen.     Nnn   bestehen   zwischen   den   Grösea  q,  p',  (|,  q\  und  den 

Coefficienten  eine  Anzahl  Selationen.     Setzt  man 

99        =    A*-ZB    =N, 

9^f\      =    B*  —  3JC=N\ 

und  /— -— — 

Q  Qi  -  QQi  =  Vl^-iNN  =  Si  yz, 

80  lassen  sich  die  Werthe  p^\,  QyQ\  q\  ^'^  p^',  ^\*i  Q^Qn  q'^Qi^  99*^ 
q^q\*  durch  die  Grössen  iV,  iV\  P,  5,  d.  h.  durch  die  Coefficienten  Jy  B,C 
ausdrücken.  Die  letztgenannteo  Werthe  sind,  wenn  die  Wurzeln  a^b^c 
reell  sind,  sämmtlich  complex,  da  in  ihnen  allen  die  Grösse  5t)/3  als 
Addend  auftritt  und  da 

ist.  Wollte  man  die  Werthe  q^  q\  q^,  q\^  welche  die  Wurzeln  der 
Gleichung  geben,  durch  Ausziehen  der  dritten  Wurzel  aus  ^3,  p'^  ^l^ 
^'1'  bestimmen,  so  würde  man  auf  den  irredncibeln  Fall  stossen,  da  sich 
der  Werth  ^a  +  /5f  auf  elementarem  Wege  nicht  in  die  explicite  Form 
P+9<  bringen  ISsst.  Es  lassen  sich  aber  die  vier  Hilfsgrössen  Q^Q^Qv 
q\  in  expliciter  Form  und  auf  elementarem  Wege  auch  anders,  als  durch 
Ausziehen  der  dritten  Wurzel  darstellen,  nümlich  durch  Bestimmen  des 
grössten  gemeinschaftlichen  complexen  Factors  zwischen  zwei  complexen 
Grössen ,  oder  einer  reellen  und  einer  comjplexen  Grösse.  Das  Aufsuchen 
des  gemeinschaftlichen  complexen  Factors  geschieht  auf  demselben  Wege, 
wie  das  Aufsuchen  eines  grössten  gemeinschaftlichen  Factors  zwischeo 
zwei  reellen  Grössen. .  Durch  diesen  neuen  und  fruchtbaren  Gedanken 
ist  die  Lösung  des  irredncibeln  Falles  durch  rein  algebraische  Operationen 
gegeben.     Der  Weg  der  Lösung  ist  demnach  folgender: 

Mi^n   berechne  aus  den  Coefficienten  der  gegebenen  Gleichung  die 
Werthe  N^  N\  P,  S,   mit  Hilfe  derselben  ^^'j,  ^J,  .lU.  i^  .K-^^  iestimme  ^ 
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als  grössten  gemeinschaftlichen  complexen  Factor  zwischen  qq  und  q^ 
(oder  qq'  und  QQ\t  oder  qq'  und  qq^  u.  s.  w.),  wodurch  g'  und  damit  auch 
Qi  und  q\  gegeben  sind,  und  setze  die  Werth«  in  eine  der  oben  an- 
gegebenen Gleichungen  für  a,  6,  c,  z.  B.  in 

: o-^ 


cl 
ein,  so  erhält  man  die  gesuchten  Wurzeln  a,  b  und  c.  Da  sich  die 
Hilfsgrössen  q^  g\  q^^  q\  auf  verschiedene  Weise  als  gemeinschaftliche 
Factoren  finden  lassen ,  so  ist  noch  die  Möglichkeit  einer  Controlerechnung 
geboten.  Der  Verfasser  ftihrt  die  Rechnung  für  verschiedone  Beispiele 
durch.  Es  möge  zum  Schluss,  zur  Verdeutlichung  der  Operationen ,  die 
Lösung  einer  (in  der  Abhandlung  nicht  behandelten)  Gleichung  folgen. 
Die  Gleichung  sei 

Ea  ist 

Wir  bestimmen   g  als  gemeinschaftlichen  Factor  von  gg'  und  gg\^   also, 
mit  Anwendung  des  vom  Verfasser  eingeführten  Zeichens, 


g  =  gg\Qg\'' 


316 


-256  +  81/3 


11025 


11025 
Gemeinschaftlicher  Factor  ist 

Eg  i3t  TT*TT  =  (iW.    »l80    9  =  T*F.79  1-64  +  2.7/3. 

a)     (— 64  +  iy3):79=  — 1,     (15 +  2iy3)  Rest  und  Divisor, 


b) 


79       _^79(15-2iy3)  ^15-2iy3 


15  +  2iy3      1"  237    _  3 

79:(15  +  2iy3)  =  5  — 1/3,     (-2  +  51/3)  Eest  und  Divisor, 

c)     — "*"    '^     ==-11/3.     Die  Division  geht  auf,  und  der  letzte  Di- 
-2  +  5.y3  '^  * 

visor  (— 2  +  5f/3)   ist  der  grösste  gemeinschaftliche  Factor. 
Also 
79  =  (-2+5fy3)(-2-5.y3)  o4er  =  (2-5.y3)(2+5.y3),  j 

-64  +  2iy3  =  (-2+5«y3)(,2+4iy3)  oder  .    I 

=  (2-5.y3)(-2-4.y3). 
Um  zu  entscheiden,  ob  Digitizedby  vnOOglC 
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*  =  (-2  +  5.y3)TH  oder  =(2-5.y3)TH. 
berechnet  man 

und  .  _ 

Da  die  Vorzeichen  der  Werthe  von  g^  entgegengesetzte  sind,  so  ist 

e  =  (2-5.y3)Tlr 
und 

p'=(2  +  5.y3)TjT.    ?i  =  (-2  +  4y3)TtT,     e',  =  (-2-4.y3),|j 

und  also 

«~             3             ""^*' 
#1^ /j, 


3 

^A  +  dg  +  BV 


=  % 


3 

Die  Idee  des  Verfassers,  den  Ausdruck  f/a  +  ßi  in  die  explicite 
Form  p  +  gi  durch  Aufsuchen  des  grössten  gemeinschaftlichen  Factors  za 
bringen,  ist  neu  und  originell.  Die  Rechenoperationen,  anfangs  etwas 
ungewohnt,  sind  bei  einiger  Uebong  leicht  und  elegant  auszufahren.  " 
So  sei  denn  diese  Lösung  des  irreducibelu  Falles  der  Beachtung  der 
Mathematiker  aufs  Wärmste  empfohlen. 


Digitized  by  VjOOQIC 
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,Sie  Geometrie  der  Lage«  Vorträge  von  Dr.  Theodor  Rbtb,  o.  Professor 
an  der  Universität  Strassburg.  Zweite  Abtheilnng.  2.  vermehrte 
Aufl.  Hannover,  Carl  Bümpler.  1880. 
Der  im  Jahre  1877  erschienenen  zweiten  Auflage  der  ersten  Abthei- 
lang  der  Geometrie  der  Lage  von  Reje  ist  im  Jahre  1880  die  zweite 
Auflage  der  zweiten  Abtbeilung  gefolgt ,  im  Grossen  und  Ganzen  in 
unveränderter  Gestalt.  Doch  enthält  sie  sieben  Vorträge  mehr,  als  die 
erste  Auflage,  also  im  Ganzen  30  Vorträge.  Neu  sind  hinzugekommen 
die  Vorträge  10,  11,  16,  27 — 30;  sie  behandeln  das  Nullsystem  und  den 
linearen  Strahl encompl ex  (10),  das  Strahlensystem  erster  Ordnung  und 
Clas8e(ll),  die  geometrischen  Verwandtschaften  zweiten  Grades  (16),  Bün- 
del von  Flächen  zweiter  Ordnung  (27),  das  F*- Gebtisch,  seine  projec- 
tivische  Beziehung  auf  ein  räumliches  System  und  die  Stein  er' sehe* 
Fläche  vierter  Ordnung  (28),  besondere  Fälle  des  F>- Gebüsches  (29)  und 
das  Strablensystem  zweiter  Ordnung  zweiter  Classe  und  die  Kummer^sche 
Fläche  vierter  Ordnung  mit  16  Knotenpunkten  (30).  Ganz  oder  theil- 
weise  umgearbeitet  sind  ferner  die  Vorträge  12:  „Erzeugnisse  von  zwei 
collinearen  Strahlenbttndeln  oder  ebenen  Systemen.  Raumcurven  und 
Ebeneubttschel  dritter  Ordnung*';  —  15:  „ Projectivische  Verwandtschaft 
zwischen  einem  Strahlensystem  erster  Ordnung  und  einem  ebenen  System. 
Geradlinige  Flächen  vierter  Ordnung,  welche  durch  projectivische  Ebenen- 

I        büschel   zweiter  Ordnung  erzeugt  werden";  —  18:   „ Strahleucomplexe, 
welche  von   collinearen   räumlichen    Systemen   erzeugt   werden";  —    19: 

I        „Büschel  von  Flächen  zweiter  Ordnung,  Baumcurven  und  Ebenenbüschel 
vierter  Ordnung";  —  20:  „Projectivische  Beziehung  der  F*- Büschel  und 

I        Kegelschnittbüschel ".  '  Durch  diese  Veränderung  hat  der  Herr  Verfasser 
den  neueren  Resultaten  der  Forschung  Rechnung  getragen,  so  dass  sein 

I        Werk,  wie  bisher,  auf  der  Höhe  der  Wissenschaft  steht  und  den  Leser 

I  nicht  nur  mit  dem  in  der  Geometrie  Erreichten  bekannt  macht,  sondern 
auch  in  die  offenen  Fragen  einweiht  und  zu  eigener  Arbeit  auffordert. 
Vor  Eintritt  in  eine  ausführlichere  Besprechung  soll  hervorgehoben 
werden,  dass  auch  im  Auslande  „Die  Geometrie  der  Lage"  Anerken- 
nung gefunden  hat,  leider  nicht  in  legitimer  Form.  Vor  zwei  Jahren 
nämlich  hat  der  Universitätsprofessor  Antonio  Favaro  in  Padua  ohne. 
Wissen  des  Herrn  Verfassers  eine  italienische  Bearbeitung  herausgegeben,^  1^^ 
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von  welcher  1879  unter  dem  Titel  Lecons  de  Slaiique  graphique,  par  An- 
tonio Favaro,  traduiles  de  VItalien  par  Paul  Ferrier,  Premiere  partU: 
Geometrie  de  Position  y  eine  französische  üebersetzang  erschienen  ist  Hie^ 
über  sagt  Herr  Reye  im  Vorwort:  „Herr  Favaro  hat  es  nicht  für 
passend  gehalten,  meinen  Namen  im  Titel  seines  Buches  ^n  erwähnen; 
die  versteckte  Art  und  Weise,  wie  er  meine  „„Geometrie  der  Lage^^" 
in  der  Vorrede  und  sonst  citirt ,  und  seine  Paragrapheneintheilung  schei- 
nen vielmehr  darauf  berechnet  zu  sein,  den  wahren  Sachverhalt  zu  ver 
dunkeln.  Nach  sorgfältiger  Durchsicht  der  französischen  Üebersetzang 
constatire  ich  deshalb,  dass,  abgesehen  von  der  Vorrede,  den  Literatur- 
angaben und  geschichtlichen  Anmerkungen  Favaro's,  ungef&hr  neun 
Zehntel  seines  Buches  aus  meinem  Buche  übersetzt  sind,  und  zwar 
meistens  Satz  für  Satz,  jedoch  die  ersten  Capitel  mehr  auszugsweise 
und  mit  Umstellung  der  Sätze.  Nur  an  fünf  Stellen  dabe  ich  grössere 
Zusätze  von  zwei  bis  sechs  Seiten  Länge  bemerkt;  von  verschiedenen 
derselben  aber  kann  ich  nachweisen,  dass  sie  aus  Schroeter-Steiner*B 
Vorlesungen  und  Cremona's  Geometrta  descriptiva  abgeschrieben  sind. 
Die  eigenen  kleinen  Zuthaten  Favaro's  im  Texte  sind  unbedeutend; 
von  seinen  77  Figuren  sind  65  aus  meiner  „„Geometrie  der  Lage'^"" 
copirt.'*  Da  Referent  nach  sorgfältiger  Vergleichung  des  deutschen  Ori- 
ginals mit  der  französischen  Uebersetzung  die  vorigen  Bemerkungen  Wort 
für  Wort  als  durchaus  gerechtfertigt  anerkennen  muss,  so  hält  er  es  ftir 
geboten,  auch  an  dieser  Stelle  das  unerhörte  Verfahren  Favaro's  aufs 
Härteste  und,  wie  Reye  es  selbst  thut,  als  unerlaubte  Aneignung  frem- 
den Eigenthums  zu  verurtheilen. 

Wir  gehen  jetzt  zu  einer  näheren  Besprechung  über.  Die  ersten 
vier  Vorträge  sind  den  collinearen  und  reciproken  Verwandtschaften 
gewidmet,  aus  denen  im  fünften  und  sechsten  Vortrage  die  Erzeugung 
der  Flächen  zweiter  Ordnung,  ihre  Classification  und  Polarität  abgeleitet 
werden.  Aus  den  polaren  Beziehungen  ergeben  sich  dann  die  Eigen- 
schaften der  Durchmesser  und  Durchmesserebenen,  der  Axen  und  Sym- 
metrieebenen.  Die  Kreisschnitte  einer  Oberfläche  zweiter  Ordnung  sind 
S.  267  Nr.  33  in  den  im  Anhange  gegebenen  Aufgaben  und  Lehrsätzen 
behandelt.  Von  der  Verwerthung  der  allgemeinen  geometrischen  Ver- 
wandtschaften für  Oberflächen  zweiter  Ordnung  geht  das  Buch  dann  zu 
den  speciellen  geometrischen  Verwandtschaften  der  Affinität,  Aehnlicbkeit, 
Congruenz,  Symmetrie  ebener  und  räumlicher  Systeme  über,  zu  ineinander 
liegenden  reciproken  und  Polarsystemen. 

Hierauf  werden  im  10.  und  11.  Vortrage  neu  behandelt  „das  Null- 
system und  der  lineare  Strahlencomplex**  und  „das  Strahlen  System  erster 
Ordnung  und  Classe".  Wenn  zwei  reciproke  räumliche  Systeme  solche 
Lage  haben,  dass  jede  Ebene  des  einen  durch  den  ihr  entsprechenden 
Punkt   des  andern  geht,  so  liegep  sie  i^volutorigQJ^,.Iu^4  itoußiL*^*  ®^" 
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System  aufgefas8t  werden,  welches  nach  Möbius  und  v.  Staudt  ein 
„  Nnllsystem "  genannt  wird.  Seine  wichtigsten  Eigenschaften  wurden 
schon  1833  von  Möbius  angegeben.  Jeder  Ebene  ist  ein  Punkt  als 
„Pol**  und  jeder  Geraden  eine  andere  als  „Polare"  zugeordnet.  Die- 
jenigen Geraden  des  Nullsystems,  welche  sich  selbst  zugeordnet  sind, 
heissen  „Leitstrahlen"  desselben  und  bilden  den  „linearen  Strablencom- 
plex".  Als  grundlegende  Sätze  finden  wir  abgeleitet:  Ein  Nullsystem  ist 
bestimmt  1.  durch  ein  räumliches  Fünfeck  ABCDE^  in  welchem  jede  der 
fünf  Kanten  sich  selbst  zugeordnet  ist;  2.  durch  drei  windschiefe  Gerade 
99iU  ^^^  denen  g  und  ^,  einander  zugeordnet  sind  und  /  ein  Leitstrahl 
ist;  3.  durch  ftinf  beliebige  Leitstrahlen;  4.  durch  zwei  Paar  zugeordnete 
Grerade,  die  in  einer  Regelschaar  liegen,  oder  durch  eine  involutorische 
Regelschaar.  Nachdem  dann  die  Geraden  und  Ebenen,  deren  Polaren 
und  Pole  unendlich  fem  liegen,  als  „Durchmesser"  und  „Durchmesser- 
ebenen"  des  Nullsystems  definirt  sind,  wird  gezeigt,  dass  der  lineare 
Strahlencomplex  und  das  zugehörige  Nullsystem  sich  nicht  ändern,  wenn 
man  sie  in  der  Richtung  der  parallelen  Durchmesser  verschiebt.  „Haupt- 
axe"  des  Nullsystems  ist  derjenige  Durchmesser,  welcher  die  Pole  aller 
zu  den  Durchmessern  normalen  Ebenen  enthält.  Durch  die  Hauptaxe 
und  einen  Leitstrahl,  welcher  sie  weder  schneidet,  noch  rechtwinklig 
kreuzt,  ist  das  Nullsystem  bestimmt;  durch  eine  Drehung  um  die  Haupt- 
axe ändert  sich  da»  Nullsystem  nicht.  Zum  Schlüsse  des  Vortrages  wer- 
den noch  die  Sätze  bewiesen:  „Bezeichnet  r  den  Abstand  eines  beliebigen 
Punktes  P  von  der  Hauptaxe  und  q  den  Winkel,  welchen  seine  Polar- 
ebene mit  der  Hauptaxe  bildet,  so  ist  rjgg  eine  cons  taute  Grösse,  welche 
sich  mit  der  Lage  von  P  nicht  ändert."  Bezeichnet  man  mit  e  den  con- 
stanten  Abstand  der  Pole  aller  Ebenen ,  welche  mit  der  Hauptaxe  einen 
halben  rechten  Winkel  bilden,  von  dieser,  mit  r  den  Abstand  eines 
beliebigen  Leitstrahles  von  derselben,  und  mit  q  den  Winkel,  den  dieser 
Leitstrahl  mit  der  Hauptaxe  bildet,  so  ist  rJgQ  =  ey  die  Gleichung 
des  Complexes  bezüglich  seiner  Hauptaxe,  weil  ihr  alle  Leitstrahlen 
genügen."  Schliesslich  wird  noch  gezeigt,  dass  die  Tangenten  einer 
Schraubenlinie,  welche  die  Hauptaxe  zur  Axe  hat  und  irgend  einen  Leit- 
Btrahl  berührt,  lauter  Leitstrahlen  sind  und  dass  durch  die  Schraubenlinie 
das  Nullsystem  und  sein  Strahlencomplex  bestimmt  sind.  Der  folgende 
Vortrag  beginnt  mit  der  Definition  des  Strahlensystems.  Ein  solches  heisst 
von  der  «'*"  Ordnung  und  A:^^"  Classe,  wenn  durch  einen  Punkt  m  Strahlen 
gehen  und  in  einer  Ebene  k  Strahlen  liegen.  Es  folgt  sofort,  dass  die 
gemeinschaftlichen  Leitstrahlen  von  zwei  Nullsystemen  ein  Strahlensystem 
erster  Ordnung  und  Classe  bilden,  dass  also  zwei  lineare  Strablencom- 
piexe  ein  Strahlensystem  erster  Ordnung  und  Classe  gemein  haben.  Seine 
Strahlen  sind  bezüglich  jeder  Regelfläche,  welche  durch  eine  seiner  Regel- 
schaaren  geht,  paarweise  reciproke  Polaren.     Es  ist  bestimmt  durch  vier^iC 
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willküriich  angenommene  Strahlen  und  wird  erzeugt  durch  zwei  in  ver- 
schiedenen  Ebenen  liegende  collineare  Systeme,  welche  die  Schnittlinie 
der  Ebene,  nicht  aber  jeden  Punkt  derselben  entsprechend  gemein  haben. 
Es  giebt  zwei  Gerade,  welche  jeden  Strahl  des  Systems  schneiden,  und 
jede  Gerade,  welche  jene  beiden  schneidet,  ist  ein  Strahl  desselben;  diese 
Geraden  heissen  die  „Axen'^  des  Systems.  Alle  Strahlen  des  Systems, 
welche  eine  Curve  zweiter  Ordnung  schneiden,  liegen  auf  einer  gerad- 
linigen FlSche  vierter  Ordnung,  welche  die  Axen  zu  Doppelpunktsgeraden 
hat;  dieselbe  kann  daher  auch  erzeugt  werden  durch  eine  Gerade,  welche 
an  zwei  windschiefen  Geraden  und  einem  Kegelschnitte  hingleitet.  Im 
12.  Vortrage  der  zweiten  Auflage  behandelt  der  Verfasser  dasselbe  Thema, 
wie  im  10.  der  ersten,  doch  in  anderer  Darstellung;  in  der  neuen  Auf- 
lage niacht  er  Gebrauch  von  den  vorher  constrnirten  Gebilden  des 
Strahlencomplexes  und  Strahlen  Systems;  er  beschäftigt  sich  hauptsAehlich 
mit  den  Erzeugnissen  collinearer  Strahlen btindel  und  den  Raumcurven 
dritter  Ordnung.  Hier  hat  der  Verfasser  (S.  92)  einen  Satz  nochmals 
bewiesen,  der  schon  in  der  I.  Abtheilung  (S.  109)  vorkommt,  dass  näm- 
lich eine  Regelschaar  und  ein  projectivisch  auf  sie  bezogener  Ebenen- 
bttschel  erster  Ordnung  eine  Raumcurve  dritter  Ordnung  erzeugen.  Im 
15.  Vortrage  folgt  zunächst  die  Erzeugung  des  Strahlensysteros  erster 
Ordnung  durch  collineare  Strahlenbündel;  dasselbe  ist  von  der  zweiten 
Classe,  wenn  die  Bündel  eine  Ebene  entsprechend  -gemein  haben,  und 
von  der  dritten  Classe,  wenn  sie  kein  Element  entsprechend  gemein 
haben.  Die  Mittelpunkte  aller  in  einem  solchen  System  vorkommenden 
Kegelflächen  liegen  auf  einer  Raumcurve  1^  dritter  Ordnung.  Das  Mittel, 
welches  zur  weiteren  Erforschung  des  Strahlen  Systems  erster  Ordnung 
angewendet  wird,  besteht  darin,  es  zu  einem  ebenen  System  in  projee- 
tivische  Verwandtschaft  zu  setzen  und  zwar  dadurch ,  dass  man  die  beiden 
das  Strahlensystem  erzeugenden  Bündel  reciprok  auf  ein  ebenes  System 
bezieht.  Jedem  Kegelschnitte  des  letzteren  ist  eine  geradlinige  Fläche 
F^  vierter  Ordnung  verwandt.  Aus  den  verwandtschaftlichen  Bezieh* 
ungen  ergiebt  sich  sofort,  was  übrigens  auch  aus  dem  Schlüsse  des 
11.  Vortrages  der  I.  Abtheilung  S.  115  folgt,  dass  zwei  nicht  concen- 
trische  projectivische  Ebenen büschel  zweiter  Ordnung  eine  geradlinige 
Fläche  vierter  Ordnung  erzeugen;  diese  hat  eine  Raumcurve  Ar*  dritter 
Ordnung  als  Doppelpuuktslinie.  Die  Strahlen  der  Fläche  sind  Sehnen 
von  k^  und  werden  aus  je  zwei  Punkten  dieser  Linie  durch  projecti- 
vische Ebenenbüschel  projicirt.  Man  kann  die  Fläche  F^  auch  mittelst 
einer  Linie  k^  dritter  Ordnung  und  einer  Kegelfläche  erzeugen,  deren  . 
Mittelpunkt  auf  k^  liegt;  nämlich  alle  Tangenten  der  Kegelfläche,  welche 
Sehnen  von  Ä*  sind,  liegen,  auf  einer  Fläche  F*.  Je  nachdem  die  Dop- 
pelpunktslinie 1^  eine  irreducible  Raumcurve  dritter  Ordnung  ist  oder  in 
einen  Kegelschnitt   und   eine  Gerade   oder  in   drei  Gerade   zerflillt,  hat 
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man  drei  Hanptarten  dieser  Fläche  zu  unterscheiden ;  der  ron  den  doppelt 
bertthrenden  Ebenen  gebildete  Büschel  ist  bei  der  ersten  Hanptart  ein 
irreducibler  Ebenenbüschel  dritter  Ordnung.  Bei  den  anderen  Haupt- 
arten serfilllt  er  in  zwei  Büschel  erster  und  zweiter  Ordnung  oder  in 
drei  Büschel  erster  Ordnung.  Jede  Fläche  der  ersten  Hauptart  besteht 
aus  allen  Strahlen  eines  linearen  Strahlencomplexes,  welche  Strahlen  der 
irreducibeln  Doppelpunktscurve  sind.  Der  synthetische  Beweis  dieses 
von  Clebsch  (Mathem.  Ann,  Bd.  U)  gegebenen  Satzes  rührt  von 
Herrn  Richard  Krause  her  („lieber  ein  specielles  Gebüsch  von  Flächen 
zweiter  Ordnung*',  Inauguraldissert.,  Strassburg  1879). 

Die  Vorträge  16,  17,  18  behandeln  die  geometrischen  Verwandt- 
schaften des  zweiten  Grades,  die  ineinander  liegenden  collinearen  Systeme, 
die  involutorischen  Systeme  in  der  Ebene  und  im  Räume  und  die 
Strahlencömplexe  zweiten  Grades. 

Projicirt  man  aus  irgend  zwei  Punkten  einer  Raumcurve  dritter  Ord- 
nung das  Secantensystem  derselben  durch  zwei  collineare  Strahlenbündel 
und  bezieht  reciprok  auf  diese  ein  ebenes  System  2*^,  so  ist  jedem  Funkte 
von  S^  diejenige  Sehne  der  Raumcurve  zugeordnet,  in  welcher  sich  die 
dem  Punkte  entsprechenden  Ebenen  der  collinearen  Bündel  schneiden. 
Schneidet  man  dann  das  Secantensystem  der  Raumcurve  durch  eine  Ebene 
£  und  ordnet  jeder  Secante  ihren  Schnittpunkt  mit  2^  zu,  so  sind  £  und 
2j  in  einer  geometrischen  Verwandtschaft  zweiten  Grades.  Diesen  in  der 
ersten  Auflage  eingeschlagenen  Weg  zur  Einführung  der  quadratischen 
Verwandtschaft  hat  die  zweite  Auflage  verlassen  und  dafür  den  folgen- 
den gewählt:  Man  bezieht  ein  ebenes  System  2  reciprok  auf  zwei  andere 
2|  und  £^y  die  in  derselben  Ebene  liegen,  und  ordnet  jedem  Punkte 
von  £  den  Schnittpunkt  der  verwandten  Geraden  in  2^  und  2^  ^^>  ^"^ 
ebenso  jeder  Geraden  von  £  die  Verbindungslinie  der  entsprechenden 
Punkte  in   Z^  und  £^. 

Eine  andere  quadratische  Verwandtschaft  erhält  man,  wenn  man  die 
Systeme  £,  2^,  2^  collinear  aufeinander  bezieht  und  jedem  Punkte  von 
2  die  Verbindungslinie  der  entsprechenden  Punkte  von  2^  und  2^,  jeder 
Geraden  von  2  den  Schnittpunkt  der  entsprechenden  Geraden  zuordnet. 

Nur  auf  die  erstere  wird  näher  eingegangen;  die  zweite  hat  Referent 
in  der  Abhandlung  „Ueber  eine  reciproke  Verwandtschaft  zweiten  Grades'* 
im  79.  Bande  des  Cr  eil  ersehen  Journals  behandelt. 

Als  Beispiele  quadratischer  Verwandtschaften  werden  noch  folgende 
hinzugefügt : 

Ein  Strahlensystem  erster  Ordnung  und  Classe  wird  von  zwei  belie- 
bigen Ebenen  in  quadratisch  verwandten  Punktsystemen  geschnitten. 

Ein  Ebenenbündel  zweiter  Ordnung  wird  von  je  zwei  seiner  Ebenen 
in  quadratisch  verwandten  Strahlen  Systemen  geschnitten,  -yu-^u^y  ^^OOglC 
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Ordnet  man  in  einem  ebenen  Folarsjstem  jedem  Strahl  den  ihm 
conjugirten  Normalstrahl  zn,  so  erhält  man  zwei  quadratisch  verwandte 
ebene  Strablensjsteme  in  involntorischer  Lage. 

Zwei  collineare  Systeme  können  involntorische  Lage  haben,  je  zwei 
zugeordnete  Punkte  liegen  mit  dem  Involutionscentrum  in  einer  Geraden 
und  sind  durch  dieses  und  die  Involutionsebene  harmonisch  getrennt; 
auf  letzterer  schneiden  sich  je  zwei  zugeordnete  Ebenen.  Diese  schon 
von  Möbius  in  den  Berichten  der  sächsischen  Gesellschaft  der  Wissen- 
schaften (25.  October  1856)  unter  dem  Titel:  „Theorie  der  coUinearen 
Inyolution  von  Pnnktepaaren  in  der  Ebene  und  im  Baume  ^'  aufgestellte 
Verwandtschaft  lässt  sich,  wie  Referent  gezeigt  hat  (Crelle^s  Journal, 
Bd.  86,  „Zur  Theorie  der  Kegelschnitte'*)  in  einfacher  Webe  zu  einer 
elementaren  Theorie  der  Kegelschnitte  verwerthen.  Man  kann  leicht  eine 
solche  Verwandtschaft  herstellen,  dass  zwei  Kegelschnitten,  welche  zwei 
oder  vier  imaginäre  Schnittpunkte  haben,  zwei  Kreise  verwandt  sind,  und 
dadurch  die  Polareigenschaften  eines  Kreisbfischels  auf  ein  Kegelschnitt- 
btischel  übertragen. 

Im  19.  und  20.  Vortrage  wendet  sich  der  Verfasser  zu  den  Flächen- 
büscheln,  den  Raumcurven  vierter  Ordnung  und  der  projecti vischen  Be- 
ziehung der  Flächenbüschel.  „Die  allgemeinen  Sätze  des  Strahlencom- 
plexes  gewinnen  an  Anschaulichkeit  und  Bedeutsamkeit,  wenn  wir  sie  bei 
der  Untersuchung  der  Flächen  zweiter  Ordnung  zu  Grunde  legen/*  Diese 
Worte  des  Verfassers  am  Anfange  des  16.  Vortrages  der  ersten  Auflage 
charakterisiren  den  Unterschied  zwischen  dem  18.  und  19.  Vortrage  der 
zweiten  Auflage.  Während  im  ersten  die  allgemeinen  Gesetze  der 
Strablencomplexe  zweiten  Grades  untersucht  werden,  beschäftigt  sich  der 
andere  mit  ihrer  Anwendung  auf  Flächen  zweiter  Ordnung,  Nach  den 
Untersuchungen  allgemeiner  Natur,  die  dem  Verstandniss  nicht  selten 
mancherlei  Schwierigkeiten  bieten,  welche  nicht  immer  durch  eine  ein- 
gehendere Ausführung  gehoben  werden ,  die  der  Leser,  bei  der  dem  Ve^ 
fasser  eigenen  Art  möglichst  knapper  Behandlung,  durch  wiederholte 
Ueberlegung  überwinden  muss,  findet  die  Anschauung  bei  den  Betrach* 
tungen  der  Oberflächen  zweiter  Ordnung  wieder  sichern  Boden.  Die 
Beziehung  zum  Strahlencomplex  zweiten^  Grades  wird  durch  folgende 
Sätze  vermittelt:  „Zwei  räumliche  Polarsysteme  bestimmen  im  Allgemeinen 
einen  Strahlencomplex  zweiten  Graden;  derselbe  enthält  jede  Gerade,  deren 
zwei  Polaren  sich  schneiden,  und  ist  in  jedem. der  beiden  Polarsysteme 
sich  selbst  zugeordnet,  indem  die  Polaren  jedes  Complexstrahles  wieder 
Complexstrahlen  sind.**  „Werden  zu  zwei  gegebenen  räumlichen  Polsr 
Systemen  alle  diejenigen  Polarsysteme  construirt,  von  denen  jedes  mit 
einem  der  übrigen  oder  der  gegebenen  denselben  Strahlencomplex,  wie 
die  beiden  gegebenen  bestimmt,  so  bilden  die  Ordnungsfiächen  der  Polar- 
systeme einen  Büschel  oder  eine  Schaar  von  Flä^lw^^f^l[fiÜer.QrÄnung." 
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Die  Schnittcarve  zweier  Flächen  zweiter  Ordnung  ist  eine  ßaumcurve 
vierter  Ordnung,  durch  welche  sich  unendlich  viele  Flächen  zweiter 
Ordnung  legen  lassen.  Alle  Sehnen  derselben,  welche  von  einer  festen 
Sehne  ausserhalb  der  Curve  geschnitten  werden,  bilden  eine  Regelschaar 
oder  eine  Kegelfläche,  deren  Mittelpunkt  ein  Hauptpunkt  des  Strahlen- 
complexes  oder  eine  Ecke  des  gemeinschaftlichen  Poltetraeders  ist.  Da 
zwei  Raumcurven  vierter  Ordnung  höchstens  acht  gemeinschaftliche  Punkte 
haben ,  so  können  auch  drei  beliebige  Oberflächen  zweiter  Ordnung  sich  in 
höchstens  acht  Punkten  schneiden ;  durch  neun  Punkte  ist  eine  Oberfläche 
zweiter  Ordnung  bestimmt.  —  Uebergehend  zu  den  projectivischen  Eigen- 
schaften der  Büschel  von  Flächen  zweiter  Ordnung  (F^- Büschel),  gelangen 
wir  zu  dem  Satze  (S.  155):  ,, Diejenigen  Geraden,  welche  den  Punkten 
einer  beliebigen  Geraden  g  conjugirt  sind  hinsichtlich  des  F'- Büschels, 
bilden  eine  zu  g  projectivische  Eegelfläche  zweiter  Ordnung  oder  Regel- 
schaar. Im  ersteren  Falle  liegen  auf  der  Kegelfläche  zweiter  Ordnung 
auch  die  Polaren  von  g  hinsichtlich  der  Flächen  des  Büschels;  im  letzteren 
Falle  sind  die  Polaren  von  g  Leitstrahlen  der  Regelschaar.**  Der  letzte 
Theil  des  Satzes  findet  sich  auf  der  folgenden  Seite  noch  einmal.  Aber 
es  sind  nicht  die  Bedingungen  angegeben,  unter  denen  die  conjugirten 
Geraden  der  Punkte  von  g  eine  Kegelfläche  bilden;  auch  ist  Nichts 
gesagt  über  die  Vertheilung  derjenigen  Geraden  im  Räume,  denen  solche 
Kegel  der  conjugirten  Geraden  ihrer  Punkte  zugehören.  Bekannt  ist 
darüber  eine  Bemerkung  von  Sturm  (vergl.  Synthetische  Untersuchungen 
über  Flächen  dritter  Ordnung,  S.  36);  worin  er  zeigt,  dass  in  einer 
Ebene  durch  jeden  Punkt  sich  nur  zwei  solche  Gerade  ziehen  lassen. 
£s  lässt  sich  aber  direct  nachweisen,  dass  zwei  von  diesen  Geraden  einer 
Ebene  durch  alle  übrigen  in  projectivischen  Punktreihen  geschnitten 
werden,  dass  also  alle  Geraden  einer  Ebene,  deren  Polarhyperboloide  in 
Kegel  degeneriren,  einen  Kegelschnitt  einhüllen.  Ueber  die  Vertheilung 
dieser  Geraden  im  Räume  giebt  uns  aber  der  vorhin  angeführte  Salz  des 
19.  Vortrages  Auskunft;  alle  Gerade,  deren  Polarhyperboloide  iu  Kegel 
degeneriren,  erfüllen  einen  Strahlencomplex  zweiten  Grades.  Alle  Strahlen 
desselben,  die  durch  einen  Punkt  gehen,  liegen  auf  einer  Kegelfläche; 
alle  in  einer  Ebene  liegende  Strahlen  des  Complexes  bilden  einen  Strahlen- 
btischel  zweiter  Ordnung  (S.  136).  Diese  aus  den  Eigenschaften  des 
Complexes  abgeleiteten  Sätze,  die  aber  im  Anscbluss  an  den  genannten 
Satz  auf  S.  155  hätten  hervorgehoben  werden  können,  beantworten  die 
gestellte  Frage  vollständig.  Vielleicht  wäre  noch  anzuführen,  dass  jeder 
Kegelschnitt,  dessen  Tangenten  solche  Gerade  sind,  deren  Polarhyper- 
boloide in  Kegel  ausarten,  die  vier  Ebenen  des  gemeinschaftlichen  Pol- 
tetraeders berühren;  dass  ferner  jede  Erzeugende  der  im  Flächenbüschel 
vorkommenden  vier  Kegelflächen  zu  jenen  Geraden  gehört.  Diese  Gera- 
den  haben    aber   noch    eine   andere   wichtige   Eigenschaft^  ^,41^  ^nij^gend^lg 
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erwähnt  wird.  Sie  lassen  sich  in  einer  solchen  Art  projectirisch  auf  das 
/*'- Büschel  beziehen,  dass,  wenn  den  Punkten  Ä  und  B  die  Flächen  fi 
und  E^  entsprechen  9  die  Polarebenen  von  Ä  nach  B'^  und  von  B  nach 
Ä^  zusammenfallen.  In  dieser  Eigenschaft  der  „gemischten  Polarebene" 
ist  aber  das  Fundament  für  die  Polaren theorie  der  Oberflächen  dritter 
Ordnung  enthalten.  Auf  letztere  führt  schon  der  Schlusssatz  des  Vor- 
trages: „Ein  Büschel  von  Flächen  zweiter  Ordnung  erzengt  mit  einem 
zu  ihm  projecti vischen  Ebenenbüschel  erster  Ordnung  eine  Fläche  dritter 
Ordnung.'* 

Aus  dem  Umstände,  dass  die  Normalen  einer  Fläche  zweiter  Ord- 
nung und  die  Axen  aller  auf  der  Fläche  enthaltenen  Kegelschnitte  einen 
tetraedralen  Strahlen complex  bilden,  dessen  Strahlen  von  den  Ebenen 
des  Haupttetraeders  in  projectivischen  Punktreihen  geschnitten  werden, 
folgt  neben  anderen  Eigenschaften  der  Hauptsatz:  „Zu  einem  gegebenen 
Axencomplex  lassen  sich  unendlich  viele  Flächen  zweiter  Ordnung  con* 
struiren;  oder  es  giebt  unendlich  viele  Flächen  zweiter  Ordnung ,  welche 
dieselben  Axen  besitzen ,  wie  eine  gegebene."  Unter  den  Flächen  zweiter 
Ordnung,  denen  ein  bestimmter  Axencomplex  zukommt,  werden  beson- 
ders zwei  Oruppen  betrachtet,  die  „coaxialen  und  homothetischen"  oder 
die  „ähnlichen,  concentrischen  und  ähnlich  liegenden'*  und  die  „con* 
focalen'*.  Zwei  Flächen,  denen  derselbe  Axencomplex  zukommt,  heissen 
homothetisch,  wenn  je  zwei  Durchmesser,  welche  parallelen  Ebenen  in 
Bezug  auf  die  beiden  Flächen  conjugirt  sind,  zusammenfallen.  Nennt 
man  denjenigen  Punkt,  in  welchem  eine  Axe  einer  Fläche  zweiter  Ord' 
nung  von  der  zu  ihr  senkrechten  conjugirten  Ebene  geschnitten  wird, 
einen  „Fusspunkt"  der  Axe,  welcher  Name  davon  herrührt,  dass  der 
Schnittpunkt  einer  Normale  mit  der  zu  ihr  senkrechten  conjugirten  Ebene 
der  Fusspunkt  der  Normale  ist,  so  giebt  es  unter  den  Flächen  zweiter 
Ordnung,  denen  derselbe  Axencomplex  zukommt,  unendlich  viele,  Ar 
welche  alle  Axen  dieselben  Fusspunkte  haben;  sie  heissen  „confocale" 
Flächen  und  bilden  eine  Flächen schaar.  Die  Axe  eines  Ebenenbüschels, 
von  welchem  je  zwei  zu  einander  rechtwinklige  Ebenen  conjugirt  in  Besag 
auf  eine  Fläche  zweiter  Ordnung  sind,  heisst  eine  „Focalaxe"  der 
Fläche  zweiter  Ordnung  und  jede  Focalaxe  einer  Fläche  zweiter  Ord- 
nung ist  eine  gemeinschaftliche  Focalaxe  aller  zur  ersten  confocalen 
Flächen.  Die  Focalaxen  einer  Schaar  confocaler  Flächen  sind  identisch 
mit  den  Geraden,  die  auf  den  confocalen  Flächen  liegen.  Neu  eingeföhrt 
ist  der  Begriff  des  „  Focalkegelschnitts  **  und  des  „  Focalpunktes '*.  Om 
zu  ihm  zu  gelangen ,  bringt  man  mit  einer  Symmetrieebene  der  confocalen 
Flächen  jede  Ebene  und  den  ihr  conjugirten  Normalstrahl,  d.  h.  den 
durch  den  Pol  der  Ebene  zu  ihr  senkrechten  Strahl  zum  Durchschnitt; 
dadurch  erhält  man  auf  der  Sjmmetrieebene  die  zugeordneten  Elemente 
eines    ebenen   Polarsvstems.     Die  Ordnungscurve    desselben    heisst  der 
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„Focalkegelschnitt"  und  jeder  Pankt  desselben  ein  ,,Focalpunkt**  der 
eonfocalen  Flächen.  Die  confocalen  Flächen  zweiter  Ordnung  hahen 
zwei  und  nar  zwei  reelle  Focalkegelschnitte.  Jeder  derselben  wird  aus 
den  Punkten  des  andern  durch  Rotationskegelflächen  projicirt. 

Im  24.,  25.,  26.  Vortrage  wird  die  Theorie  der  Flächen  und  ehenen 
Curven  dritter  Ordnung  entwickelt,  leider  nicht  in  dem  Umfange,  den 
dieselbe  beanspruchen  könnte.  Es  fehlt  vollständig  die  Ableitung  der 
Polareigenschaften,  welche  doch  der  ganzen  Theorie,  wie  bei  den  Gebil- 
den zweiter  Ordnung,  das  Hauptinteresse  und  die  Anwendungsfähigkeit 
auf  Gebilde  höherer  Ordnungen  sichern.  Bis  jetzt  hat  allerdings  eine 
rein  geometrische  Polarentheorie  der  Flächen  dritter  Ordnung  gefehlt; 
doch  hat  kürzlich  Herr  Professor  Stu  rm  (Greuels  Journal,  „Zur  Theorie 
der  Flächen  dritter  Ordnung*',  Band  88  Heft  3)  eine  vom  Referenten 
(Zeitschr.  f.  Math.  u.  Phys.,  Bd.  21  S.  436)  für  ebene  Curven  dritter  Ord- 
nung aufgestellte  rein  geometrische  Polarentheorie  auf  Flächen  dritter 
Ordnung  ttbertragen.  Im  Verlaufe  der  Besprechung  wird  sich  übrigens 
noch  Gelegenheit  finden,  auf  diesen  Gegenstand  zurückzukommen. 

Die  Fläche  dritter  Ordn.  wird  auf  die  Grassm an n'sche  Art  (Cr eile's 
Jonmal,  Bd.  49)  erzeugt  durch  drei  beliebige  nicht  concentrische  col- 
lineare  Strahlenhündel,  deren  homologe  Ebenen  sich  auf  ihr  schneiden; 
jeder  Punkt  der  Fläche  kann  zum  Mittelpunkte  von  einem  der  coUinearen 
Bündel,  welche  die  Fläche  erzeugen,  gemacht  werden.  Aus  den  Eigen- 
schaften der  beiden  auf  der  Fläche  Hegenden  Systeme  von  Raumcurven 
ergiebt  sich  der  Begriff  der  Polare  eines  Punktes  der  Fläche.  Zieht  man 
nämlich  von -einem  beliebigen  Punkte  6"  der  Fläche  an  jede  Raumcurve 
des  ersten  Systems  eine  Sehne  und  bestimmt  auf  ihr  denjenigen  Punkt, 
welcher  zu  S  bezüglich  der  Raumcurve  conjugirt  ist,  so  erfüllen  alle  so 
gefundenen  Punkte  eine  Fläche  zweiter  Ordnung,  welche  die  Fläche 
dritter  Ordnung  harmonisch  von  S  trennt.  Sie  heisst  die  erste  Polare 
von  5.  Die  Eigenschaften  der  auf  F^  liegenden  Raumcurven  geben  eine 
sehr  wichtige  Erweiterung  dieses  Satzes,  von  der  bis  jetzt  noch  wenig 
Gebrauch  gemacht  ist,  Sie  heisst:  ,,Die  sämmtlichen  Punkte,  welche 
durch*  je  zwei  Punkte  der  Fläche  F^  von  einem  ausserhalb  gelegenen 
Pnnkte  P  harmonisch  getrennt  sind,  liegen  auf  einer  zweiten  Fläche 
dritter  Ordnung.*'  In  der  schon  vorher  genannten  Abhandlung  hat  Herr 
Prof.  Sturm  diesen  Satz  benutzt,  um  zu  beweisen,  dass  die  Satellit- 
üäche  eines  Punktes  bezüglich  einer  Fläche  dritter  Ordnung  die  erste 
Polarfläche  des  Punktes  längs  einem  Kegelschnitte  berührt,  der  in  der 
Polarebene  des  Punktes  liegt.  Jener  Satz  hat  aber  eine  weiter  reichende 
Bedeutung,  da  er  zum  Fundamentalsatze  der  Polarentheorie  gemacht 
werden  kann,  wie  Referent  an  anderer  Stelle  näher  nachweisen  wird. 

Jedem  Punkte  P  ist  nämlich   durch  diesen  Satz  eine  Fläche  P  ^Kr^T/^ 
Polfläche  zugewiesen   und  die  jedem  Punkte  dieser  Fläche  zugeordnete  5 
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Polfläche  muss,  wie  sofort  ans  der  Entstehung  sich  ergiebt,  darch  P 
gehen.  Liegt  P  auf  der  Fundamentalfläche  1"*,  so  zerfällt  f*  in  die 
Berührungsebene  durch  P  und  in  die  vorher  genannte  erste  Polarfl&che 
P*  von  P.  Eine  Gerade  durch  P  schneide  F^  noch  in  0  und  B;  die  den 
Punkten  P  und  Q  zugeordneten  Polflächen  zerfallen  in  die  Berührungs- 
ebenen und  in  die  Flächen  zweiter  Ordnung  P*  und  0^^  die  ersten  Polar- 
flächen von  P  und  Q.  Sie  schneiden  sich  in  einer  Raumcurve  q^  vierter 
Ordnung,  durch  welche  auch  die  dem  Punkte  R  zugeordnete  Fläcbe, 
welche  aus  der  Berührungsebene  und  der  Polarfläche  Ji^  besteht,  geben 
muss.  Denn  ist  A  ein  beliebiger  Punkt  von  q\  und  wird  F^  von  den 
Geraden  JPj  AQy  AR  noch  in  PiP2i  OtO^y  B^R^  geschnitten,  so  liegen 
diese  Punkte  auf  einem  Kegelschnitte,  in  Bezug  auf  welchen  A  und  PQR 
Pol  und  Polare  sind,  da  APP^P^  und  AQQ^Q^  harmonische  Punkte  sind; 
also  sind  auch  AR  R^R^  harmonisch  und  die  dem  Punkte  A  zugewiesene 
Fläche  muss  durch  Ry  also  umgekehrt  R^  durch  A^  also  durch  q^  gehen. 
Eine  zweite  Gerade  durch  P  treffe  F^  in  QqRq\  die  ersten  Polaren  O^R^ 
dieser  Punkte  schneiden  sich  in  einer  auf  P^  liegenden  Raumcurve  ^^ 
vierter  Ordnung;  die  beiden  Curven  q^  und  q^  haben  acht  gemeinschaft- 
liche Punkte  5j5jj...5g;  sie  sind  die  Pole  der  Ebene  PQROof^o  ^^^ 
diese  ist  die  Polarebene  eines  jeden  von  ihnen.  Die  dem  Punkte  S^ 
zugewiesene  Polfläche  Sj^  schneidet  F^  in  der  Curve  dritter  Ordnung,  in 
welcher  F^  von  der  Ebene  PQRQ^R^  getroffen  wird;  die  Flächen  P 
und  S^  schneiden  sich  in  einer  Curve  dritter  Ordnung  und  daher  noch 
in  einer  Raumcurve  sechster  Ordnung,  durch  welche  sich  eine  Fläche  S^ 
zweiter  Ordnung  legen  lässt  (Sturm,  Flächen  dritter  Ordnung,  S.  197); 
diese  ist  die  erste  Polarfläche  von  Sj.  Somit  ist  der  Begriff  der  ersten 
Polarfläche  eines  beliebigen  Punktes  abgeleitet. 

Dem  24.  Vortrage  über  Flächen  dritter  Ordnung  folgt  derjenige  über 
die  ebenen  Curven  dritter  Ordnung.  Der  Verfasser  bat  hier  den  gewöhn- 
lichen Gang,  den  er  bei  den  Kegelschnitten  selbst  eingeschlagen,  ver- 
lassen ,  nämlich  von  den  Gebilden  der  Ebene  zu  denen  des  Raumes  anf* 
zusteigen;  ein  Grund  hierfür  mag  wohl  der  sein,  dass  er  die  Eigenschaften 
der  Oberflächen  dritter  Ordnung  brauchte,  um  folgende  Fundamental- 
sätze aus  der  Theorie  der  ebenen  Curven  zu  beweisen:  „Dnrch  nenn 
beliebige  Punkte  lässt  sich  im  Allgemeinen  nur  eine  Curve  dritter  Ord- 
nung legen ;  zwei  Curven  dritter  Ordnung  schneiden  sich  in  neun  Punk- 
ten/* Cremona  stellt  den  zweiten  Theil  dieses  Satzes  als  Grundsatz  auf; 
synthetisch  bewiesen  sind  jene  Sätze  zum  ersten  Male  wohl  von  Herrn 
Kortum  im  Jahre  1861  in  seiner  fast  gar  nicht  bekannt  gewordenen  Disser- 
tation: „De  proprietaiibus  curvarum  iertii  oräinis  synihetica  methodo  deductis'^- 
darauf  von  Reye  in  der  Geometrie  der  Lage  S.  208  —  212,  von  Mili- 
nowski  (Zeitschr.  f.  Math.  u.  Phys.,  23.  Jahrg.  5.  Heft  S.  343,  und 
21.  Jahrg.  6.  Heft  S.  427)  und  von  Schur  (Zeitschr.  f.  Math.  u.  Phys., 
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24.  Jahrg.  2.  Heft  S.  119).  Bei  allen  Beweisen  kommt  es  darauf  an,  zn 
zeigen,  dass  eine  Curve  dritter  Ordnung,  welche  auf  die  Chasles'sche 
Alt  dnrch  ein  Kegelschnitthttschel  und  ein  projectivisches  Strahlenbüschel 
erzeugt  ist,  auf  unendlich  viele  Arten  durch  zwei  solche  Büschel  erzeugt  - 
werden  kann  und  dass  dabei  von  den  fünf  Grundpunkten  der  Büschel 
vier  beliebig  auf  der  Curve  gewählt  werden  können.  Herr  Prof.  Heye 
beweist  das  Letztere,  indem  er  die  Curve  dritter  Ordnung  als  Schnitt 
einer  Fläche  dritter  Ordnung  behandelt;  die  übrigen  Beweise  stützen  sich 
nur  auf  Betrachtungen  in  der  Ebene.  Mittels  dieses  Satzes  wird  im 
26.  Vortrage  nachgewiesen ,  dass  es  auf  der  Fläche  dritter  Ordnung  27 
Gerade  giebt;  ihre  Eigenschaften  ergeben  sich  durch  Abbildung  der 
Fläche  auf  eine  Ebene.  Diese  Abbildung  wird  dadurch  gewonnen,  dass 
man  drei  collineare  Strahlenbündel,  welche  die  Fläche  dritter  Ordnung 
erzeugen,  reciprok  auf  ein  ebenes  System  bezieht;  jedem  Funkte  der 
Fläche  entspricht  ein  einziger  Punkt  des  Systems.  Schneiden  sich  drei 
homologe  Ebenen  der  Bündel  in  einer  Geraden ,  so  entspricht  dieser  ein 
Punkt  des  Systems,  welcher  ein  „Hauptpunkt  desselben  heisst.  Da  es 
nur  sechs  Hauptpunkte  giebt,  so  giebt  es  nur  sechs  Gerade,  in  denen 
sich  drei  homologe  Ebenen  treffen.  Die  sechs  Hauptpunkte  liegen  nicht 
auf  einem  Kegelschnitte,  daher  lassen  sich  sechs  Kegelschnitte  durch  je 
fünf  dieser  sechs  Punkte  legen;  jedem  entspricht  auf  der  Fläche  dritter 
Ordnung  eine  Gerade;  ebenso  den  15  Seiten  des  von  den  sechs  Haupt- 
punkten gebildeten  Sechsecks;  also  giebt  es  27  Gerade  auf  F^,  Dieser 
Beweis  ist  einfach;  ein  von  Herrn  Sturm  in  der  schon  citirten  Abhand- 
lung als  Ergänzung  eines  Beweises  in  den  ,,  Synthetischen  Untersuchungen 
über  Flächen  dritter  Ordnung'*  gegebener  Beweis  übertrifft  ihn  wohl  an 
Kürze,  benutzt  aber  den  Satz,  dass  zwei  Curven  von  den  Ordnungs- 
zahlen 3  und  6  sich  in  18  Punkten  schneiden.  Dieser  ist  aber  bei  der 
angewendeten  Erzeugung  dieser  Curven  rein  geometrisch  nicht  bewiesen. 

Von  den  27  Geraden  werden  neben  den  St  ein  er' sehen  Sätzen  auch 
diejenigen  über  Schlaefli's  Doppelsechse  entwickelt. 

Von  den  bekannten  Erzeugungsarten  werden  nur  die  erste  Stei- 
ner'sehe  und  (Uq  August 'sehe  (Sturm,  Synthetische  Untersuchungen, 
S.  1  und  44)  nicht  besprochen.  Bei  der  ersten  ergiebt  sich  der  Nach- 
weis der  27  Geraden  auf  der  Fläche  dritter  Ordnung  sehr  einfach  un- 
mittelbar aus  der  Erzeugungsart  ohne  Zuhilfenahme  einer  Abbildung.  Die 
vierte  Stein  er' sehe  Erzeugungsart,  die  sich  als  specieller  Fall  der 
6  ras  8  mann 'sehen  ergiebt,  wird  im  27.  Vortrage  besprochen.  Dieser 
bandelt  von  dem  Flächenbündel  zweiter  Ordnung,  welches  durch  drei 
Flächen  zweiter  Ordnung  bestimmt  ist.  Einem  beliebigen  Punkte  P  ist 
Unsichtlich  des  Bündels  ein  Punkt  P  conjugirt;  den  Punkten  einer 
Geraden  sind  die  Punkte  einer  cubischen  Raumcurve  conjugirt;  den 
Punkten   einer  Ebene  q>  sind  hinsichtlich  des  Bündels  die  Punkte  einer jTp 
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Fläche  F^  dritter  Ordnung  conjngirt,  auf  welcher  anch  die  Pole  Ton  9 
besüglich  aller  Flächen  des  Bündels ,  sowie  die  Mittelpunkte  aller  in  ihm 
enthaltenen  Eegelflächen  liegen.  Die  letzteren  liegen  auf  einer  Baum- 
eurve  sechster  Ordnung,  der  Kerncurve  des  Bündels.  Jedem  Punkte 
derselben  ist  hinsichtlich  des  Bündels  eine  Gerade,  „Doppelsehne",  con* 
jugirt,  welche  die  Kerncurve  in  drei  Punkten  schneidet;  durch  jeden 
Punkt  derselben  gehen  drei  Doppelsehnen.  —  Von  speciellen  F*- Bün- 
deln wird  nur  derjenige  untersucht,  dessen  FlSchen  eine  Gerade  gemein 
haben. 

Grössere  Wichtigkeit  hat  aber  ein  anderer,  der  sich  auf  folgende 
Art  herstellen  lässt.  Es  seien  A^  und  B^  zwei  Flächen  zweiter  Ordnung 
und  g  eine  solche  Gerade,  dass  ihr  Polarhjperholoid  in  einen  Kegel 
degenerirt;  A  und  B  seien  bezüglich  des  Büschels  {A^B^)  die  conjugirten 
Punkte  der  reciproken  Polaren  von  g  nach  A^  und  B^,  Ausserhalb  g,  sei 
C  ein  beliebiger  Punkt,  a  und  ß  seien  seine  Polarebenen  bezüglich  A^  und 
B^y  und  C^  sei  eine  Fläche  zweiter  Ordnung,  in  Bezug  auf  welche  A  und 
tf,  B  und  ß  Pol  und  Polarebene  sind.  Dann  degeneriren  auch  die  Polar- 
hjperboloide  von  AC  nach  {A^C^)  und  BC  nach  (B^C^)  in  Kegel  und  der 
Bündel  {A^B^C^  lässt  sich  projectivisch  auf  die  Ebene  {AßC)  so  bezieheD{ 
dass  jedem  in  ihm  vorkommenden  Büschel  eine  solche  Gerade  zugeordnet 
ist,  dass  ihr  Polarhjperboloid  in  einen  Kegel  ausartet  und  dass,  wenn 
P  und  Q  die  den  Flächen  P^  und  Q^  entsprechenden  Punkte  sind,  die 
Polarebenen  von  P  nach  Q^  und  von  Q  nach  P^  zusammenfallen.  Der 
so  construirte  Bündel  gehört  dem  Polargebüsch  der  ersten  Polarfläcbe 
einer  Oberfläche  dritter  Ordnung  an. 

Mit  dem  „Gebtisch*',  seinen  projecti vischen  Beziehungen  auf  ein 
räumliches  System  und  der  Steine  raschen  Fläche  vierter  Ordnung  be- 
schäftigt sich  der  28.  Vortrag.  Vier  Flächen  zweiter  Ordnung  bestimmen 
ein  Gebüsch;  nämlich  je  zwei  Flächen,  welche  mit  drei  der  gegebenen 
in  einem  Bündel  liegen,  bestimmen  mit  der  vierten  einen  neuen  Bündel, 
dessen  sämmtliche  Flächen  dem  Gebüsch  angehören.  Dieses  enthält  also 
jeden  Büschel,  welcher  irgend  zwei  seiner  Flächen  verbindet,  und  jeden 
Bündel,  welcher  durch  drei  seiner  Flächen  gelegt  ist.  Weist  man  jeder 
Fläche  des  Gebüsches  die  Polarebene  eines  festen  Punktes  P  als  ent- 
sprechende zu,  so  ist  das  Gebüsch  auf  ein  räumliches  System  £  projec*. 
tivisch  bezogen.  Jeder  Gruppe  von  acht  Punkten,  in  welcher  drei  belie- 
bige Flächen  des  Gebüsches  sich  schneiden  und  die  „associirte*^  Punkte 
genannt  werden,  entspricht  ein  Punkt  des  Systems  £,  Da  zwei  Punkte 
in  einer  Geraden  liegen,  so  liegen  zwei  Gruppen  associirter  Punkte  auf 
einer  Raumcurve  vierter  Ordnung, 

Diejenigen  Punkte,  welche  paarweise  hinsichtlich  des  Gebfischei 
conjugirt  sind,  liegen  auf  einer  Fläche  A^^  vierter  Ordnung,  nach 
Jacob   Steiner  der   „Kemfläche*'  des  Gebüsches.     Den  Kegelflächen 
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des  Gebüschea  entsprecben  in  £  die  Berührnngsebenen  einer  Fläcbe  O^ 
yierter  Classe;  dieselbe  ist  eindeutig  auf  E^  bezogen,  indem  jeder  Be- 
rühniDgsebene  von  0^  der  Mittelpunkt  der  zugehörigen  EegelflSche  auf 
K^  entspricht.  Den  Punkten  von  A"^  entsprechen  in  £  die  Punkte  von 
(P4.  —  Jeder  Verbindungsgeraden  zweier  associirten  Punkte,  die  ein 
„Hauptstrahl'*  heisst,  entspricht  in  £  eine  Doppeltangente  von  0^  und 
da  acht  associirte  Punkte  28  Verbindungsgerade  haben,  so  bilden  die 
Doppeltangenten  der  Fläche  <Z>4  ein  Strahlensystem  28.  Ordnung  und  O^ 
ist  nach  Kummer' s  Bezeichnung  die  „Brennfläche*'  dieses  Systems,  d.  h. 
der  Ort  aller  Punkte  und  Ebenen,  für  welche  zwei  Strahlen  des  Systems 
zusammenfallen. 

Einer  im  /*^- Gebüsch  beliebig  angenommenen  Ebene  g)  entspricht 
im  System  £  eine  Fläche  F^  vierter  Ordnung,  die  St  ein  er' sehe  Fläche, 
welche  von  der  dritten  Classe  ist,  weil  durch  eine  Gerade  l  sich  nur 
drei  Berührungsebenen  an  die  Fläche  legen  lassen,  die  denjenigen  drei 
Flächen  F*  des  dem  Ebenenbüschel  (/)  entsprechenden  Flächenbüschels 
entsprechen ,  welche  tp  berühren.  Der  Schnittlinie  von  <p  und  der  Kern* 
curve  AT^  entspricht  eine  Raumcurve  achter  Ordnung,  längs  welcher  die 
Stein  er' sehe  Fläche  von  der  Fläche  (D^  berührt  wird. 

Die  Ebene  <p  enthält  höchstens  drei  Hauptstrahlen ,  also  ist  das  von 
den  Hauptstrahlen  gebildete  Strahlensystem  von  der  dritten  Classe  und 
siebenten  Ordnung;  da  die  Schnittpunkte  dieser  drei  Hauptstrahlen  in  q) 
associirte  Punkte  sind,  so  entspricht  ihnen  ein  Punkt  0  von  F\  in  dem 
sieh  die  drei  Doppelpunktsgeraden  der  Fläche  schneiden ,  welche  den  drei 
Hauptstrahlen  von  q>  entsprechen;  0  ist  ein  dreifacher  Punkt  von  F\ 
Aus  ihm  wird  F^  durch  einen  Strahlenbtindel  projicirt,  welcher  auf  die 
Ebene  q>  quadratisch  bezogen  ist. 

Die  zwischen  dem  F^- Gebüsch  und  dem  System  £  aufgestellte  pro- 
jectivische  Beziehung  hat  sich  somit  höchst  fruchtbar  erwiesen,  indem  sie 
in  einfachster  Weise  die  Eigenschaften  des  Gebüsches  und  der  aus  ihm 
hervorgehenden  Flächen  herleiten  Hess.  Diese  Beziehung  führt  noch  zu 
anderen  Flächen  vierter  Ordnung,  denn  jeder  in  «S  angenommenen  Fläche 
L^  zweiter  Ordnung  entspricht  im  Gebüsch  eine  Fläche  vierter  Ordnung 
L\  Da  eratere  auf  unendlich  viele  Arten  durch  zwei  reciproke  Strahlen- 
bündel erzeugt  werden  kann,  so  kann  L*  durch  zwei  reciproke  F^- Bündel 
des  Gebüsches  erzeugt  werden. 

Zwei  projectivische  F^- Büschel  können  allemal  durch  ein  Gebüsch 
verbunden  werden;  ihnen  entsprechen  in  £  zwei  projectivische  Ebenen- 
bfiscbel,  welche  eine  Regelfläche  zweiter  Ordnung  erzeugen,  der  wieder 
eine  Fläche  vierter  Ordnung  entspricht,  das  Erzeugniss  der  projectivi- 
Bcben  F* -Büschel.  Schneidet  man  alle  Gebilde  durch  eine  Ebene,  so 
erhält  man  den  Satz:  „Zwei  projectivische  Kegelschnittbüschel,  die  in 
einer  Ebene  liegen,  erzeugen  eine  Curve  vierter  Ordnung;  dieselbe  kann  ^1^^ 
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auf  unendlich  viele  Arten  dnrch  zwei  projectivische  KegelschnittbüBcbel 
erzeugt  werden/'  Bemerkt  mnss  hierbei  werden,  dass  diese  Kegelscbnitt- 
büscbel  nicht  willkürlich  gewählt  werden  können,  sondern  dass  jeder 
Kegelschnitt  drei  feste  Paare  von  Punkten,  welche  die  Ecken  eines  V|>11- 
ständigen  Vierseits  bilden,  zu  coDJngirten  Punkten  haben  muss.  Die 
Grundpunkte  dieser  Kegelschnittbüschel  sind  entweder  die  Schnittpunkte 
homologer  Kegelschnitte  oder  die  Punkte,  in  denen  ein  dnrch  vier  solche 
Schnittpunkte  gelegter  Kegelschnitt  die  Curve  vierter  Ordnung  trifft. 

Der  allgemeine  Satz  heisst:  Ist  eine  Curve  vierter  Ordnung  durch 
zwei  projectivische  Kegelschnittbüschel  erzeugt,  so  kann  sie  auf  unend- 
lich viele  Arten  durch  projectivische  Büschel  erzeugt  werden;  die  vier 
Grundpunkte  des  einen  Büschels  und  einen  Grundpunkt  des  andern  kann 
man  beliebig  auf  der  Curve  wählen.  Zu  diesem  Satze  hat  also  die  pro- 
jectivische Beziehung  zwischen  dem  Gebüsche  und  dem  System  £  nicbt 
geführt;  einen  Beweis  desselben  sehe  man  in  dieser  Zeitschrift,  23.  Jahrg. 
2.  und  4.  Heft:  Milinowski,  Zur  synthetischen  Behandlung  der  ebenen 
Curven  vierter  Ordnung. 

Der  29.  Vortrag  behandelt  besondere  Fälle  des  F' -  Gebüsches ,  zu- 
nächst denjenigen,  in  welchem  alle  Flächen  desselben  einen  gemein- 
schaftlichen Punkt  A  haben.  In  diesem  Falle  bilden  die  Doppeltangenten 
von  <p4,  welche  den  Hauptstrahlen  durch  A  entsprechen,  ein  Strahlen- 
system zweiter  Classe;  der  Punkt  A  ist  ein  konischer  Knotenpunkt  der 
Kernfläche  und  sein  Tangentenkegel  ist  eine  Fläche  des  Gebüsches;  der 
Ebene  g>  des  Gebüsches  entspricht  im  System  £  eine  geradlinige  Fläche 
F^  dritter  Ordnung,  die  auch  durch  einen  Kegelschnitt  und  eine  projec- 
tivische Gerade  erzeugt  werden  kann.  —  Besprochen  werden  noch  die 
Fälle,  in  denen  alle  Flächen  zwei  und  drei  gemeinschaftliche  Punkte 
haben;  sind  im  letzteren  Falle  ABC  die  gemeinschaftlichen  Punkte,  so 
entsprechen  ihnen  im  System  E  drei  Punkte  A^B^Cy\  jedem  Punkte  der 
Ebene  ABC  entspricht  ein  Punkt  der  Ebene  A^B^C^]  die  beiden  Ebenen 
sind  quadratisch  ^verwandt. 

Unter  den  SpecialfKllen  des  Z*^- Gebüsches,  von  denen  mehrere  noch 
im  Anhange  untersucht  werden,  verdient  einer,  der  nicht  behandelt  ist, 
besonders  hervorgehoben  zu  werden.  Man  kann ,  wie  früher  S.  54  gezeigt 
ist,  drei  Flächen  -^,  ^*,  C^  zweiter  Ordnung  drei  Gerade  a,  6,  c  nnd 
ihre  Schnittpunkte  A  oder  (*c),  B  oder  (ac)»  ^  ^^^^  (^*)  ®^  zuordnen, 
dass  die  Polarhyperboloide  von  a  nach  dem  Büschel  (^C*),  von  h  nach 
(i4*C*),  von  c  nach  {j^  B^)  in  Kegel  degeneriren  und  dass  die  Polar- 
ebenen  von  A  nach  B*  und  von  B  nach  A^y  ebenso  von  A  nach  C^  nnd 
von  C  nach  A^  und  auch  von  B  nach  C*  und  von  C  nach  B^  zusammen* 
fallen.  Ist  nun  D  ein  beliebiger  Punkt,  der  nicbt  in  der  Ebene  ABC 
liegt,  sind  a,  j5,  y  seine  Polarebenen  nach  A^B^C^,  ist  />*  eine  Flache 
zweiter  Ordnung,  welche  A  und  a,  B  und  /5,  C  und  f' ^u^^Pbllind  Polar- 
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eboDe  bat,  so  sind  auch  die  Polarhyperboloide  von  AD  nach  (j^/>^),  von 
BD  nach  {B^D^)  und  von  CD  nach  (JC^  D^)  in  Kegel  ansgeartet.  Durch 
die  Zuordnung  von  A  und  A^^  B  und  5*,  C  und  C*,  D  und  /)*  sind  aber 
die  Funkte  des  Raumes  projectivisch  auf  die  Flächen  des  Gebüsches 
{A^B^C^D^)  so  bezogen,  dass  allen  Punkten  einer  Geraden  die  Flächen 
eines  Büschels  entsprechen,  dass  das  Polarhyperboloid  dieser  Geraden 
hinsichtlich  des  zugeordneten  Büschels  ein  Kegel  wird,  dass  ferner  allen 
Punkten  einer  Ebene  die  Flächen  eines  Bündels  entsprechen.  Ein  sol- 
ches Gebüsch  heisst  ein  „  Polargebüsch  *^  Unter  den  Flächen  jedes 
Büschels  desselben  giebt  es  drei,  welche  durch  die  homologen  Punkte 
gehen;  alle  Punkte,  welche  auf  ihren  entsprechenden  Flächen  liegen, 
erfüllen  also  eine  Fläche  F^  dritter  Ordnung,  welche  zu  dem  Gebüsche 
in  der  Beziehung  steht,  dass  ein  Punkt  und  die  ihm  entsprechende  Fläche 
Pol  und  Polarfläche  bezüglich  F^  sind. 

Einen  andern,  besonders  interessanten  Fall  lernen  wir  im  letzten, 
30.  Vortrage  kennen,  welcher  die  Theorie  des  Strahlensystems  zweiter 
Ordnung  zweiter  Classe  und  diejenige  der  Kummer' sehen  Fläche  vierter 
Ordnung  mit  16  Knotenpunkten  enthält.  Alle  Flächen  des  F^- Gebüsches 
sollen  einem  räumlichen  Sechseck  123456  umschrieben  sein;  die  Kern- 
fläche  des  Gebüsches  geht  durch  die  15  Kanten  des  Sechsecks  und  durch 
die  zehn  Doppellinien  seiner  zehn  Paar  Gegenebenen,  ausserdem  durch 
die  Raumcurve  K^  dritter  Ordnung,  welche  dem  Sechseck  umschrieben 
werden  kann.  Die  Punkte  derselben  sind  associirte  Punkte  des  ^^-Ge- 
büsches und  entsprechen  also  einem  Punkte  0  des  Systems  Il\  die  Kern- 
fläche Ä**  wird  von  jeder  Sehne  der  Curve  K^  in  vier  harmonischen 
Punkten  geschnitten,  von  ihren  Tangenten  aber  osculirt,  so  dass  K^  eine 
„Haupttangentencurve"  von  K^  ist.  Die  Fläche  O^  hat  0  als  Knoten- 
punkt und  ausserdem  noch  15  Knotenpunkte,  die  den  Kanten  des  Sechs- 
ecks entsprechen.  Alle  Doppeltangenten  von  (^4,  welche  den  Strahlen 
des  Punktes  1  entsprechen,  bilden  ein  Strahlen  System  I  zweiter  Classe 
zweiter  Ordnung.  Seine  Brennfläche  O^  ist  eine  Kummer'sche  Fläche 
vierter  Ordnung  mit  16  Knotenpunkten;  sie  ist  die  Brennfläche  von  noch 
fünf  Strahlensystemen,  welche  aus  den  Strahlenbündeln  2,  3,  4,  5,  6  ab- 
geleitet werden.  Diese  sechs  Strahlensysteme  haben  16  gemeinschaftliche 
singulare  Ebenen,  so  dass  also  die  Kummer' sehe  Fläche  16  singulare 
Ebenen  hat,  deren  gegenseitige  Beziehungen  hier  nicht  erwähnt  werden 
können,  welche  aber  im  höchsten  Grade  interessant  sind  und  die  man- 
nigfachste Anregung  geben. 

Andere  specielle  Fälle  des  Gebüsches  finden  ihre  Erledigung  im  An- 
hange, der  „zur  üebung  für  Studirende"   eine  Zahl  von  Aufgaben  und 
zu  beweisenden   Lehrsätzen    enthält.     „Vorzugsweise   sind   solche   Sätze 
aufgenommen,  welche  als  Ausgangspunkte  neuer  Theorien  geeignet  schie-  t 
nen,  den  Anfänger  zu  selbstständiger  Forschung  anzuregen.'*     Besondertf^ 


58  Historisch -literarische  Abtheilnng. 


gilt  dies  von  den  Abschnitten  über  das  Flächengebüsch ,  welche  mit  der 
Methode  der  geometrischen  Verwandtschaften  vertraut  machen,  und  von 
demjenigen  Abschnitte  (S.  275),  dessen  Ueberschrift  lautet:  „Büschel, 
Bündel  and  Gebüsch  linearer  Strahlencomplexe.  Projectivische  Erzeugung 
quadratischer  Strahlencomplexe/^  Zunächst  werden  zwei  Elemente  als. 
,,  einander  zugeordnet  bezüglich  eines  linearen  Strahlencomplezes  ^*  definirt, 
wenn  sie  in  dem  Nullsystem,  aus  dessen  Leitstrahlen  der  Complex  besteht, 
einander  zugeordnet  sind.  Alle  linearen  Strahlencomplexe,  welche  durch 
ein  Strahlensystem  erster  Ordnung  erster  Classe  gehen,  bilden  ein  „Com- 
plexbüschel".  Zwei  projectivische  Complexbüschel  erzeugen  einen  Strah- 
lencomplex  zweiten  Grades.  —  Drei  lineare  Strahlencomplexe  bestimmen 
einen  durch  sie  gehenden  „Complexbündel";  vier  lineare  Strahlencom^ 
plexe,  die  nicht  in  einem  Complexbtindel  liegen,  bestimmen  ein  durch 
sie  gehendes  „  Complexgebüsch".  Dieses  lässt  sich  auf  ein  räumliches 
System  collinear  beziehen.  Für  weitere  Forschungen  Über  Strahlensysteme 
und  Complexe,  denen  erst  in  jüngster  Zeit  die  Untersuchungen  der  Oeo- 
meter  sich  lebhafter -zuwenden ,  ist  somit  das  Fundament  gelegt. 

Hiermit  wäre  in  grossen  Zügen  der  ungemein  reiche  Inhalt  der  i 
Geometrie  der  Lage  angegeben;  sie  ist  in  der  ganzen  mathematischen 
Literatur  augenblicklich  das  einzige  Werk,  welches  eine  Uebersicht  über 
den  heutigen  Stand  der  synthetischen  Geometrie  giebt.  Allen  Fort- 
schritten derselben,  ist  Rechnung  getragen;  die  „Geometrie  der  Lage" 
steht  auf  der  Höbe  der  Wissenschaft.  Im  Verlaufe  der  Besprechung  hat 
Referent  einzelnen  Wünschen  Ausdruck  gegeben.  Häufig  ist  der  Aus- 
druck vielleicht  zu  knapp  und  etwas  grössere  Breite  wäre  mitunter 
erwünscht;  denn  auch  Geübtere  haben  oft  Mühe,  den  Inhalt  voll  und 
ganz  sofort  zu  erfassen  und  die  Richtigkeit  der  Folgerungen  zu  erkennen, 
da  Verweisungen  auf  die  begründenden  Sätze  im  Allgemeinen  nur  selten 
vorhanden  sind  und  überall  stets  der  ganze  vorangegangene  Inhalt  vor- 
ausgesetzt wird.  Wer  sich  aber  durchgearbeitet  hat,  kommt  zur  vollen 
Erkenn tniss  des  ganzen  wohldurchdachten  Baues,  der  innigen  Gliederung 
der  einzelnen  Theile  und  der  scharfen,  präcisen  Begründung  derselben; 
er  fühlt  sich  mitten  im  Leben  der  Wissenschaft,  überall  treten  ihm  an- 
regende Gedanken  entgegen  und  fordern  ihn  zum  eigenen  Forschen  auf. 
Dadurch  aber  ist  dem  Verfasser  die  Erfüllung  seines  Wunsches  gesichert, 
durch  sein  Werk  der  synthetischen  Geometrie  immer  neue  Freunde  in 
gewinnen  und  das  Interesse  für  diese  bedeutende  Schöpfung  unseres 
Jahrhunderts  in  immer  weitere  Kreise  zu  verbreiten. 

MiUNOWSsr. 
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Kalkftl  der  abiählenden  Geometrie,  von  H.  Schubert.  Leipzig,  Teubner. 
1879. 

Ans  einer  Reihe  von  Abfaandlnngen  in  den  Mathematischen  Annalen, 
den  Göttinger  Nachrichten  nnd  dem  Journal  für  Mathematik  ist  bekannt 
geworden,  in  welcher  namhaften  Weise  Herr  Schubert  die  sogenannte 
abzählende  -Geometrie  gefördert  nnd  Probleme  derselben  zu  bemeistern 
gewusst  hat,  velche  mit  den  Mitteln  der  bisherigen  Methoden  gar  nicht 
oder  nur  mühsam  zu  bewältigen  gewesen  sind.  Es  ist  ihm  dies  vor 
Allem  dadurch  gelungen,  dass  er,  eine  glückliche  symbolische  Bezeich- 
nung Halphen's  benutzend,  einen  eigenthümlichen  Kalkül  der  Beding* 
UDgen  ausgebildet  hat.  In  dem  vorliegenden  Buche  giebt  er  eine  neue 
Bearbeitung  seiner  schon  früher  veröffentlichten  Darstellung  dieses  Kal- 
küls, die  sich  nicht  nur  durch  eine  consequentere  Durchführung  und 
grössere  Klarheit  auszeichnet,  sondern  auch  eine  Reihe  neuer  Anwen- 
dungen bringt.  Wer  nur  immer  mit  geometrischen  Abzahlungen  künftig* 
hin  sich  zu  beschäftigen  hat«  wird,  wofern  er  sich  mit  Schuber t's 
Kalkül  bekannt  gemacht  hat,  des  Nutzens  und  der  Kraft  desselben  sich 
bewusst  werden  und  erkennen ,  wie  die  gestellten  Probleme  an  Deutlich- 
keit, Allgemeinheit  und  Gedrängtheit  gewinnen. 

Das  Schubert' sehe  Buch  zerfällt  in  sechs  Abschnitte. 

Der  erste  Abschnitt:  „Die  Symbolik  der  Bedingungen'^ 
erläutert  die  Symbole  und  das  Rechnen  mit  denselben.  Das  äussere  Ziel 
der  abzählenden  Geometrie  ist  die  Beantwortung  aller  Fragen:  Wie  viele 
Gebilde  von  bestimmter  Definition  erfüllen  gewisse  gegebene  Bedingungen? 
Sie  verzichtet  zunächst  auf  die  viel  schwierigeren  Probleme  der  eigent- 
lichen Gonstmction  und  der  Discussion  der  Realität, 

Wenn  es  überhaupt  oo^  Individuen  eines  gewissen  Gebildes  F  im 
Baume  giebt,  so  wird  c  die  Constantenzahl  von  F  genannt.  Genügen 
nun  femer  einer  gewissen  Bedingung  oo^~^  Gebilde,  so  ist  die  Beding- 
ung a-fach  oder  o*^  Dimension,  und  die  Gesammtheit  aller  oo«-«  Ge- 
bilde beisst  ein  System  {c—ay"  Stufe  [oder  ein  (c  —  a)- fach  unendliches 
System]  von  Gebilden  F,  Man  kann  dann  nach  denjenigen  Individuen 
desselben  fragen,  die  noch  einer  (c—a)- fachen  —  im  Allgemeinen  aus 
mehreren  zusammengesetzten  —  Bedingung  genügen.  Dass  das  Gebilde 
zwei  Bedingungen  y  und  z  zugleich  erfüllen  soll,  wird  als  Bedingung 
yz  —  symbolisches  Product  zweier  Bedingungen  --  nach  Halphen 
bezeichnet;  y  +  z  heisst,  dass  y  oder  z  erfüllt  werden  soll. 

Die  von  den  Hauptelementen  (Punkt,  Strahl,  Ebene)  erzeugten 
Grundgebilde  erster  bis  dritter,  bez.  vierter  Stufe:  Punktreibe,  ...;  Strahl- 
büschel  etc.,  veranlassen  Grundbedingungen:  eine  Grundbedingung  für 
ein  Hauptelement  oder  ein  Gebilde  ist  eine  solche,  durch  die  verlangt 
wird,  dass  das  Hauptelement  selbst  oder  ein  dem  Gebilde  angeböriges  in 
einem  gegebenen  Gmndgebilde  sich  befinde,  z.  B.  dass  eine  Curve  eine^'^ 
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Gerade  treffe  (BediDgting  v)  oder  dass  sie  eine  Ebene  berühre  (Beding- 
ung q),  sind  Grundbedingungen:  ein  Punkt,  bez.  eine  Tangente  der 
Curve  soll  auf  eine  Punktreihe  (oder  „Punktaxe",  wie  Seh.  sagt),  bez. 
in  ein  Strahlenfeld  fallen. 

Die  Symbole  für  die  Grundbedingungen  der  Hauptelemente  sind: 
Pi  Pff^  Pi  ^*ß8  der  Punkt  p  in  eine  gegebene  Ebene,  auf  eiie  gegebene 
Gerade,  in  einen  gegebenen  Punkt  selbst  falle  (ein-  bis  dreifach);  ^,  «j, 
£^  dass  die  Ebene  e  durch  einen  gegebenen  Punkt,  eine  gegebene  Gerade 
gehe,  gegeben  sei;  p,  Qe  und  gpj  9$^  Gy  dass  die  Gerade  g  eine  gegebene 
Gerade  treffe,  mit  einem  gegebenen  Punkte  oder  einer  gegebenen  Ebene 
incidire,  einem  gegebenen  Strahlbüschel  angehöre,  selbst  gegeben  sei 
(einfach,  zwei  zweifache,  dreifach,  vierfach).  Der  Name  des  Elements 
dient  also  zugleich  zur  Bezeichnung  der  einfachen  Grundbedingung;  g^ 
bedeutet,  dass  g  i  gegebene  Gerade  treffe;  ggp^  dass  sie  eine  gegebene 
Gerade  treffe  und  durch  einen  gegebenen  Punkt  gehe.  Man  ersieht  un- 
mittelbar,   dass  p^  =  />^  PPg^P^P^   ^g=^\   eeg^E=^^^  gg^z=gg^=gg^ 

ggs=g^p==gK=^G,  ^p^^  =  0,  P*  =  0,  e»  =  0,  wenn  i>3;  ö''  =  0,  wenn 
i>4. 

Enthält  r  oo*  Gebilde  r',  so  ist  eine  o'- fache  Bedingung  für  I^ 
eine  (a'—a)- fache  für  T;  da  z.  B.  eine  Curve  oo*  Punkte  und  Tangenten 
enthält,  so  sind  die  obigen  Bedingungen  v,  g  für  eine  Curve  (2  —  1)- fache. 

Hat  ein  algebraisches  Gebilde  F  die  Constanten  zahl  c,  so  ist  die 
endliche  Zahl  der  F,  welche  einer  c- fachen  (einzelnen  oder  zusammen- 
gesetzten) Bedingung  genügen,  unveränderlich,  wie  auch  die  der  Beding- 
ung angehörigen  Gebilde^  ihre  Art  natürlich  behaltend,  sich  ihrer  Lage 
oder  Gestalt  nach  ändern,  so  lange  sie  überhaupt  endlich  bleibt.  Dieses 
längst  bekannte  algebraische  Princip  beutet  Seh.  zum  ersten  Male  in 
seiner  ganzen  Bedeutung  aus;  er  nennt  es  das  Princip  der  Erhaltung 
der  Anzahl  (in  den  früheren  Abhandlungen  auch:  Princip  der  speciellen 
Lage). 

Ein  f- stufiger  Ort  von  Hauptelementen,  deren  Constanten  zahl  c  ist, 
wird  durch  alle  einer  (c  —  f)- fachen  Bedingung  genügenden  Hauptelemente 
erzeugt;  die  nach  dem  eben  Gesagten  unveränderliche  Zahl  derjenigen, 
welche  die  f- fache  Grundbedingung  erfüllen,  heisst  der  Grad  des  Ortes 
und  —  in  so  noch  nicht  durchgeführter  Consequenz  —  vertheilt  nun 
Seh.  die  Worte:  Ordnung,  Rang,  Classe,  je  nachdem  das  Hanptelement 
ein  Punkt,  ein  Strahl  oder  eine  Ebene  ist,  und  muss  deshalb  von  dem 
Range  einer  Plancurve  sprechen  als  der  Zahl  ihrer  Tangenten ,  die  eine 
Gerade  treffen. 

Um  nun  zum  symbolischen  Rechnen  zu  gelangen,  lässt  er  das  Sym- 
bol einer  c- fachen  Bedingung  für  /'  die  constante  Zahl  der  sie  erfüllen- 
den Individuen  von  F  bedeuten  und  sagt  auch  statt:  „Anzahl  der  die 
Bedingung    erfüllenden    Individuen"    kurz:   „Bedingung^S     So^gelangt 
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er  zu  ,, Gleichungen  zwischen  Bedingungen"  und  zwar  zunächst  zu  hol- 
chen  c^*  Dimension.  Aber  sofort  ergiebt  sich  auch  für  homogene  Gleich- 
ungen von  niedrigerer  Dimension  ein  Sinn.  Sind  z.  B.  x,  y^,  y^)  •••  Vn 
Bedingungen  c*«'  Dimension  für  /'  (c'<^c)^  so  sagt  die  Gleichung 

^  =  «1-^1+ «2-^2 +  ---  +  «n-yn, 

in  welcher  cfj,  or^«  "•  numerische  Coefficienten  sind,  aus,  dass  in  jedem 
System  c'**"*  Stufe  von  Gebilden  F  die  Zahl  der  T,  welche  x  erfüllen, 
gleich  ist  der  Summe  der  bez.  mit  cc^^  a^^  ...  multiplicirten  Zahlen  der  F, 
welche  resp.  die  Bedingungen  y^,  y^^  ...  erfüllen.  Streng  genommen 
muss  noch  die  —  im  Allgemeinen  zusammengesetzte  —  (c—c')- fache 
Bedingung  z,  welche  das  System  definirt,  hinzugefügt  werden,  so  dass 
man  hat 

2ir  =  ai.2yi  +  a2.2y8  +  ... 

Da  aber  die  Gleichung  allgemeingiltig,  d.  h.  richtig  sein  soll,  welches 
auch  die  Bedingung  z  sei,  so  wird  dieser  (symbolische)  Factor  weg- 
gelassen . 

Wenn  nun  weiter  v  eine  beliebige  Bedingung  ist,  deren  Dimen- 
sion c'^c  — c'  ist,  so  wollen  wir  sie  mit  irgend  einer  Bedingung  rv 
von  der  Dimension  c  —  c' — c"  zur  definirenden  Bedingung  z  zusammen- 
setzen und  haben  dann  zunächst 

vwx=^  a^.VTvy^  +  ct^.vwy^  +  ..., 
und  da  wiederum  w  ganz  willkürlich  ist,  unterdrücken  wir  diesen  Factor 
und  schreiben 

vx^ai.vy^  +  a^.vy^  +  ..., 

eine  Gleichung  (c'+c")^*'  Dimension,  die  aus  der  obigen  c'^*' Dimension 
durch  „symbolische  Multiplication  mit  v *^  hervorgegangen  ist  und,  wie 
jene  für  jedes  beliebige  System  c'*®'  Dimension  von  F  galt,  so  für  jedes 
beliebige  System  (c'+c")*®'  Dimension  gilt.  Sachlich  genommen,  ist  die 
symbolische  Multiplication  eine  Particularisation. 

Nun  ergeben  sich  bei  dieser  Multiplication  oft  Glieder,  bei  denen 
sofort  erkannt  wird,  dass  sie  0  sind,  weil  die  multiplicirten  Beding- 
ungen nicht  zugleich  erfüllt  werden  können.  Z.  B.  erhält  man  für  ein 
zweistufiges  System  von  Strahlen  durch  Anwendung  des  Princips  von 
der  Erhaltung  der  Anzahl  9^  =  9e+9pi  durch  Multiplication  mit  g,  bez. 
9^  ergiebt  sich 

9^  =  9e9  +  9p9  =  9b+9»  =  ^9»  - 
ein  Complex  w*®"  Grades  (Ranges)  hat  mit  einer  Regelschaar  2n  Gerade 
gemein ; 

9^^{ge+9p)9'=^{9e+9p)'^9'c  +  ^ge9p  +  9\  =  (^  +  0  +  G==2G, 

das  bekannte  St  ein  er*  sehe  Theorem. 

Weil  man  solche  verschwindende  Glieder  weglässt,  so  ist  die  sym- 
bolische  Division   nicht   zulässig.  DigitizedbyGoOgk 
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Man  kann  also  jede  Bedingung,  wo  sie  als  Factor  auftritt,  stets 
ersetzen  durch  einen  ftir  sie  gewonnenen  Ausdruck  durch  andere  Beding- 
ungen (derselben  Dimension),  z.B.  oben  g^  durch  ^«+^p* 

Die  Gewinnung  solcher  Ausdrücke  —  welche  Seh.  in  den  früheren 
Arbeiten  nach  Ghasles  Moduln  der  Bedingungen  genannt  hat  —  wird 
gerade  eine  Hauptaufgabe  der  abzählenden  Geometrie. 

Der  zweite  Abschnitt  handelt  yon  deasogenannten  Incidenzfor- 
meln.  E^  werden  Paare  zu  einander  incidenter  Hauptelemente  betrachtet, 
zuerst  ein  Strahl  g  mit  einem  auf  ihm  befindlichen  Punkte  Py  ein  Gebilde, 
wie  es  z.  B.  jede  Tangente  einer  Gurve  mit  ihrem  Berührungspunkte 
bildet,  und  ein  einstufiges  System  von  Gurven  hat  ein  zweistufiges  System 
solcher  Gebilde.  Durch  das  Princip  der  Erhaltung  der  Anzahl  erhält  man 
für  ein  zweistufiges  System  von  Strahlpunkten  sehr  leicht 


P9=Psf+gB  =  P*+9e 


d.  h.  die  Zahl  der  Gebilde,  wo  der  Punkt  auf  eine  gegebene  Ebene  fSllt 
und  zugleich  der  Strahl  eine  gegebene  Gerade  schneidet,  ist  gleich  der 
Summe  der  Zahlen  der  Gebilde,*  wo  der  Punkt  auf  eine  Gerade,  bez. 
der  Strahl  in  eine  Ebene  fällt.  Durch  symbolische  Multiplication  werden 
hieraus  noch  Formeln  höherer  Dimension  abgeleitet,  z.  B.  p^g^^p^g,» 

Für  zwei  incidente  (d.  h.  sich  schneidende)  Strahlen  ^,  h  ergeben 
sich  aus  den  vorhergehenden  Formeln  für  p  und  g,  p  und  h,  wo  p  der 
Schnittpunkt  ist,  durch  Elimination  der  Symbole  für/?  die  Formeln,  z.  6. 
die  sehr  interessante: 

G'-gsh  +  gshp  +  gphe-gh.  +  a=0. 

Aus  den  Strahl  -  Punkt  -  und  den  dazu  dualen  Strahl -Ebene -Formeln 
folgen  ebenso  durch  Elimination  der  Symbole  des  Strahls  die  Formeln 
ftir  Punkt  und  Ebene,  die  incident  sind;  z.  B. 

p^e^p^=p^^e^. 
Beide  Seiten  dieser  Gleichung  stellen  sich  als  gleich  der  Bedingung  dar, 
dass    der    durch    beide    Hauptelemente    constituirte   Strahlbüschel    einen 
gegebenen  Strahl  enthält,  wofür  das  Symbol  pe  eingeführt  wird. 

Enthält  der  Strahl  p  n  Punkte  p^,  •••  P«»  so  hat  man  n  Gleichungen 

Pl9=Plff  +  9e,      P99^P2ff  +  9ey      '", 

und  hieraus  durch  Addition,  wenn  nun  p^  und /)^  bedeuten,  dass  irgend 
einer  der  n  Punkte  Pi  die  betreffende  Bedingung  erfülle,  da  dann  z.  B. 
Pi^  +  P2y  +  ...  =  P^  ist, 

P9  =  Pff  +  n'9e- 

Für  ein  höherstufiges  System,  z.  B.  ein  dreistufiges  System  von 
II  Punkt -Ebenen",  wie  es  bei  einem  zweistufigen  System  von  Plancurven 
a*"  Ordnung  vorkommt,  führt,  wenn  v  die  obige  Bedeutung  hat,  f»,  /'aber 
die  Bedingungen  sind,  dass  die  Curvenebene,  bez.  die  Curve  selbst  durch 
einen  gegebenen  Punkt  gehe,  die  obige  Formel  .^ytizedby vjOOQIC 
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weil  p*ea/\  p^e^i^v^  pe^ss^a^i»,^  [denn  erfüllt  die  CurveuebeDe  die  Be- 
dingung fi*  (also  e*) ,  80  erfüllen  a  Punkte  der  Curve  von  selbst  die  Be- 
dingung p],  endlicb  «^  =  0;  so  dass  wir  für  die  einer  Plancurve  auferlegte 
Bedingung  P  einen  Ausdruck  in  den  Bedingungen  fi,  v  gefunden  baben. 
In  Worten  lautet  diese  Beziehung  so :  In  einem  zweistufigen  System  von 
Planeurvea  a^^  Ordnung  (mit  veränderlicher  Ebene)  ist  die  Zahl  der- 
jenigen, welche  durch  einen  gegebenen  Punkt  geben,  gleich  der  Zahl 
derjenigen,  bei  denen  die  £bene  durch  einen  gegebenen  Punkt  geht  und 
zugleich  die  Curve  eine  gegebene  Gerade  tri£Pt,  vermindert  um  die 
fl- fache  Zahl  derer,  deren  Ebene  durch  eine  gegebene  Gerade  (oder  zwei 
gegebene  Punkte)  geht. 

Mit  solchen  Umformungen  der  Incidenzformeln  in  Formeln  für  die 
Punkt-,  Strahlen-  und  Ebenen  -  Oerter  schliesst  der  Abschnitt.  Eine 
andere  solche  für  Plancurven  geltende  Beziehung  ist 

wo  T  die  dreifacb.e  Bedingung  ist,  dass  die  Curve  eine  gegebene  Gerade 
berühre.     Durch  Multiplication  erhäft  man 

/>r=(fiv-fl.fi«)(fi«(>-fl.fi»)  =  fi»v9, 
weil  alle  übrigen  Glieder  0  sind;  also  in  einem  fünfstufigen  System  von 
Plancurven  (derselben  Ordnung)  ist  die  Zahl  derjenigen,  welche  durch 
einen  gegebenen  Punkt  gehen  und  zugleich  eine  gegebene  Gerade  berühren, 
gleich  der  21abl  derjenigen,  die,  in  fester  Ebene  liegend,  eine  gegebene 
Gerade  treffen  und  zugleich  eine  gegebene  Ebene  tangiren. 

Der  dritte  Abschnitt:  „Die  Coincidenzformeln^S  beschäftigt 
sich  mit  Paaren  von  Hauptelementen  und  deren  Coincidenzen.  Bezeichnet 
z.  B.  bei  einem  Punktepaar  p  den  einen,  g  den  andern  Punkt,  g  den 
Verbindungsstrahl  und  zugleich  die  einfachen  Grundbedingungen  dieser 
Elemente,  so  führt  bei  einem  einstufigen  System  von  Punktepaaren  das 
ChaslesUche  Correspondenzprincip,  angewandt  auf  irgend  einen  Ebe- 
nenbtlschel,  zu 

wo  B  die  Zahl  der  Punktepaare  des  Systems  ist,  deren  Punkte  coinci- 
diren ,  für  welche  Zahl  somit  ein  Ausdruck  gewonnen  ist  in  den  Grund- 
bedingungen der  ein  Paar  constituirenden  Elemente. 

Die  symbolische  Multiplication  führt  zu  Formeln  für  höhere  Systeme, 
wie  z.  B. 

^Qp='P9p  +  g9p—9» 
oder,  vermöge  der  Incidenzformeln, 

EQp^p^  +  q^  +  g,.  DigitizedbyCnOOgle 
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Die  Coincidenzen  Is^önnen  erster,  zweiter  oder  dritter  Gattung  sein; 
bei  den  letzteren,  den  völligen  Coincidenzen,  wird  g  ganz  nnbestimmt 
and  also  Qp  von  selbst  erfüllt.  Sie  treten  erst  in  drei-  nnd  böberstufigen 
Systemen  auf,  und  wenn  sie  dann  die  einzigen  sind,  so  empfiehlt  es  sich, 
Bgp  durch  ein  einziges  Symbol  17  zu  ersetzen,  so  dass  man  dann  bat 
t^  =  p8^g«_|.^^^  Paart  man  z.  B.  die  Punkte  p  einer  Fläche  m*"  Ord- 
nung auf  alle  möglichen  Weisen  mit  denen  q  einer  Onrve  n^^  Ordnung, 
so  ergiebt  sich,  da  hier  nur  volle  Coincidenzen  auftreten,  nämlich  in  den 
gemeinsamen  Punkten  von  Fläche  und  Curve,  weil  j»^  =  g'*  =  0,  ^,  =  »n«, 
für  die  Zahl  dieser  gemeinsamen  Punkte  ri'ss^mn^  also  der  bekannte 
B  ^  z  o  u t*  sehe  Satz.  Desgleichen  werden  Sätze  über  Berührung  von  Flächen 
und  Curvcn  abgeleitet,  wie  der  bekannte  Satz  ^^myi'\-rv'^nQ^*^  (S.  70). 

Die  Ebenen paarformeln  ergeben  sich  durch  Dualität.  Beim  Strahlen- 
paare  ^,  h  giebt  es  zwei  Ausartungen :  die  Coincidenz  €  und  das  Schneide- 
paar <T,  bei  dem  dann  noch  p  und  e  der  Punkt  und  die  Ebene  seien, 
und  von  Systemen  zweiter  Stufe  ab  treten  dann  noch  Schneidepaar- 
coincidenzen  auf:  ca.  Zur  Gewinnung  der  Fundamentalformeln  dient 
wieder  das  Correspondenzprincip  (angewandt  auf  einen'  Strabibüschel), 
das  Princip  der  speciellen  Lage  und  noch  eine  Punktepaarformel ,  in  dem 
die  Punkte  auf  g  und  h  gepaart  w.erden.  Eine  volle  Coincidenz  genügt 
von  selbst  der  Bedingung  iöpe^  tritt  erst  in  Systemen  vierter  Stufe 
auf,  und  man  hat,  wenn  nur  volle  Coincidenzen  vorhanden  sind, 

V  ="  ^  +  g»h -^ gphp  +  g^h^  +  gh,-^  H, 
woraus   z.  B.   mit  Leichtigkeit  Halpben^s  Satz  über  die  gemeinsamen 
Strahlen  zweier  Congruenzen  abgeleitet  wird. 

Eine  weitere  interessante  Anwendung  der  Formeln  für  Strablenpaare 
geschieht  auf  Flächen  zweiten  Grades,  deren  jede  ja  oo^  Schneidepaare 
hat,  so  dass  jede  einem  Schneidepaar  auferlegte  i- fache  Bedingung  für 
die  Fläche  eine  (1  — 2) -fache  ist.  Sind  /ü,  v,  p  die  bekannten  elemen- 
taren Bedingungen  der  F^^  durch  einen  Punkt  zu  gehen,  eine  Gerade, 
bez.  eine  Ebene  zu  tangiren,  ist  ferner  z.  B.  x  die  dreifache  Bedingung, 
eine  gegebene  Gerade  zu  enthalten,  so  ersieht  man  leicht 

<yö'*Ä  =  4^,  apG=:iceG  =  x,  Ghp=^(AX  etc. 
Die  Bedingungen  für  6  stehen  vermöge  der  gewonnenen  Formeln  in  Be- 
Ziehung  zu  den  Bedingungen  für  die  Coincidenz  ea.  Solche  Coincidenzen 
aber  können  nur  auf  den  drei  ausgearteten  Flächen  F^:  Kegelschnitt  ip^ 
Kegel  Xf  Ebenenpunktpaar  ^  auftreten,  und  ist  z.  B.  <SEpe=^2(p  +  it 
+  2^.  Zwischen  9,  %,  t^  und  fi,  v,  q  bestehen  die  bekannten  von  Zen- 
then  gefundenen  Relationen;  aus  allen  diesen  Beziehungen  leitet  Schu- 
bert Ausdrücke  für  die  Bedingung  x  und  für  ähnliche  Bedingungen  in 
den  symbolischen  Producten  der  jü,  v,  q  her. 

Es  folgen  die  Formeln  für  Paare  aus  ungleichartigen  Elementen  nnd 
den  Schluss   bildet  die  Ableitung  der  Cayley-^Briirschen  J'ormel  für 
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die  Zahl  der  Coincidenzen  einer  Correspondeoz  auf  einer  Plancnrve  be- 
liebigen Geschlechts. 

Der  vierte  Abschnitt,  welcher  der  bei  weitem  umfangreichste  ist, 
hat  es  mit  der  Reduction  der  Anzahlen  allgemeiner  Gebilde 
anf  die  Anzahlen  der  Ausartungen  zu  thun. 

lu  Kegelschnittsystemen  erster  Stufe,  welche  —  wie  man  jetzt  nach 
Halphen's  Untersuchungen  sagen  muss  —  nur  die  beiden  Ausartungen 
Punktepaar  77  und  Geradenpaar  ö  enthalten,  bestehen  die  mit  Hilfe  des 
Correspondenzprincips  sich  ergebenden  Beziehungen 

wo  f*,  V,  Q  die  oben  für  Systeme  von  Plancurven  gegebenen  Bedeutungen 
haben.  Mit  Hilfe  dieser  Formeln  werden  alle  Zahlen  fi*,  v",  ^*~",  aus 
diesen  dann  fi^  v",  (j®"",  dann  fi,  v",  ^'~",  endlich  v",  p^""  gewonnen, 
wofern  man  alle  aus  sieben  Bedingungen  (i^  v,  q  und  einer  Bedingung 
d,  ri  zusammengesetzten  Bedingungen  kennt.  Diese  sind  aber,  da  d  und 
fj  nur  ans  Hauptelementen  bestehen ,  mit  Berücksichtigung  gewisser  Regeln 
aber  Multiplici täten ,  einfach  zu  berechnen.  Vermittelst  der  obigen  Formel 
für  die  dreifache  Bedingung  7",  welche  hier,  woa:=2ist,  lautet:  T=^fi^Q 
-2|lt^  ist  dann  auch  z.B.  Tv^^  (jl^v^q  ^2(i^v^^  also  die  Zahl  der  Tv^ 
erfüllenden  Kegelschnitte  in  den  oben  berechneten  ausgedrückt. 

Nach  dieser  von  Chasles  und  Zeuthen  ausgebildeten  Methode 
werden  demnach  die  Zahlen  für  Gebilde  stets  auf  solche  für  einfachere, 
ihre  Ausartungen,  zurückgeführt.  Die  Ermittelung  und  Discussion  dieser 
Aasartungen  ist  freilich  meistens  eine  schwierigere  Sache,  und  dass  sie  bei 
den  von  Schubert  betrachteten  Fällen  erschöpft  sind,  ist  wenigstens 
dem  Referenten  nicht  bewusst  geworden.  Bei  den  Kegelschnitten,  Flä- 
chen zweiten  Grades  und  den  cubischen  Curven  leitet  Seh.  —  nach 
Zeuthen* 8  Idee  —  sie  durch  eine  gewisse  centrische  Collineation  (dies 
Wort  oder  das  Poncelet'sche  „Homologie"  wäre  wohl  richtiger,  als  das 
von  ihm  gebrauchte  zu  allgemeine  „Homographie^*),  deren  constantes 
Doppelverhältniss  den  ausgezeichneten  Werth  0  hat,  aus  der  allgemeinen 
Curve  oder  Fläche  ab;  aber  er  gewinnt  selbst  schon  bei  der  cubischen 
Plancurve  mit  Doppelpunkt  —  abgesehen  von  den  beiden  vor  ihm  durch 
Zeuthen  und  Maillard  erkannten  Ausartungen  —  nicht  sämmtliche 
elf  neuen  durch  diese  centrische  Collineation;  er  sagt,  er  habe  sie  zum 
Tbeil  durch  Rückschlüsse  aus  berechneten  Anzahlen  gefunden.  Sodann 
hat,  wie  schon  oben  bemerkt,  Halphen  auch  seine  Bemerkungen  gegen 
Chasles'  Charakteristikenformel  afi  +  ßv  darauf  gegründet,  dass  auch 
in  einfach  unendlichen  Kegelschnittsystemen  nicht  blos  die  beiden  Aus- 
artungen dy  97,  die  man  ihnen  bisher  allein  zuschrieb,  vorkommen.  Also 
«nd  hier  wohl  einige  Wünsche  berechtigt;  immerhin  aber  darf  in  Schu- 
bert's  Zahlenresultate   kaum   irgendwelcher  Zweifel  gesetzt  werden,   da^lC 
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seine  Untertnchiingen  ihm  tob  selbst  die  mannigfachsten  Controlien  dar- 
geboten haben. 

Insofern  nnn  eine  Ausartung  meistentheils  aus  Theilgebilden  besteht, 
wird  eine  ihr  auferlegte  Bedingung  entweder  durch  eins  oder  das  andere 
dieser  Theilgebilde  erfüllt;  z.  B.  die  cubische  Raumcurve  als  Punktort 
kann  ausarten  in  einen  Kegelschnitt  und  eine  ihn  treffende  Gerade;  der 
Strahlenort  zerfällt  dann  in  den  des  E^egelschuittes  und  den  doppelten 
Strahlbüschel,  der  durch  die  Gerade  und  die  Kegelschnittstangente  im 
Begegnungspunkte  constituirt  ist.  Soll  nun  die  Bedingung  g  —  dsss 
eine  Tangente  der  Curve  in  eine  gegebene  Ebene  fällt,  eine  dem  Strahlen- 
orte  auferlegte  Bedingung  —  erfüllt  werden  durch  diese  Ausartung  o»,  so 
geschieht  dies  entweder  dadurch,  dass  der  Kegelschnitt  die  Ebene  be- 
rührt (Bedingung  r),  oder  doppelt  dadurch,  dass  der  Begegnungspnnkt 
in  die  Ebene  fKllt  (Bedingung  /2),  also 

Wie  oben  die  Kegelschnitte,  so  werden  auch  die  FlXchen  zweiten 
Grades  behandelt;  ihre  Zahlen  werden  auf  die  der  Ausartungen  7,2«  ^ 
reducirt.  Für  9  und  %^  welche  dual  sind,  werden  die  gewonnenen  Kegel- 
schnittanzahlen benutzt,  t/;  besteht  allein  schon  aus  Hauptelementen.  Als 
interessantes  Beispiel  mag  erwähnt  werden  die  Zahl  der  neun  gegebene 
F«  berührenden  F«,  nämlich  (2fi  +  2v  +  29)»  =  666841088. 

Sodann  aber  wendet  er  sich  zu  dem  Problem,  durch  welches  seine 
Untersuchungen  überhaupt  veranlasst  sind,  zu  der  Kopenhagener  Preis* 
aufgäbe  von  1873,  der  Bestimmung  der  Fundamentalzahlen  der  cubischen 
Raumcurve.  Da  von  derselben  die  cubische  Plancurve  mit  Spitze  und 
die  mit  Doppelpunkt  Ausartungen  sind,  so  müssen  diese  erst  vorher 
berechnet  werden.  Bei  beiden  nimmt  er  als  zu  behandelnde  Bedingungen 
die  schon  erläuterten  Elementarbedingungen  fi,  v,  p  für  Plancurven  an, 
sodann  bei  der  Curve  mit  Spitze  z.  B.  noch  die  den  sechs  Elementen 
des  Dreiecks,  das  durch  Spitze,  Wendepunkt  und  den  Schnittpunkt  der 
zugehörigen  Tangenten  entsteht,  auferlegten  Grundbedingungen  (singu- 
lare Bedingungen)  und  führt  nun  die  Anzahlen  der  allgemeinen  Gurven 
mit  Spitze  oder  Doppelpunkt,  die  zehn,  bez.  elf  solchen  Bedingungen 
(„Fundamentalbedingungen")  genügen,  auf  die  Zahlen  der  Ausartungen 
zurück,  welche  neun,  bez.  zehn  solcher  Bedingungen  ^erfüllen.  In  nur 
durch  solche  Bedingungen  definirten  Systemen  erster  Stufe  kommen  nach 
ihm  bei  der  Curve  mit  Spitze  12,  bei  der  mit  Doppelpunkt  13  Aus- 
artungen vor.  Diese  Untersuchungen  sind  schon  und  zwar  ausführlicher 
in  den  Mathem.  Annal.  Bd.  XIII  veröffentlicht  und  vom  Unterzeichneten 
in  den  Fortschr.  d.  Math.  Bd.  X  S.  431  besprochen,  so  dass  ein  weiteres 
Eingehen  hier  unterbleiben  kann. 

Noch  nicht  veröffentlicht  sind  die  Untersuchungen  über  die  cubischen 
Raumcurven  selbst;  sie  sollten  ursprünglich  den  dritten  Theil  der  in  den 
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Mathem.  Annal.  erschienenen  Beiträge  znr  abzählenden  Geometrie  bilden, 
der  nnn  nicht  mehr  erscheinen  wird.  Seh.  legt  hier  nnn  folgende  Be- 
dingungen zu  Grunde :  v,  dass  die  Curve  eine  gegebene  Gerade  treffe ; 
V  die  duale,  dass  eine  Schmiegungsebene  durch  eine  gegebene  Gerade 
gehe;  ^,  dass  die  Curve  eine  gegebene  Ebene  tangire;  p'  (dual),  dass  eine 
Tangente  durch  einen  gegebenen  Punkt  gehe;  dann  die  beiden  doppelten 
und  zu  einander  dualen  P,  P\  dass  die  Curve  durch  einen  gegebenen 
Punkt  gehe,  bez.  eine  gegebene  Ebene  osculire,  und  die  dreifache  7\ 
dass  sie  eine  gegebene  Gerade  tangire.  Er  erwähnt,  dass  er  sich  auch 
noch  mit  drei  gewissen  Bedingungen  ß^  ß\  ö  beschäftigt  habe.  In  einem 
einfach  unendlichen  System  von  Curven ,  die  nur  durch  solche  Bedingungen 
definirt  sind,  hat  er  11  Ausartungen  gefunden.  Aus  der  einen  von 
ihnen,  die  zu  sich  selbst  dual  ist,  leitet  er  sofort  den  —  von  Voss  auf 
anderem  Wege  erhaltenen  —  Satz  ab:  7^=0;  d.  h.  obgleich  die  Con- 
stantenzahl  der  cubischeu  Raumcurve  12  ist,  giebt  es  doch  im  Allgemei- 
nen keine  Curve,  welche  vier  beliebig  gegebene  Geraden  berührt;  viel- 
mehr erzeugen  alle  Geraden,  welche  mit  drei  gegebenen  Geraden  ein  — 
dann  gleich  von  oo^  Curven  berührtes  —  Tangenten  quadrupel  bilden, 
einen  Complex  vierten  Grades. 

Nun  werden  gewisse  Systeme  der  Curven  zusammen gefasst  und  wir 
erhalten  eine  grosse  Menge  von  Zahlen  für  die  cubische  Raumcurve,  von 
denen  wir  uns  begnügen,  i;"  =  v'^*=  80160,  ^"  =  p'^»  =  56960  anzu- 
fahren. Die  Zahl  der  12  gegebene  Flächen  F*  berührenden  cubischen 
Raumeurven  ist  13 stellig.  Einige  der  Zahlen,  deren  Symbole  den  Factor 
f*,  P*  enthalten,  sind  auf  synthetischem  Wege  vom  Referenten  gefunden 
und  scheinen  Herrn  Schubert  zu  seinen  Untersuchungen  angeregt  zu 
haben. 

Indem  er  kurz  auch  die  Plancurven  vierter  Ordnung  in  fester  Ebene 
betrachtet,  macht  er  aus  zwei  Ausartungen  interessante  Rückschlüsse  auf 
die  allgemeine  Curve  (ähnliche  hat  er  auch  schon  bei  den  beiden  behau- 
delten  Plancurven  dritter  Ordnung  gemacht),  von  denen  z.  B.  der  eine 
ausspricht,  dass  12  Strahlen  eines  Büschels,  wenn  sie  Tangenten  einer 
allgemeinen  Plancurve  vierter  Ordnung  sein  sollen,  derartig  von  ein  an* 
der  abhängen,  dass  elf  von  ihnen  den  zwölften  451 440 deutig  bestimmen. 
'Die  algebraische  Herleitung  dieses  Gleichungsgrades  ist  von  der  Kopen- 
hagener Akademie  als  Preisaufgabe  gestellt. 

Es  folgt  dann  die  Behandlung  der  linearen  Congmenz:  es  genüge, 
als  Beispiel  anzuführen,  dass  es  14  lineare  Congruenzen  giebt,  welche 
in  jedem  von  acht  gegebeneu  Strahlbüscheln  einen  Strahl  besitzen,  und 
auf  die  von  ihm  hervorgehobene  Entstehungsweise  der  Ausartung  dieser 
Congruenz  hinzuweisen:  sie  wird  durch  alle  Strahlbüschel  erzeugt,  deren 
Punkt  und  Ebene  homologe  Elemente  in  einer  Punktreihe  und  einem 
Ebenenbüschel  sind,  welche  projectiv  sind  und  denselben  Träger  haben^l^C 
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Endlich  vendet  er  sich  zn  den  Problemen  über  Projectivit&t,  Cot- 
lineation,  Correlation,  mit  denen  sich  Hirst  nnd  der  Unterzeichnete 
beschäftigt  haben,  jener  durchweg,  dieser  anch  znletzt  unter  Anwendung 
der  Methode  der  Reduction  auf  die  Ausartungszahlen ;  sie  werden  wesent- 
lich vereinfacht  durch  die  Anwendung  des  symbolischen  Kalk&ls. 

Es  werden  zunächst  betrachtet  folgende  Gebilde:  1.  zwei  Gerade  g^  A, 
welche  bez.  eine  Punktreihe  und  einen  Ebenenbflschel  tragen,  die  pro- 
jectiv  sind;  2.  zwei  Gerade  g^  A,  welche  zwei  projective  Ebeneubüschel 
tragen ;  3.  ein  Ebenenbäschel  um  g  und  ein  Strahlbüschel  (/?,  e) ,  welche 
projectiv  sind;  4.  zwei  projective  Strahlbüschel  (p^e)  und  {p\e').  Im 
letzteren  Falle  z.  B.  sind  die  behandelten  Bedingungen  zunächst  die 
Grundbedingungen  für  p,  e^  p\  e\  sodann  die  Bedingung  {;,  dass  ent-  | 
sprechende  Strahlen  der  beiden  Büschel  zwei  gegebene  Geraden  treffen. 
Die  Ausartung  /  tritt  dadurch  ein,  dass  die  Projectivität  so  degenerirt, 
dass  jeder  der  beiden  Büschel  einen  singulären  Strahl  hat,  dem  alle  im 
andern  homolog  sind .     Die  Reductionsformel  -  ist :   2  f  =  y  +p  +  e + p'+  f '. 

Sodann  wendet  er  sich  zur  Betrachtung  von  Gebilden  (Constanten- 
zahl  14),  die  aus  zwei  collinearen ,  bez.  zwei  correlativen  Bündeln 
bestehen.  Einfache  Bedingungen  sind  p,  p'  für  die  Scheitel,  sodann  fi,  v  i 
(von  Hirst  und  mir,  jedoch  nicht  ganz  berechtigt,  vergl.  6.  Abschnitt,  i 
Charakteristiken  genannt),  die  Bedingungen,  dass  zwei  conjagirte  Strahlen 
der  correlativen  Bündel  —  wenn  wir  uns  hier  auf  diese  beschränken  — 
durch  zwei  gegebene  Punkte,  bez.  zwei  conjugirte  Ebenen  durch  zwei 
gegebene  Geraden  gehen»  Bei  den  Ausartungen  ir,  l  enthält  jeder  der 
beiden  correlativen  Bündel  einen  singulären  Strahl,  bez.  eine  singulare 
Ebene,  und  die  Correlation  geht  über  in  eine  Projectivität  von  zwei 
Ebenen  -,  bez.  zwei  Strahlbüscheln ,  so  dass  die  vorher  gefundenen  Zahlen 
nothwendig  werden.  Die  Reductionsformeln ,  gefunden  mit  Hilfe  der 
Paarformeln  aus  Abschnitt  III,  lauten:  S(i=p+p'+n  +  2ky  'iv  =  2p 
+  2p'+2n  +  L  Dop^jpelte  Bedingungen,  wie  z.  B.  dass  entsprechende 
Strahlen  coUinearer  Bündel  selbst  nach  gegebenen  Punkten  gehen,  wer- 
den durch  „specielle  Lage'*  auf  einfache  zurückgeführt. 

Der  fünfte  Abschnitt  behandelt  die  mehrfachen  Coincidenzen. 
Als  einleitendes  Beispiel  wird  eine  Gerade  g  mit  den  n  Punkten  p^,  ...,/9a 
betrachtet,  in  denen  sie  eine  Fläche  F"  schneidet.  Die  Punktepaar -Formel 
giebt  für  die  Coincidenz  ^  von  p^,  Pg  nach  Abschnitt  III  f2=Pi+Pj— P» 
sollen  noch  p,  und  p^  sich  vereinigen  und  zugleich  g  in  eine  gegebene 
Ebene  fallen,  so  ist 

«MÖ'*  =  {Pi+Pi  ''ff){PB+PA-9)Qe  =  iPiPs9^  -  4piy.  +  G 
oder  vermöge   der  Incidenz  form  ein  =  4piP3^tf  — p^®^  — 3C,    wenn  hierin 
Pi,  P1P3   bedeuten,    dass   irgend   einer,   bez.  irgend  zwei  der  n  Punkte 
in  eine,   bez.  in  zwei  gegebene  Ebenen  fallen.     Man  findet  leicht,   dass 
PiPs^*  ='»*('»  — !)(«  — 2),   wenn   man   überlegt,   dass,   nachdem  die  drei 
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Incidenzen  erzielt  sind,  jede  zwei  beliebige  der  n  — 2  übrigen  Punkte 
7^2»  Pa  8«'"^  können;  ferner  Pi^g^Q^  G  =  w(w  — l)(n  — 2)(/i  — 3),  also 
*2«^*  =  i'*(''~2)(w*  — 9),  die  bekannte  Zahl  der  Doppeltangenten  eines 
ebenen  Schnittes  von  F".  So  werden  die  Anzahlen,  die  sich  auf  die 
singulSren  Tangenten  der  F^  beziehen,  gewonnen,  insbesondere  aber 
anch  die  der  Tangenten,  welche  fanfpnnktig  u.  dergl.  berühren,  und 
damit  in  überaas  einfacher  Weise,  wie  schon  am  Anfang  bemerkt,  Pro- 
bleme gelöst,  welche  mit  den  gewöhnlichen  Mitteln  der  analytischen 
Geometrie  noch  nicht  bewältigt  werden  konnten.  Es  wird  hier  auch  die 
nicht  überall  berechtigte  Benutzung  eines  Satzes,  wie  sie  in  der  ersten 
Bekanntmachung  dieser  Untersuchungen  über  singulare  Tangenten  statt- 
gefunden hatte  (Mathero.  Annal.  Bd.  XI),  vermieden. 

Dieses  Problem  von  n  Punkten  auf  einer  Geraden  und  ihren  viel- 
fachen Coincidenzen  wird  dann  nochmals  und  ohne  die  einschränkende 
Vorstellung,  dass  sie  je  die  Schnitte  mit  einer  F"  seien,  in  anderer  Weise 
bebandelt,  sodanu  wird  das  analoge  Problem  von  n  Strahlen  eines  Strabl- 
büschels  und  seine  Anwendung  auf  den  allgemeinen  Complex  n^^^  .Grades 
besprochen. 

Eine  Reihe  von  Resultaten,  welche  Voss  durch  Betrachtungen  der 
analytischen  Liniengeometrie  gewonnen,  werden  bestätigt,  viele  neue 
hinzugefügt.  Wir  erwähnen  die  Zahl  der  Strahlbüschel,  von  deren  n 
einem  gegebenen  Complex  angehörigen  sich  sechs  vereinigt  haben,  welche 
also  den  Complex  „ sechsstrablig  berühren**;  ferner  das  Analogen  der  27 
Geraden  der  cubischen  Fläche,  die  1280  vollständigen  Strahl büschel, 
welche  ein  allgemeiner  Complex  vierten  Grades  enthält. 

Der  sechste  Abschnitt  endlich  behandelt  die  Charakteristiken- 
theorie. Diese  Theorie  nahm  bekanntlich  ihren  Ausgangspunkt  von  dem 
1864  von  Chasles  empirisch  gefundenen  Satze,  dass  in  jedem  Kegel- 
schnittsystem erster  Stufe  in  fester  Ebene  die  Zahl  der  eine  hinzutretende 
Bedingung  z  erfüllenden  Kegelschnitte  gleich  ci^'\-ßv  ist,  wo  fi,  v  die 
zuerst  von  Chasles  so  genannten  Charakteristiken  des  Systems  sind, 
d.  h.  die  Anzahlen  seiner  Kegelschnitte,  die  durch  einen  gegebenen 
Pnnkt  gehen,  bez  eine  gegebene  Gerade  berühren,  o,  ß  aber  nur  von  z 
abhängen.  Die  allgemeine  Frage  also  geht  dahin:  Ist  es  bei  einem 
gegebenen  Gebilde  F  möglich,  jede  beliebige  ihm  auferlegte  f- fache  Be- 
dingung durch  irgendwelche  m  andere  f- fache  Bedingungen  auszudrücken, 
80  dass  die  entstehende  Gleichung  für  jedes  System  i*'"''  Stufe  von  P 
richtig  ist?  Wenn  dies  möglich  ist,  dann  heissen  die  Zahlen  der  feines 
Systems,  die  den  m  Bedingungen  genügen,  die  f- fachen  Charakteristiken 
des  Systems,  m  die  t- fache  Charakteristikenzahl  von  F;  dann  kann  man  aber 
diese  m  t  -  fachen  Bedingungen  ersetzen  durch  irgendwelche  andere  von  ein- 
ander unabhängige  m  f- fache,  z.  B.  die  üblichen  einfachen  Charakteriatiken  ^ 
eines  ebenen  Kegelscbnittsystems  erster  Stufe  durch  die  Ausartungszablen^'^^ 
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Sy  17.  Ferner  lässt  sich  dann  die  Zahl  der  gemeinsamen  Elemente  eines 
Systems  t*?*^  Stufe  von  Gebilden  F  (Constantenzabl  c)  und  eines  Systems 
(c  — t)'*'^  Stufe  von  F  darstellen  als  eine  Summe  von  m  (gewöhnlichen) 
Producten ,  bei  denen  der  erste  Factor  stets  die  Anzahl  der  F  des  ersten 
Systems  ist,  die  einer  gewissen  t- fachen  Bedingung  gentigen,  und  der 
zweite  die  Zahl  der  F  aus  dem  zweiten,  welche  eine  gewisse  (c  — 1)- 
fache  Bedingung  befriedigen.  Da  jede  den  Mitgliedern  eines  Systems 
i*^'  Stufe  auferlegte  Bedingung  als  definirende  Bedingung  z  eines  Systems 
^c  — f)*«»  Stufe  angesehen  werden  kann,  so  läuft,  für  ein  vorgelegtes 
Gebilde  F,  das  Charakteristikenproblem  auf  die  Aufstellung  solcher  For- 
meln für  alle  Werthe  von  t  von  1  bis  ^c,  bez.  ^{c-^1)  hinaus,  wofern 
sie  möglich  sind;  die  ersteren  Factoren  sind  dann  die  Charakteristiken 
des  Systems  t^®'  Stufe,  analog  den  Chasl es* sehen  fi,  v,  die  anderen 
hängen  von  der  Bedingung  z  ab  und  sind  den  o,  ß  analog.  Bs  erbellt 
hieraus,  das  die  t- fache  Charakteristiken  zahl  eines  Gebildes  stets  mit  der 
(c  —  t)- fachen  gleich  ist. 

Für  die  Hauptelemente  ist  durch  die  B^zout'schen  und  den  Hai- 
phen* sehen  Satz  das  Problem  erledigt.  Es  wird  nun  der  Beweis  für 
den  Chasles* sehen  Satz  gegeben,  d.  b.  die  Formel  für  die  Anzahl  der 
Kegelschnitte,  welche  zwei  Systemen  erster  und  vierter  Stufe  in  dersel- 
ben Ebene  gemein  sind,  bewiesen;  freilich  wird  dabei,  wie  schon  oben 
bemerkt,  auf  die  Möglichkeit  solcher  Ausartungen,  wie  sie  neuerdings 
Halphen  (Proc.  London  Math,  Soc.  IX,  Mathem.  Annal.  XV)  auch  in 
Systemen  erster  Stufe  vorkommend  erkannt  hat,  nicht  Rücksicht  genom- 
men; wie  sich  Seh.  selbst  über  Halphen^s  Aufsätze  äussert,  sehe  man 
Fortschr.  d.  Math.  X,  407. 

Weitere  Gebilde,  für  welche  das  Charakteristikenproblem  erledigt 
wird,  sind:  1.  ein  Strahl  mit  einem  auf  ihm  befindliehen  Funkte,  2.  der 
Strahlbüschel,  3.  Strahl  mit  incidentem  Punkte  und  incidenter  Ebene, 
4.  Strahl  mit  n  incidenten  Punkten,  5.  n  Strahlen  eines  Büschels.  Die 
Zahl  der  Strahlbüschel  z.  B.,  welche  einem  zweistufigen  und  einem  drei- 
stufigen System  von  Strahlbüscbeln  gemeinsam  sind,  ist 

x  =  p^.e^  +  pe,  pe  +  e^.  p^ 

wo  die  gestrichenen  Symbole  sich  auf  das  zweistufige  System  beziehen. 
Als  interessante  Anwendung  werden  die  Tangentenbüschel  einer  Fläche 
von  der  Ordnung  n,  dem  Range  r,  der  Classe  m  und  die  der  Flächen 
eines  Systems  erster  Stufe  mit  den  Elementarzahlen  fi,  v,  ^  genommen; 
es  ist  />'*  =  «,  /?Vs=r,  e'*  =  »i;  p^  =  fi^  pe  =  v,  ^*  =  ^;  also  giebt  es 
nQ  +  rv  +  mfi  Flächen  des  Systems,  welche  die  Fläche  (n^r^m)  tan- 
giren.  Derartige  Anwendungen  sind  sehr  zahlreich  und  bestätigen  be- 
kannte Resultate  oder  bringen  neue;  die  Gebilde  4)  und  5)  werden 
besonders  benützt  zur  Gewinnung  von  Sätzen  über  die  vielfachen  Secan- 
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tep  der  vollen  Schnittearve  zweier  Flächen,  und  üher  die  zweien  Com- 
plexen  gemeinsamen  Congrnenzen, 

Das  Bnch  schliesst  mit  einem  sehr  eingehenden  Literaturnachweise, 
einem  Sach-  und  einem  Antorenregister. 

Dass  der  Verfasser  nicht  mit  Unrecht  von  seinem  Buche  aussagt,  es 
hahe  auch  den  Zweck,  die  Eigenschaften  des  Raumes  in  einem  neuen 
Lichte  erscheinen  zu  lassen,  dürfte  aus  dieser  Besprechung  desselben 
vielleicht  sich  ergeben. 

Münster.  B.  Sturm. 


Einleitung  in  die  Analysis,  von  R.  Götting,  Oberlehrer  am  Gymnasium 
zu  Torgau.  Berlin  1880,  J.  A.  Wohlgemuth's  Verlagsbuch h dl g. 
(Max  Herbiß).     II,  188. 

An  Büchern ,  welche  zur  Einleitung  in  die  Analysis  dienen ,  ist  in 
den  letzten  Jahren  wahrlich  kein  Mangel  fühlbar  geworden,  und  es  hat 
namentlich  mit  Freude  begrüsst  werden  können,  dass  Schriftsteller  von 
anerkannter  Bedeutung  es  nachgerade  auch  in  Deutschland  nicht  ver- 
schmähen ,  mit  Lehrbüchern  in  die  Oeffentlichkeit  zu  treten.  Um  so  mehr 
darf  und  muss  aber  die  Kritik  an  jedes,  neu  erscheinende  Werk  der  Art 
die  Frage  der  Berechtigung  knüpfen.  Ist  nun,  wie  uns  däucht,  ein 
Werk  vollberechtigt  nur  dann ,  wenn  es  in  Stoff,  oder  Anordnung,  oder 
Beweisführung  wesentlich  von  anderen  Schriften  sich  unterscheidet,  so 
wird  verhftltnissmässig  selten  das  Beiwort  voller  Berechtigung  zuertheilt 
werden  können.  Das  uns  vorliegende  Werk  verdient  es  in  ausgesuchter 
Weise.  Wir  erklären  gleich  zum  Voraus,  dass  uns  lange  kein  Buch  in 
die  Hände  gekommen  ist,  welches  einen  sympathischeren  Eindruck  auf 
uns  gemacht  hätte,  und  wenn  wir  einzelne  Punkte  hervorheben,  wo  wir 
dem  Verfasser  nicht  beizustimmen  vermögen ,  so  sind  das  eben  nur  Ein- 
zelheiten, die  Gesammtwirkung  nicht  beeinträchtigend. 

Das  I.  Gapitel  (8.  1 — 46)  ^ührt  die  üeberschrift .^  „Permutationen. 
Binomischer  Satz.  Arithmetische  Reihen.'*  Gleich  in  diesem  ersten  Ab- 
schnitte sehen  wir  den  Verfasser  erfolgreich  bemüht,  seine  Leser  mit 
Begriffen  der  modernen  Mathematik  bekannt  zu  machen,  wenn  dieselben 
auch  nicht  zu  den  unentbehrlichen  Hilfsmitteln  gehören,  deren  er  sich 
weiter  zu  bedienen  hat.  Die  einzelnen  Permutationsformen  werden  näm- 
lich durch  Substitutionen  aus  einander  abgeleitet,  und  diese  Gelegenheit 
ist  benutzt,  um  einige  Haupteigeuscbaften  aus  der  Substitutionenlehre 
mitzutheilen.  Die  Fermutationszahlen  77,1  =  n!  werden  auf  ihren  Sinn 
geprüft,    wenn   n  =  0  oder  gar  negativ  ist,    und  alsdann  kommen   die 

Eigenschaften  von         "       bei  ii  +  6  =  n  zur  Entwickeln ng,  die  Binomial- 

coeffieienten ,  wie  der  Verfasser  sie  vorgreifend  nennt.     Mit  derJBezeie^f  ^ 
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ntiDg  »a}  gesprochen:  n  Index  a,  für  den  Binomialcoefficienten  können 
wir  uns  nicht  einverstanden  erklären ,  da  die  Indicirung  eines  Bachstabeo 
ohne  functionale  Beziehung  des  Index  zum  Hauptbuchstaben  auch  in 
dem  vorliegenden  Buche,  wie  selbstverständlich,   so  oft  vorkommt,  daes 

Verwechslungen  fast  nicht  zu  vermeiden  sind.  Das  Übliche  (  )  i  ge- 
sprochen: n  über  or,  scheint  uns  weit  vorzuziehen  und  die  Verwechselung 
mit  dem  Zeichen  der  Substitution  kaum  zu  befürchten.  Bei  der  Dar- 
stellung des  Binomialsatzes  für  ganze  positive  Exponenten  ist  .(^  +  *)" 
s=z  j4  +  B  gesetzt,  wo  unter  ^4  die  Summe  aller  Glieder  mit  geraden,  unter 
B  die  der  Glieder  mit  ungeraden  Potenzen  von  b  verstanden  sind.  Aebn- 
lieh  ist  (a  +  öf)"  =  ^'+^'i,  wo  ^'  mit  ^,  ^' mit  B^  abgesehen  von  den 
wechselnden  Vorzeichen ,  Glied  für  Glied  übereinstimmt.  Damit  gewinnt 
der  Verfasser  schon  auf  S.  29  den  wichtigen  Satz,  dass  a'  höchstens 
gleich  A^  B  höchstens  gleich  B  sein  kann.  Wir  heben  endlich  aus  die- 
sem Capitel  noch  die  Lehre  von  den  arithmetischen  Reihen  beliebiger 
Ordnung  (S.  38  figg.)  hervor,  welche  in  methodisch  neuer  Weise  von  der 
allgemeinen  Form  des  n^"  Gliedes  der  Reihe  ausgeht,  um  aus  ihr  die 
Eigenschaften  der  auf  einander  folgenden  Differenzenreihen  zu  ent- 
wickeln. 

Das  II.  Capitel  (S,  47 — 85)  ist  überschrieben:  „Geometrische  Reihe. 

Exponentialfunctionen.**   Hier  ist  (S.47)  der  Satz  ausgesprochen,  e^  werde, 

wenn  e  ein  echter  Bruch  ist,  kleiner  als  jede  noch  so  kleine  ZahL    Das 

ist  ja  gewiss  wahr,   aber  es  sollte  bewiesen  werden.     Folgender  Beweis 

scheint  der  einfachste.     Wenn  p  und  q  positive  Werthe  sind,   n  positiv 

und    ganzzahlig,   so   ist   vermöge   des   Binomialsatzes   {p  +  qY^np^-'^q. 

p  p"  p" 

Jedes  echtgebrochene  e  ist  aber  =  und  somit  e"  =  -  ^ 


p  +  q  (P+y)"      «P""*^ 

oder  e"< — ,  und  der  Bruch  rechts  sinkt  bei  wachsendem/}  unter  jeden 
nq  •' 

angebbaren  Werth.  Sehr  hübsch  ist  sodann  (S.  48)  die  Untersuchung, 
unter  welcher  Voraussetzung  e^  unendlich  klein  werde,  falls  e  =  a^bi\ 
bei  dieser  Gelegenheit  übt  der  vorerwähnte  Satz  ü\)er  (fl  +  6i)"  =  ii'+f » 
seine  Wirkung,  wird  auch  der  Begriff  der  Norm  einer  com plexen  Grösse, 
sowie  der  der  Convergenz  einer  Reihe  eingeführt  und  damit  der  Ueher- 
gang  zur  Function  cosx  +  i.sinx  gewonnen.  Die  beiden  trigonometri- 
schen Functionen  sind  als  bekannt  vorausgesetzt,  das  Argument  x  ist  . 
als  Zahl  verstanden,  welche  die  Länge  eines  Bogens  im  Kreise  mit  dem 
Radius  1  angiebt.  Das  Mpi vre' sehe  Theorem  kann  schon  nach  wenigen 
Seiten  entwickelt  werden.  Um  nuu  zu  Kriterien  der  Reihenconvergens 
zu  gelangen,  die  Glieder  der  unendlichen  Reihe  bereits  als  complexe 
Grössen  gedacht,  ist  S.  57  eine  hübsche  kleine  Untersuchung  über  die 
Werthe   von  «>id,  cos 6^  tan 6,   wenn   0<d<l  ist,   eingeschaltet,  aus- 
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gehend  von  der  al8  bekannt  vorausgesetzten  Ungleichung  tand^jS^  sinö. 
Kurze  Betrachtungen  über  Reihenconvergenz  folgen  und  S.  61  flgg.  die 
Ezponentialreihe  mit  complexem  Argumente,  von  deren  Summe  f{x)  in 
für  den  Anfänger  wohl  etwas  schwieriger  Beweisführung  der  Satz 
/"(«). /'(y)  =  /'(^'  +  y)  featgesteUt  wird.  Bei  den  weiteren  Folgerungen  ist, 
soweit  wir  fanden,  einmal  die  nothwendige  Strenge  ausser  Acht  gelassen, 
S.  69,  wo  aus  dem  fortwährenden  Wachsen  von  f{x)  zugleich  mit  a-, 
dessen  Fortschreiten  zur  Unendlichkeit  ohne  Weiteres  behauptet  wird, 
als  ob  kein  Steigen  gegen  eine  endliche  Grenze  hin  möglich  wäre.  Die 
Ergänzung  des  Beweises  ist  übrigens  leicht.  Jetzt  tritt  auch  die  Ver- 
sinnlichung  der  complexen  Zahlen  in  der  Zahlenebene  ein  und  lässt  den 
Begriff  der  Stetigkeit  zu  deutlichem  Bewusstsein  gelangen. 

Das  III.  Capitel  (S.  85  — 127),  Logarithmen  und  Arcus  Tangentis.  Wir 
heben  eine  interessante  Entwickelnng  (S.  88)  von  {x  +  y  +  xy)^  nach 
Ausdrücken  von  der  Form  5n  =  a'*+y"  hervor,  auf  welche  übrigens  der 
Verfasser  selbst  in  dem  Vorworte  aufmerksam  macht.  Sie  dient  insbeson- 
dere dazu,  um  nach  weiteren  Betrachtungen  über  Reihenconvergenz  um- 
gekehrt eine  nach  Sa  fortschreitende  unendliche  Reihe  in  eine  solche  zu 
verwandeln,  welche  nach  {x  +  t/  +  xy)^  geordnet  ist,  wodurch  auch 
9'{l  +  jr)  +  ip(l  +  y)=^(p{l+x  +  y  +  xy)  =  (p[(l  +  x)il+y)]  bewiesen  wer- 
den kann,  sofern  fp{oc)  die  logaritbmische  Reihe  bedeutet.  Da  stets  com- 
plexe  Argumente  der  Betrachtung  unterliegen,  auch  die  geometrische 
Versin nlichung  nicht  ausser  Acht  gelassen  wird,  so  ist  die  Gemeinschaft 
von.  Logarithmen  und  Arcus  Tangentis  sofort  hergestellt. 

Das  IV.  Capitel  (S.  127—188)  bildet  mit  dem  allgemeinen  binomi- 
schen Satze  und  Anwendungen  desselben  den  Scbluss  des  Bändchens. 
Dieser  letzte  Abschnitt  geht  von  dem  w**^"  Binomialcoefficienten  der  o:*'" 
Potenz  aus,  dessen  Eigenschaften  für  beliebige  complexe  x  dargestellt 
werden.  Die  Anwendungen  bestehen  alsdann  aus  mancherlei  Reihen - 
entwickelungen  theilweise  ziemlich  zusammengesetzter  Natur. 

Diese  nur  ganz  flüchtige  Inhaltsangabe  wird  wohl  genügen,  um  did 
Ueberzeugung  hervorzurufen,  dass  es  ein  sehr  eigenartiges,  lesenswerthes 
Buch  ist,  welches  wir  in  den  Anfangsworten  zu  empfehlen  mit  gutem 
Gewissen  wagen  durften.  Wir  schliessen  unsern  Bericht,  indem  wir  jene 
Empfehlung  wiederholen  und  ihr  noch  beifügen,  dass  der  Verfasser  eine 
grosse  Anzahl  zweckmässig  gewählter  Uebungsaufgaben  nach  jedem  wich- 
tigeren Satze  hat  folgen  lassen,  zum  Theil  mit  Angabe  der  Resultate, 
zum  Theil  mit  Andeutungen  ihrer  Auflösung  versehen ,  eine  Beigabe, 
deren  gewiss  die  meisten  Leser  sich  erfreuen  werden,  zumal  solche, 
welche  aus  dem  Buche  die  ersten  Kenntnisse  der  darin  vorgetragenen 
Lehren  sich  erwerben.  Cantob, 
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Consiöeraiions   sur  la   theorie  des  phenomenes   capillaires,  par 
Dr.  P.  M.  Heringa, 

Der  Verfasser  geht  ans  von  dem  Plateau 'sehen  Versuche*,  bei 
welchem  eine  Eisenscheibe  mit  centraler  OefiPnung  in  eine  in  einem  alko- 
nolischen  Gemisch  schwebende  Oelkugel  so  hineingeführt  wird,  dass  der 
Mittelpunkt  der  Kugel  nicht  in  die  Ebene  der  Scheibe  fällt.  Ist  dabei 
die  Scheibe  Ton  grösserem  Radius,  als  die  Kugel,  so  breitet  sich  das 
Oel  über  die  Scheibe  aus  und  bildet  zwei  sphärische  Segmente  von  un- 
gleicher Krtlmmung.  Infolge  der  grösseren  Krümmung  des  grösseren 
Segments  ist  nach  der  Theorie  der  Capillarität  der  Druck  auf  der  Seite 
dieses  Segments  der  grössere;  daher  bewegt  sich  die  Flüssigkeit  nach  der 
Seite  des  kleineren  Segments  hin  und  Oleichgewicht  tritt  erst  ein,  wenn 
die  beiden  Segmente  gleich  geworden  sind.  Dabei  bewegt  sich  offenbar 
der  Schwerpunkt  der  ganzen  Oelmasse  und  der  Verfasser  findet  eine  Ver- 
letzung des  Schwerpunktssatzes  darin,  dass  eine  solche  Bewegung  des 
Schwerpunktes  einer  Masse  infolge  von  Kräften  eintreten  soll,  welche 
die  Theile  der  Masse  selbst  auf  einander  ausüben.  Er  hat  dabei  über- 
sehen ,  dass  die  Oelmasse  wegen  ihrer  Verbindung  mit  der  festgehaltenen 
Scheibe  nicht  frei  ist,  während  der  Schwerpunktssatz,  welchen  er  im 
Sinne  hat,  nur  für  ein  freies  System  gilt.  Ebenso  bewegt  sich  der 
Schwerpunkt  eines  an  einem  Ende  befestigten  Stabes,  wenn  dieser 
schwingt,  infolge  innerer  Kräfte,  der  Elasticitätskräfte. 

Aus  der  geschilderten  Betrachtung  hat  der  Verfasser  Verdacht  gegen 
die  Theorien  der  Capillarität  von  Laplace,  Oanss,  Poisson  geschöpft 
und  glaubt  wirklich  in  air  diesen  Theorien  principielle  Fehler  aufgefun- 
den zu  haben.  Zur  Beurtheilung  des  Gewichts  der  Einwürfe,  welche  der 
Verfasser  gegen  diese  Theorien  macht,  führen  wir  ein  Paar  Betrachtungen 
desselben  an. 

Nach  Laplace  wird  die  Wassersäule  in  einem  Capillarrohr  getragen 
durch  die  Wirkung  des  Meniscus  auf  die  Wassersäule.  Der  Verfasser 
fragt,  weshalb  die  Wirkung  des  Meniscus  auf  die  Wassersäule  nicht  anf- 
gehoben  werde  durch  die  Wirkung  der  Wassersäule  auf  den  Meniscus 
(S.  8).  Gewiss  wird  der  Verfasser  keine  Schwierigkeit  darin  finden,  zn 
erklären,  wie  ein  Bleiloth  von  dem  Faden,  an  dem  es  hängt,  getragen 
wird  durch  die  Wirkung  des  Fadens  auf  das  Bleiloth;  und  doch  könnte 
er  hier  mit  demselben  Rechte  fragen,  weshalb  nicht  die  Wirkung  des 
Fadens  auf  das  Bleiloth  aufgehoben  werde  durch  die  Wirkung  des  Blei- 
loths  auf  den  Faden. 

Durch  ganz  dieselbe  Schlussweise  glaubt  der  Verfasser  zu  zeigen, 
dass   die  Theorie  von  Gauss   auf  falscher  Grundlage  beruhe*"*.     Indem 


*  Staiique  exp.  et  them-.  des  liquides  soumis  atuc  seiUes  forces  moUculaires 
.  16-17. 
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Gauss  das  Gleichgewicht  einer  flüssigen  Masse  hestimmen  will,  die  mit 
festen  Wänden  in  Berührung  ist,  zieht  er  die  Kräfte  in  Betracht,  welche 
die  Flüssigkeitstheilchen  anf  einander  und  welche  die  festen  Wände  auf 
die  FlÜBsigkeitstheilchen  anstihen.  Nach  dem  Verfasser  hätte  Gauss  die 
Kräfte  vergessen,  welche  die  Flüssigkeitstheilchen  auf  die  festen  Wände 
ausüben. 

Es  war  der  Hauptzweck  des  Verfassers,  seine  Leser  von  der  Unvoll- 
kommenheit  der  herrschenden  Theorien  der  Capillarität  zu  überzeugen; 
um  so  mehr  glauben  wir  nach  dem  Gesagten  auf  die  Reproduction  der 
neuen  Ideen  des  Verfassers  verziehten  zu  dürfen. 

Freiburg  i.  B.,  den  23.  Nov.  1880.  E.  Warbürg. 


Trois    lettres    inediies    de    Jean   /*''    Bernoulli   ä    Leonard    Euler 
iirSes    de    la    correspondance   de  Jean   /'*'    Bernoulli  garde'e  dans   la 
bibliotheque  de  Vacademie  royale  des  sciences  de  Stockholm  par  Gustaf 
Ene ström,     Stockholm  1880.     Kongl.  Boktryckeriel,  P,  A.  Norstedt 
4-  Söner.     24  S. 
Bekanntlich  ist  es   dem   berühmten  Astronomen  Gyld^n  gelungen, 
jene  sagenhafte  Correspondenz   Johann  Bernoulli's,   die   nur  durch 
eine  gelegentliche  Notiz  in  Hindenburg^s  „Archiv'*  bekannt,  seitdem 
aber  vollständig  verschollen   war,   in  den  Archiven  der  königl.  schwedi- 
schen Akademie  zu  Stockholm  wiederzufinden;    eine  Publication  des  für 
die  Geschichte  der  Wissenschaft  natürlich  äusserst  wichtigen  Briefwechsels 
war  damals,   einer  Ankündigung  in   der  Zeitschrift  der  Züricher  natur- 
wissenschaftlichen Gesellschaft  zufolge,  von  jener  gelehrten  Körperschaft 
in  Aussicht  genommen   worden.     Leider  ist  es  dann   wieder  ganz  stille 
davon   geworden,   und  man  hat  nichts  mehr  davon  gehört,   ob  die  Ver- 
wirklichung   des  gefassten    Planes  erfolgen   werde   oder  nicht.     Um  so 
angenehmer  musste  es  überraschen,  dass  nunmehr  wenigstens  ein  kleiner 
Bruchtheil   dieser  reichen  Sammlung  dem  Publicum  zugänglich  gemacht 
worden    ist,    denn   einmal  haben   wir   es   hier  wirklich   mit   einer   recht 
dankenswerthen  und  interessanten  Gabe  zu  thun,  und  zum  Zweiten  dür- 
fen wir  hoffen,   dass   nun   das  Eis*  gebrochen   ist.     In  Dr.  Eneström, 
der  sich  durch  seine  treffliche  Monographie  über  die  Geschichte  des  iso- 
perimetrischen Problems  und  verschiedene  kleinere  Arbeiten  bereits  sehr 
▼ortheilhaft    bekannt    gemacht    hat,    würde    die    Stockholmer   Akademie 
gewiss  den  richtigen  Mann  gefunden  haben ,  welchem  sie  die  Lösung  auch 
der  grösseren  Aufgabe  getrost  überlassen  könnte,  und  so  darf  man  wohl 
mit  Zuversicht  hoffen,   dass   der  von  allen  Freunden   der  geschichtlich- 
mathematischen  Forschung  gehegte  lebhafte  Wunsch  in  Bälde  auf  Erfül- 
lung zu  rechnen  haben  werde.  .^yiizedby vjOOQIC 
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Von  den  zwischen  Johann  Bernonlli  und  Leonhard  Euler  ge- 
wechselten Briefen  sind  mehrere  bereits  in  der  von  Fuss  edirten  ^yCorrespon- 
dance  mathematique  ei  physigue^^  abgedruckt  worden.  Drei  weitere  tibcrgiebt 
uns  hier  Herr  Eneström;  der  Inhalt  derselben  ist  ein  sehr  mannichfaltiger. 
In  dem  ersten  ertheilt  Bernonlli  seinem  jungem  Landsmanne  in  ziem- 
lich vornehmem  Tone  Aufklärung  über  seine  Auffassung  des  Wesens  der 
Logarithmen  negativer  Grössen.  Man  weiss,  dass  in  dieser  lang  an- 
dauernden Controverse  die  von  Bernonlli  und  d^Alembert  vertretene 
Theorie  unterlag,  und  auch  in  der  hier  behandelten  Angelegenheit  ist 
der  zurechtgewiesene  Euler  in  seinem  Rechte.  Die  Nr.  1  beschäftigt 
sich   in  ihrer  Fortsetzung  mit   der  Integration  der  Differentialgleichung* 

ddx=^  x'^F  dx*^-"  dy^'-"'  +  xVY dx^-P  dy^-^  + . . . 
und  mit  dem  Problem  der  geodätischen  Linie.  Sonderbar  ist,  dass  Ber- 
nonlli gelegentlich  dieses  letzteren  auch  die  Euler^sche  Bezeichnung 
„  konoidische  Flächen  **  tadelt.  Der  zweite  Brief  kommt  zuerst  nochmals 
auf  die  obige  Differentialgleichung  zurück,  ist  aber  in  seinem  weiteren 
Verlaufe  einer  von  Eni  er  gestellten  Aufgabe  gewidmet:  .,daia  qualicunque 
curva ,  invenire  aliam  ei  jungendam ,  per  quam  uiramque  osciUaiiones  integrae 
sint  isochronae  in  vacuo'\  Im  dritten  Schreiben  (vom  6.  November  1737) 
nimmt  der  Vater  seines  Sohnes  Johannes  Erstlingsarbeit  gegen  einige 
Ausstellungen  Euler's  in  Schutz,  welche  der  Letztere  gegen  des  jungen 
Mannes  Methode,  die  Geschwindigkeit  des  Lichtes  und  Schalles  zu  bestim- 
men, geltend  gemacht  hatte.  Weiterhin  folgt  eine  Diatribe  über  die 
Frage,  ob  der  Name  „Mechanik**  oder  „Dynamik**  für  die  von  Euler 
zuerst  systematisch  bearbeitete  Wissenschaft  vorzuziehen  sei,  und  hierauf 
der  Versuch,  Euler^n  einen  von  ihm  begangenen  Fehler  nachzuweisen 
—  was  freilich  dieser,  wie  Herr  Eneström  darthut,  nicht  gelten  Iftsst. 
Endlich  kommt  Bernonlli  noch  auf  Euler's  Verfahren  der  Eeiben- 
summirung  mit  Hilfe  der  Integralrechnung  zu  sprechen  und  kann  nicbt 
umhin,  demselben  alles  Lob  zu  Tbeil  werden  zu  lassen. 

Der  Heransgeber  hat  durch  erläuternde  Noten  für  besseres  Verstand- 
niss  des  merkwürdigen  Briefcyklus  gesorgt  und  durch  dieselben  thatsäcli- 
lich  auch  erreicht,  dass  kein  moderner  Leser  Schwierigkeiten  bei  der 
Lecture  begegnen  wird.  Man  darf  demselben  deshalb  für  seine  Leistung 
sehr  dankbar  sein;  indess  wollen  wir  sie,  wie  nochmals  ausdrücklich  her- 
vorgehoben werden  möge,  nur  als  eine  Abschlagszahlung  betrachtet  wissen. 


*  Nach  Euler* 8  Erinnerung  ist  die  Methode  übrigens  nur  für  eine  Differen- 
tialgleichung von  etwas  weniger  allgemeinem  Charakter  brauchbar. 

Ansbach.  Dr.  S.  Güntbbr. 
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Jniorno  alia  data  dt  un  discorso  inedito pronuncialo  da  Federico 
Cesi  fondatore  deW  accademia  dei  iincei  e  da  esso  intüoJaio  yydel  natural 
desiderio  dt  sapere  et  institutione  de  Lincei  per  odempimenio  di  esso^\ 
Ricerche  del  socio  Gilb  er  lo  Govi.  Roma,  Cot  lipi  del  Salviucci, 
1880.  20  S. 
Friedrich  Cesi,  Fürst  von  St.  Angelo,  ist  in  der  Geschichte  der 
exacten  Wissenschaften  wohlbekannt  als  Stifter  jener  ehrwürdigen  Aka- 
demie „der  Luchse'S  welche,  wenn  auch  neuerdings  zweigetheilt,  bis  zu 
unseren  Tagen  sich  ihre  volle  Lebenskraft  bewahrt  und  erst  soeben  wie- 
der durch  Publication  vorliegender  interessanter  Schrift  den  Liebhabern 
historischer  Forschung  einen  anerkennenswerthen  Dienst  erwiesen  hat. 
Der  seiner  Aufgabe  völlig  mächtige  Herausgeber  macht  sich  zuerst  daran, 
den  Zeitpunkt  festzustellen,  zu  welchem  Cesi 's  Rede  gehalten  ward, 
verschiedene  mit  Geschick  gegen  einander  gehaltene  Gründe  lassen  es 
wahrscheinlich  erscheinen,  dass  dies  nicht  vor  dem  Jahre  1614  geschah. 
Da  nun  constatirt  ist,  dass  am  26.  Januar  1616  eine  Akademiesitzung 
stattfand,  an  welcher  die  Mitglieder  Stelluto,  Johann  Faber,  Lucas 
Valerius  (der  Neubegründer  der  theoretischen  Statik)  und  endlich 
Galilei  Theil  nahmen,  so  mag  wohl  in  dieser  Sitzung  Cesi  seine  An- 
sprache gehalten  haben,  welche  er  denn  auch  in  der  That  an  keinen 
Andern  besser,  als  an  das  berühmteste  Mitglied  der  Körperschaft  adres- 
Biren  konnte.  Einer  kurzen  bibliographischen  Beschreibung  der  Hand- 
schrift lässt  sodann  Herr  Govi  den  Abdruck  dieser  selbst  folgen.  Der 
Vortrag  ist  für  die  Gedankenrichtung  bezeichnend,  welche  für  natur- 
wissenschaftlich gebildete  Männer  in  jener  Zeit  die  massgebende  war. 
Speciell  möge  die  ehrende  Erwähnung  hervorgehoben  werden,  welche 
Galilei* 8  optischen  Entdeckungen  zu  Theil  wird.  Auf  einem  beigefüg- 
ten Concept  hatte  Cesi  einen  Theil  des  Verdienstes  an  der  Erfindung 
des  Fernrohres  dem  von  ihm  hochverehrten  Porta,  Verfasser  der  „^apta 
Naturalis",  zu  vindiciren  gesucht,  indess  scheint  er  sich  später  von  der 
Dnbaltbarkeit  dieser  Ansicht  überzeugt  und  Galilei 's  grosse  Leistung 
voll  anerkannt  zu  haben.  —  Durch  Anmerkungen  unter  dem  Texte  hat 
der  Herausgeber  das  Verständniss  des  merkwürdigen  Documents  in  dan- 
kenswerther  Weise  zu  erleichtern  gesucht. 

Ansbach.  Dr.  S.  Günther. 
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Die  Grandlehren  der  trigonometrischen  Vermessung  im  rechtwinkligen 
Koordinatensystem.     Von   Dr.  J.  H.  Franke,   Trigonometer  und 
AbtheilnngsvoTStand  am  kgl.  bayer.  Kataster  -  Bureau.     Mit  vielen 
Figuren  im  Text  und  7  litbogr.  Tafeln.     Leipzig,  B.  G.  Teubner. 
1879.     8\    XVI,  464. 
„Ursprünglich  sollten  nur  die  rein  technischen  Messungs-  und  Aus- 
gleichnngs •  Operationen ,  also  etwa  das,  was  der  dritte  Abschnitt  enthält, 
gegeben  werden"  (8.  V);  die  Detailtriangulirung  (Punkteinschaltung)  und 
Polygonalmessung    oder    die   Punktsysteme    III.,    IV.    und   V,  Ordnung 
werden  deshalb  speciell  behandelt  und  von  der  Detailmessung,  einschliess- 
lich   der  Kartirungs-    und   Flächenberechnungsarbeiten,    wird    eine    all- 
gemeine Uebersicht  gegeben  (S.  13).     Den  wichtigsten  und  selbstständig 
bearbeiteten  Theil  des  Buches  bilden  die  Vorschriften  zu  näherungsweisen 
Ausgleichungen  der  Vermessungen  von  Punkten  dritter  bis  fünfter  Ord- 
nung und  diese  sollen  daher  zuerst  besprochen  werden. 

Die  Beurtheilnug  eines  Ausgleichsverfahrens  ist  nicht  einfach,  da 
praktische  und  theoretische  Anforderungen  einigermassen  in  Widerspruch 
gerathen,  die  einseitige  Bevorzugung  der  einen  Rücksichten  also  unbillig 
macht.  Dabei  ist  ferner  auf  den  wichtigen  Grundsatz  aller  Beobachtungs- 
und  Bechnungstechnik ,  den  Verfasser  wiederholt  betont,  zu  achten,  „dass 
die  Ansgleichungsmethoden  um  so  gleichgiltiger  werden,  je  bessere  Be- 
obachtnngen  vorliegen*^  (S.  243),  dass  also  Vermehrung  der  Sorgfalt  in 
den  Messungen ,  Vervielfältigung  derselben,  Verbesserung  der  Hilfsmittel 
grösseren  Werth  besitzen ,  als  die  Verfeinerungen  der  Ausgleichungen. 
Die  strenge  Theorie  verlangt  Anwendung  der  Methode  der  kleinsten 
Qnadratsummen  (wie  sie  bekanntlich  von  bedeutenden  Mathematikern 
ausgebildet  ist),  nöthigt  aber  dadurch  in  den  meisten  Fällen  zu  ausser- 
ordentlich mühsamen ,  viel  Zeit  in  Anspruch  nehmenden  Rechnungen ,  so 
dass  häufig  ein  entschiedenes  Missverhältniss  entsteht  zwischen  dem  gefor- 
derten Aufwände  an  Mitteln  und  dem  Zwecke.  Das  trifft  besonders  zu 
bei  den  hier  in  Rede  stehenden  Einschaltungen  in  die  grossen  Dreiecks- 
netze  der  Landesvermessung.     Der  strengen  Methode  sind  ^Anniäherun^s^  j|g 

Hi8t.-Ut.  Abtiilg.  d.  Zeitschr.  f.  Math,  u   Phys.  XXVI,  3.  C 
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verfahren,  auch  wenn  sie  mehr  oder  minder  theoretisch  anfechtbar  sein 
sollten ,  dann  vorzuziehen ,  wenn  sie  erhebliche  Ersparnng  an  Zeit  nnd 
Mühe  gestatten,  und  zu  Ergebnissen  führen,  die  von  den  wahrscheinlichsten 
Werthen  der  Grössen  nur  noch  nm  Beträge  abweichen ,  welche  für  die  be- 
stimmten Zwecke  der  besondem  Vermessung  keine  Bedeutung  mehr  haben. 
Es  ist  ganz  gut,  sich  die  theoretische  Befriedigung  zu  verschaffen,  den  wahr- 
scheinlichsten Werth  auszurechnen,  wenn  es  sich  um  einige  wenige  Punkte 
handelt;  wenn  aber  in  verhSltnissmässig  kurzer  Zeit  Hunderte  von  Ver- 
messungen zu  berechnen  sind,  dann  drängt  die  Anforderung  der  Praxis  aaf 
Einrichtung  einer  wohlgegliedcrten,  jede  Abkürzung  ausnützenden  Rech- 
nungsweise. Das  Urtheil  über  den  Werth  der  vorgeschlagenen  Aus- 
gleichungsverfahren  kann  an  bestimmten  Beispielen  gebildet  werden,  wie 
sie  in  genügender  Zahl  durchgeführt  und  mitgetheilt  sind ;  ferner  gelingt 
dem  Verfasser  aber  auch  eine  allerdings  nur  genäherte  Berechnung  des 
mittlem  Fehlers,  der  bei  Anwendung  des  vorgeschlagenen  Näherungs- 
verfahrens für  einfache  Punkteinschaltung  noch  verbleibt  (S.  383),  und 
die  Vergleichung  mit  den  bei  Anwendung  der  strengen  Kechnungsver- 
fahren  verbleibenden  mittleren  Fehlern  giebt,  wie  die  Ansicht  der  durch- 
gerechneten Aufgaben  lehrt,  Beruhigung  über  den  Orad  der  Annäherung 
und  die  Zulässigkeit  der  kürseren  Rechnungsweisen.  Ob  nicht,  unbe- 
schadet der  vernünftigerweise  einzuhaltenden  Genauigkeit,  in  der  Ver- 
einfachung der  Rechnung  noch  weiter  gegangen  werden  könnte,  darf 
wohl  gefragt  werden  und  der  Berichterstatter  glaubt,  in  einzelnen  Falles 
diese  Frage  bejahen  zu  sollen,  wie  sich  später  herausstellen  wird. 

Verfasser  verwirft  wiederholt  ganz  entschieden  die  vielfach  nach  den 
„  praktischen  Gefühl  *^,  also  mit  aiemlich  grosser  Willkür  erfolgende  Ans- 
gleichung.  Jedoch  sind  seine,  wie  alle  Näherungsverfahren,  dnrchans 
nicht  frei  von  Willkür  und  der  Unterschied  scheint  wesentlich  darin  sv 
bestehen,  dass  die  Willkür  in  ein  System  gebracht,  in  ähnlichen  Fällen 
immer  in  gleicher  Weise  geübt  wird.  Das  ist  ein  Vortheil,  wenn  und 
wo  es  sich  um  die  geschäftsmässige  Einrichtung  ausgedehnter  Rechnungen 
handelt,  welche  durch  Gehilfen  auszuführen  sind,  ist  aber  kein  Vortheil 
hinsichtlich  der  grösseren  Wahrscheinlichkeit  der  Ergebnisse,  weil  der 
erfahrene  Rechner  wohl  von  Fall  zu  Fall  einen  andern  Weg  ffir  nlits- 
licher  erkennen  wird. 

Zum  Nachweis  der  Willkür  sei  die  Aufgabe  benutzt,  in  welcher  zwei 
Grundlinien  PiP^  nnd  OiO^  durch  die  Coordinaten  ihrer  Endpunkte 
gegeben  sind  (S.  276)  und  eine  Ketteneinschaltung  zwischen  diesen 
gemacht  wird.  Von  dem  ersten  und  dem  letzten  Dreieck  werden  je  aar 
zwei,  von  allen  zwischengelegenen  Dreiecken  alle  drei  Winkel  gemessen. 
Zunächst  werden  nun  in  bekannter  Weise  die  Winkel  der  Dreiecke  avf 
die  theoretische  Summe  ausgeglichen ,  dann  von  P^  P^  ausgehend  die  Co* 
ordinaten-  der  Zwischen  punkte   und    endlich   der  Punkte  Q,    und  (>•  be- 
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rechnet.  Die  Abweichung  der  berechneten  von  den  gegebenen  Coordi- 
naten  des  Punktes  P,  wird,  nach  vorgängiger  zweckmässiger  Gewicbts- 
hestimmnng  für  den  einzelnen  Punkt,  auf  alle  Punkte  zwischen  P^  und 
Pi  vertheilt ;  es  bleiben  noch  „  Restdifferenzen  *S  nämlich  die  Unterschiede 
zwischen  berechneten  und  gegebenen  Coordinaten  von  ög,  „welche  der- 
gestalt zur  Vertheilung  gebracht  werden,  dass  hierbei  nur  die  Punkte 
jenes  Linienganges  berücksichtigt  werden ,  welcher  in  directer  Weise  die 
Basis  P1P2  mit  dem  Schlusspunkte  (Q^)  verbindet",  und  diese  zweite  Ver- 
theilung erfolgt  wieder  proportional  den  mittleren  Fehlerquadraten  der 
betreffenden  Coordinatenunterschiede.  Verfasser  wählt  zu  dieser  zweiten 
Vertbeilung  die  Punkte  2,  8  und  (>g,  und  schon  das  ist  willkürlich,  denn 
anch  der  Weg  von  P^  über  1,  3  nach  Q^  kann  als  „direct"  gelten;  er 
hi  zwar  etwas  länger,  i^orauf  es  jedoch  hier  nicht  wesentlich  ankommt, 
weil  dadurch  die  Winkelmessungen  nicht  unsicherer  werden,  ist  aber, 
wie  der  vom  Verfasser  gewählte,  nur  zweimal  gebrochen.  Wäre  die  zweite 
Ausgleichung  auf  die  Punkte  1  und  3  geworfen  worden,  statt  auf  2  und 
3,  so  hätten  sich  zwischen  den  Coordinaten  der  Punkte  1  und  2  Unter- 
schiede herausgestellt,  sehr  nahe  von  der  Grösse,  wie  die  geringeren 
Ausgleichungen  (5  und  3  cm).  Die  Hauptwillkür  liegt  aber  wo  anders. 
Es  ist  vollkoihmen  gleichberechtigt,  die  Rechnung  von  der  P- Linie  gegen 
die  P-Linie  oder  von  der  ()- Linie  gegen  die  P- Linie  zu  führen.  Bei 
der  vorgeschlagenen  Ausgleichung  trifft  eine  grössere  Verbesserung  die 
vom  Ausgangspunkte  entfernteren  Punkte,  bei  dem  Verfasser  also  die 
der  0- Linie  benachbarten  Punkte;  bei  umgekehrter  Anordnung  der  Rech- 
nung werden  die  bei  0  liegenden  Punkte  am  wenigsten,  die  bei  P  be- 
nachbarten am  meisten  verschoben.  Führt  man  die  Rechnung  in  der 
zweiten  Ordnung,  sonst  ganz  nach  Vorschrift  des  Verfassers  aus,  so  zeigt 
rieh  s.  B.  zwischen  den  Ordinaten  des  Punktes  4,  wie  sie  die  eine  oder 
andere  Rechnungsfolge  liefert,  ein  Unterschied  von  etwa  0,18  m.  Damit 
ist  die  Willkür  nachgewiesen  und  die  Berechtigung,  so  sehr  gegen  das 
praktische  Gefühl  zu  eifern,  bestritten.  Beiläufig  sei  noch  bemerkt,  dass 
das  vom  Verfasser  mitgetheilte  Beispiel  leider  einen  Rechenfehler  enthält, 
indem  gleich  am  Anfang  die  Länge  der  Basis  P^  P^  und  ihre  Orientirung 
ungenau  gefunden  wurde.  Der  Directionswinkel  ist  um  11"  zu  klein  und 
die  Basislänge,  wie  es  scheint,  nur  mit  Hilfe  dieses  ungenauen  Winkels 
berechnet;  wäre  sie,  wie  zur  Controle  immer  geschehen  sollte,  auch  aus 
den  Quadraten  der  Coordinatendifferenzen  der  Endpunkte  gerechnet  wor- 
den, so  hätte  sich  der  Irrthum  sofort  ergeben.  Theoretisch  wäre  es  wohl 
besser,  die  Coordinaten  eines  möglichst  mitten  zwischen  den  zwei  Grund- 
linien gelegenen  Punktes  einmal  von  der  einen,  das  andere  Mal  von 
der  andern  Grundlinie  ausgehend  zu  berechnen  und  die  verbleibende 
Abweichung  in  der  Art,  wie  es  Verfasser  thut,  mit  Berücksichtigung  der 
Fehlcrquadrate  für  die  einzelnen  Punkte  zu  vertheilen.     Aehnliches  wird  ^^^ 
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anch  in  den  „  Schlussbetrachtungen  über  die  Methode  der  KetteneiDSchal- 
tung**  bei  grösserer  Ausdehnung  der  Dreiecksketten  durch  Aufscbliessen 
auf  einen  Centralpunkt,  dessen  Lage  erst  zu  bestimmen  ist,  empfohlen. 
Ausgleichungsrechnungen  für  „  Punkteinschaltung  ^^  kommen  vor,  wenn 
ein  Punktf  dessen  Lage  zu  bestimmen  ist,  durch  geeignete  Winkelmessungen 
mit  mehr  als  genügend  vielen  Punkten  verbunden  ist,  deren  Lagen  bereits 
sicher  bekannt  sind.  Verfasser  giebt  für  diesen  Fall  folgende  Anweisung 
(S.  229): 

„1.  Aus  zwei,  bezw.  drei  gegebenen  Punkten  und  den  erforder- 
lichen directen  Messungsergebnissen  wird  nach  einem  der  im  vorigen 
Abschnitte  dargestellten  trigonometrischen  Elementarprobleme  ein  provi- 
sorischer Werth  (Coordiuatenwerth)  für  die  absolute  Position  des  zu 
bestimmenden  Punktes  berechnet; 

2.  für  die  auf  der  gegebenen,  wie  eventuell  auch  auf  den  za 
bestimmenden  Punkten  beobachteten  Richtungen  sind  die  wahrschein- 
lichsten Werthe  der  Azimute  (Directionswinkel)  abzuleiten,  so  dass  die 

entstehenden    — ^-^  Strahlendurchschnitte    eine    Anzahl    absoluter 

Positionen  für  den  gesuchten  Punkt  bestimmen; 

3.  die  aus  den  Strahlen  durchschnitten  resnltirenden  Positionen 
werden  nicht  direct  berechnet,  sondern  blos  deren  Abweichungen  ^on 
dem  nach  1.  gefundenen  provisorischen  Orte  auf  graphischem  Wege 
dargestellt; 

4.  auf  Grund  dieser  bemerkten  Darstellung  wird  aus  den  Strahlen- 
durchschnitten  ein  angenäherter  mittlerer  Ort  0  für  den  gesuchten 
Punkt  abgeleitet,  die  durch  diesen  gelegten  Coordinatenaxen  als  fixe 
Gerade  betrachtet  und  auf  beiden  derselben  ein  Punkt  bestimmt,  wel- 
cher jeder  für  sich  die  Summe  der  Quadrate  der  Abweichungen  der 
Directionswinkel  zu  einem  Minimum  macht.  Aus  diesen  beiden  Punk- 
ten  wird  schliesslich  ein  einziger  nach  dem  Princip  gefunden,  dass 
1.  die  Quadrate  der  auf  die  fixen  Geraden  bezogenen  Coordinaten  des 
gesuchten  Punktes  sich  zu  einander  verhalten  wie  die  mit  ihren  Ge- 
wichten multiplicirten  Quadrate  der  vorhin  auf  jenen  festen  Azen 
bestimmten  Abstände,  2.  das  Quadrat  der  Entfernung  des  definitiven 
Punktes  von  dem  angenäherten  mittleren  Orte  0  gleich  dem  allgemei- 
nen Mittel  der  mit  ihren  Gewichten  multiplicirten  Quadrate  jener  eben 
bemerkten  Abstände  sei. 

Der  so  abgeleitete  einzelne  Punkt  ist  dann  der  definitive  mittlere 
Ort  des  zu  bestimmenden  Punktes,  dessen  Coordinatenwerthe  einfach 
«aus  dem  Constructionsschema  abzulesen  sind." 

S.  248  ügg.  wird  das  Verfahren  auf  einen  bestimmten  Fall  angewen- 
det. Ein  Punkt  ibt  von  8  gegebenen  angezielt,  könnte  also  auf  28  Arten 
durch  Vorwärtseioschneiden  berechnet  werden.  Dle^.Vlirbesserungen,  welche 
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der  Verfasser  aD  den  provisorischeo  Coordinaten  anbringt,  sind  1,  bezw. 
2  cm.     Dem  gegenüber  darf  man  wohl  fragen,  ob  der  nicht  unbedentende 
Rechnungsanfwand   gerechtfertigt   ist.     Der  Berichterstatter  hat  von  den 
28  möglichen  Berechnungen  einige,  die  günstige  Schnitte  Hefern,  heraus- 
gewählt  and  diese  —  ohne  Bücksicht  auf  sphärische  Correctionen,  welche 
bei    den    vorkommenden   Entfernungen   von   höchstens   3  km    überflüssig 
erscheinen  —  ausgeführt.      Das   arithmetische  Mittel   (ohne  Berncksichti- 
gung  der  Gewichte,  wodurch  eine  weitere  Annäherung  möglich  wäre)  aus 
vier  solchen  Becbnungen  (Combinationen  der  Punkte  1  und  2 ,  3  und  4, 
5  und  6,  7  und  8)  liefert  die  Centimeter  der  Coordinaten:  33  und  53; 
das  Mittel   aus   sieben  Becbnungen   (zu  den  vorigen  npch  die  Combina- 
tionen 4  und  6,  3  und  8,  5  und  7)   giebt  34  und  50  cm,   während  der 
Verfasser  als  schliessliches  Ergebniss  34  und  49  cm  hat,  welche  Werthe 
aber  deshalb   nicht  ganz  Vergleichs  fähig  sind,   weil  auch  in  diesem  Bei- 
spiel gleich  von  vornherein  ein  Bechenfehler  steckt :  der  Directionswinkel 
der  Bichtung  von  Punkt  2  nach  Punkt  1  ist  zu  ...  55,7 '^  angegeben,  richtig 
berechnet  aber  ...53,7".     Dann  ist  die  Strecke  zwischen  Punkt  2  und  1 
ungenau  —  ihr  Log  ist  zu  3.4660879  statt  3.4661412  angegeben,  zweifel- 
los Folge  des  Irrthuqjs  von  2"  (der  selbst  wahrscheinlich  nur  ein  Schreib- 
fehler, 5  statt  3,  gewesen)  in  dem  Directionswinkel,  erneuter  Beweis,  wie 
nötbig  die  Bestätigungsrechnung  für  die  Streckenlänge  aus  den  Quadraten 
der  Coordinatendifferenzen  ist.  —  Die  sieben  unabhängigen  Berechnungen 
der  Coordinaten  auf  dem  elementar  ebentrigonometrischen  Wege  lassen  sich 
(namentlich  da  dieselben  Logarithmen  wiederholt  zur  Verwendung  kom- 
men) in  derselben  Zeit  und  mit  geringerer  Mühe  (weil  so  zu  sagen  rein 
mechanisch ,  ohne  Ueberlegen)  ausführen ,  vier  Berechnungen  mit  entschie- 
den geringerem  Aufwände.     Und  da  ihr  Ergebniss  eine  für  Punkte  dritter 
oder  gar  noch  höherer  Ordnung  vollständig  genügende  Genauigkeit  liefert, 
ist  die  umständlichere  Ausgleichung  nicht  zu  empfehlen. 

Das  eben  (in  §  57)  behandelte  Beispiel  wird  (in  §  58)  auf  8.  254flgg. 
nochmals  in  anderem  Sinne,  nämlich  als  Pothenot'sches  Problem  durch- 
geführt, wobei  aber  zu  ganz  unnöthiger  Plage  des  Lesers  und  ohne 
ersichtlichen  Grund  die  Bezeichnungen  der  Punkte  geändert  werden  (wie 
du  nochmals,  ebenso  unnöthig  und  störend,  in  §  59  erfolgt).  Es  lassen 
sich  zn  diesem  Beispiele  im  Ganzen  die  nämlichen  Bemerkungen  machen, 
wie  zu  dem  Beispiele  des  Vorwärtseinschneidens.  Da  jedoch  die  Pothe- 
no tische  Berechnung  entschieden  weniger  bequem,  als  die  des  Vorwärts- 
einschneidens ist,  so  mag  die  mehrfache  Potheno tische  Berechnung  und 
das  Mittelnehmen  aus  den  Ergebnissen,  namentlich  wenn  dieses  noch 
unter  Berücksichtigung  der  Gewichte  geschehen  soll,  nicht  in  kürzerer 
Zeit  ausführbar  sein,  als  des  Verfassers  Ausgleichungsverfahren.  Ist  dem 
I      so,  dann  verdient  das  letztere  den  Vorzug  und  erhält  zugleich  insofern 

eine' Bechtfertignng  auch  für  das  Vorwärtseinschneiden,   als^eine  gleich*   ^IC 
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massige  BehandluDg  unter  den  früher  erwähnten  Bedingungen  wünschens- 
wertb  ist.  Das  Ausgleich ungsverfahren  ist  ein  graphisch  -  analytisches  und 
unterscheidet  sich  in  seinem  constructiven  Theile,  tiber  welchen  S.  236, 
237  eine  historische  Notiz  mitgetheilt  wird,  wesentlich  durch  die  OrientiruDg 
der  fehlerzeigenden  Dreiecke  (Benutzung  lithographirte.r  Schemata  em- 
pfohlen, wodurch  die  Mühe  erheblich  verringert,  der  Apparat  aber  ver- 
grössert  wird),  welcher  einfachere  und  bequemer  zu  überblickende  Be- 
ziehungen- zu  den  Coordinaten  liefert.  Besonders  des  graphischen  Thei- 
les  wegen  ist  die  Ausgleichung  nun  aber  durchaus  nicht  einfach  und 
schnell  erledigbar,  wenn  auch  gegen  die  Anwendung  der  Methode  der 
kleinsten  Qnadratsumme  immerhin  noch  Gewinn  verbleibt.  Darüber,  ob 
es  „praktisch*'  ist,  eine  Zahlenrechnung  durch  eine  Zeichnung  zu  ersetsen, 
wird  die  Ansicht  je  nach  den  Verhältnissen  verschieden  sein.  Für  Archi- 
tekten, Constructeure  u.  s.  w.,  die  das  Zeichnengeräth  beständig  im  Ge- 
brauche und  in  seiner  Anwendung  meist  grössere  Fertigkeit,  als  im 
Rechnen  haben,  mag  eine  graphische  Lösung,  wenn  sie  genügend  genau 
herstellbar  ist  (und  das  trifft  hier  zu),  vielfach  angenehm  und  empfeUens- 
werth  sein ,  während  das  für  den  Rechner,  den  mit  trigonometrischen  Ope- 
rationen beschäftigten  Geodäten  nicht  mehr  der  Fall  ist.  Für  den  Letz- 
teren ist  es  am  vortheilhaftesten,  keine  anderen  Hiffsmittel,  als  die  stets 
unentbehrliche  Logarithmentafel  und  einige  dieser  leicht  anzufügende 
Tabellen ,  allenfalls  noch  Rechenschieber  zu  benöthigen ;  für  ihn  entspringt 
durch  das  Herbeischaffen  des  Zeichnengeräths  (für  das  meist  auf  dem 
Arbeitstische  erst  wird  Platz  gemacht  werden  müssen)  Zeitverlust  und 
Unbequemlichkeit,  ja  schon  die  Abwechselung  zwischen  dem  gewohnten 
Reebnen  und  dem  ungewohnten  Zeichnen  geht  nicht  ohne  „  Friction  *' ab. 

Nachdem  die  verschiedenen  Strahlen  durchschnitte  (zeichnend  oder 
rechnend)  gefunden ,  muss  endgiltig  ein  Ort  für  den  mehrfach  und  wider- 
sprechend bestimmten  Punkt  gewählt  werden.  Das  Verfahren  ist  8.  242 
bis  247  geschildert,  der  Berichterstatter  muss  aber  gestehen,  dass  es  ihm 
nicht  hinreichend  klar  geworden  ist,  um  darüber  urtheilen  zu  können, 
und  manchem  andern  Leser  dürfte  es  ähnlich  ergehen. 

Als  dritte  Hauptaufgabe  kommt  vor  die  Einschaltung  eines  polygo- 
nalen Zuges  zwischen  zwei  Punkten,  deren  Coordinaten  gegeben  sind 
und  von  welchen  aus  je  nach  einem  gleichfalls  seiner  Lage  nach  bekann- 
ten Punkte  gezielt  wird,  so  dass  für  die  Anfangs-  und  die  Schlnssrieh- 
tung  der  Directionswinkel  oder  das  Azimut  abgeleitet  werden  kann.  Ge- 
messen werden  die  Seiten  des  Polygonznges  und  alle  Winkel;  nach  Ans- 
führung  der  Rechnung  mit  den  unvollkommen  genauen  Measergebnissda 
wird  die  Schlussrichtung  etwas  anders  orientirt  sein  und  die  Coordinaten 
des  Schlusspunktes  eine  Abweichung  von  den  gegebenen  Werthen  zeigen. 
Verfasser  zeigt  tiberzeugend,  dass  hier  die  Trennung  der  Winkel-  von 
der  CoordinatenauBgleichung  statthaft  ist  und  einen  erheblichen  Gevino 
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herbeiführt  gegenüber  den  Anfordernngen  der  Methode  der  kleinsten 
Qnadratsnmmc,  nach  welcher  die  Verbesserungen  der  Richtungen  und  der 
Längen  gleichzeitig  vorgenommen  werden  sollen.  Die  nähere  Ausführung 
lässt  hinsichtlich  Einfachheit  und  möglichster  Annäherung  an  die  streng 
theoretischen  Rechnungen  (deren  Ergebnisse  von  einem  Näherungsver- 
fahren  nicht  verlangt  werden  dürfen)  Nichts  zu  wünschen  übrig.  Sehr 
gut  ist,  was  über  die  Verkettung  von  Polygonalzügeu  bemerkt  wird* 
Auch  dafür,  dass  bei  Einschaltung  eines  Hilfsdreieckspuuktes,  wenn  dieser 
nur  durch  Schnitte  bestimmt  ist,  man  von  der  früher  gegebenen  Regel 
für  die  einfache  Punkteinschaltung  insofern  abweichen  soll,  dass  die 
Gewichte  der  Strahlenschnitte  nicht  den  Quadraten  der  Entfernungen, 
sondern  diesen  einfach  umgekehrt  proportional  genommen  werden  sollen, 
mnsa  man  die  angegebenen  Gründe  als  treffend  anerkennen.  Die  Aus- 
gleichung wird  umständlicher,  wenn  der  Hilfsdreie^kspunkt  auch  noch 
gleichzeitig  durch  einen  Liuienzug  bestimmt  ist,  weil  nun  die  zwei  ver- 
schiedenen Ausgleichungen  in  geeigneter  Weise  zu  vereinigen  sind.  Der 
Ausweg,  den  der  Verfasser  hier  nimmt,  scheint  ganz  zweckmässig 
au  sein. 

Für  die  Rechnungen  der  Gemarkungstriangulation  wird  eine  von 
F.  G.  Gauss  angegebene  indirecte  Methode  empfohlen  und  das  wich- 
tigste gegen  diese  sprechende  theoretische  Bedenken  erwähnt,  wie  seiner 
praktischen  Bedeutung  nach  gewürdigt.  Da  bei  der  Gemarkungstriangu* 
lation  zuweilen  der  Geodät  mit  bescheidenen  Hilfsmitteln  eine  Azimut» 
bestimmung  vorzunehmen  hat,  wird  darüber  später  Einiges  bemerkt. 

Was  an  verschiedenen  Stellen  aphoristisch  über  die  Organisation  der 
Vermessungen  und  über  die  technischen  Ausfuhrungen  gesagt  wird,  zeugt 
von  der  grossen  Geschäftserfahrung  des  Verfassers  und  ist  vortrefflich, 
macht  nur  den  Wunsch  nach  eingehenderer  Darlegung  rege. 

Die  zahlreichen  Rechnungen  sind,  wie  das  wichtig  ist,  nach  bestimm- 
ten Becbnungsschematen  ausgeführt,  die  recht  zweckmässig  sind.  Nur 
ist  die  Erklärung  ihrer  Einrichtung  so  dürftig,  dass  selbst  ein  nicht 
unbewanderter  Leser  Mühe  hat  und  Zeit  verliert,  sich  znrecht  zu  finden; 
der  „in  die  Materie  erst  Eintretende*',  auf  dessen  Bedürfniss  (S.  IV  des 
Vorworts)  doch  stete  Rücksicht  genommen  werden  soll,  wird  einfach  die 
Bechnnngsanordnung  nicht  verstehen.  Ueberhaupt  kann  nicht  mit  Still- 
schweigen übergangen  werden,  dass  das  Buch  bei  vortrefflichem  Inhalt 
formell  zu  sehr  lebhaften  Bemängelungen  Anlass  giebt.  Es  geschieht  so 
gar  nichts  zur  Erleichterung  des  Lesers,  ja  im  Gegentheil,  wenn  man 
diesen  absichtlich  plagen  wollte,  könnte  man  nicht  anders  verfahren,  als 
geschehen.  Von  der  Anordnung  des  Stoffes  im  Ganzen,  der  bunten 
Reihenfolge  in  den  Theilen  des  Buches,  die  überhaupt  nur  als  Anhängsel 
SU  dem  oben  besprochenen  Hauptabschnitte  erscheinen,  zu  geschweigen, 
mögen  nur  einige  Ausstellungen  hier  gemacht  werden. 
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Die  Zählung  der  Richtungswinkel  beginnt  bald  im  Sttden,  bald  im 
Westen,  auch  gelegentlich  im  Norden.  Der  Verfasser  ist  freilich  un- 
schuldig daran,  dass  die  bayrische  Landesvermessung  (aus  welcher  die 
Zahlenbeispiele  entlehnt  sind)  ihre  Directionswinkel  von  West  anfangend 
über  Nord  zählt;  allein  es  wäre  gewiss  besser  gewesen,  entweder  diese 
Zählnngsweise  folgerichtig  beizubehalten  oder  immer  eine  andere  und 
dann  die  bayrischen  Directionswinkel  *  durch  Vermehrung  oder  Verminde- 
rung  um  einen  Rechten  fär  die  Beispiele  abzuändern;  sehr  störend  ist, 
dass  in  den  allgemeinen  Formeln  (aber  auch  nicht  immer)  die  Zählung 
der  Winkel  im  Süden,  in  den  speciellen,  auszurechnenden  Formeln  im 
Westen  beginnt.  Kommt  bei  diesem  leicht  Verwirrung  erzeugenden  Be- 
lieben hinzu,  dass  die  zu  einem  wichtigen  Beispiel  gehörende  Fig.  51, 
abweichend  von  allen  anderen  vorkommenden  Figuren  und  von  dem 
Gebrauche,  ganz  verkehrt  orientirt  oder  eigentlich  durchaus  desorientirt 
ist,  so  ist  die  Klage  über  unnöthige  Erschwerung  de^  Gebrauchs  des 
Buches  wohl  gerechtfertigt. 

Es  ist  allgemein  bekannt  und  anerkannt,  dass  eine  wohlüberlegte 
Wahl  der  Bezeichnungen  vom  grössten  Werthe  ist.  In  diesem  Betreff 
aber  ist  das  Buch  entschieden  zu  tadeln.  Häufig  wird  nicht  oder  nicht 
genügend  die  Bedeutung  der  Zeichen  erklärt,  diese  werden  plötzlich, 
ohne  Benachrichtigung  und  ohne  ersichtlichen  Grund,  gewechselt,  ja  e< 
kommt  z.  B.  S.  344  Z.  1  eine  Formel  vor: 

Cos  f  Ä  -  («  —  /3))  =  lang  -  6'o/(90  -  <p) , 

in  welcher  auf  der  einen  Seite  der  rechte  Winkel  durch  90  (ohne  Grad- 
zeichen), auf  der  andern  Seite  durch  R  bezeichnet  wird,  welches  Zei- 
chen R  sonst  für  den  Erdhalbmesser  dient,  der  hier  durch  r  dargestellt 
ist,  ohne  dass  darauf  besonders  hingewiesen  wird.  Bei  der  früheren 
Besprechung  der  Soldner*schen  Coordinaten  bezeichnetet  den  Radius 
der  berührenden  Kugel  und  auch  hier  hat  auf  derselben  Seite  R  mit 
Index  eine  ähnliche  Bedeutung. 

Wie' unbequem  die  Darstellung  ist  und  welche  Zumuthung  dem  Leser 
zuweilen  gemacht  wird,  mag  aus  folgender  Zusammenstellung  hervor- 
gehen. Auf  einer  und  derselben  Seite  (354)  kommt  vor:  N  als  Beseich- 
nung  eines  Zielobjects,  n  als  Bezeichnung  des  Winkels  zwischen  den 
Richtungen  vom  Standpunkte  nach  den  Objecten  N  und  A^  n^,  n,,  ...»p 
sind  Symbole  für  die  in  den  Sätzen  1,  2,  ...  p  beobachteten  Werthe 
dieses    Winkels,    [n]    bedeutet    die    Summe    dieser    Beobachtungswerthe. 

Dann  kommt  vor  w'=  — —  n  und  zwar  ;i\,  n'g,  ...  «'p,  femer  "(«i)>  W' 

Pn 

...  (fip),  angebend  die  Anzahl  der  in  die  Beobachtungssätze  1,  2,...p 
eingehenden  Objecto.  Aber  dieselben  Zeichen  (n^),  (n,),  ...  (fij,)  bedeuten 
auch  noch  etwas  ganz  Anderes,  nämlich  die  ausgeglichenen^ Eij^elrieh- 
tungen,  sodass  (wi)=Wj  +  (l),  (^2)==  Wg+(2),  ...  lWp)  =  «p+fp),  ^oW 


Recensionen. 

(]),  (2),  ...  {p)  wieder  eine  gewisse  symbolische  Bedeutung  haben. 
Weiter  kommt  noch  vor  {N)  =  [(n)]  als  Mittel  der  vorstehend  verzeich- 
neten Richtungen.  Aber  noch  nicht  genug.  In  dem  Beispiele  (Alles  auf 
derselben  Seite),  welches  das  „höchst  einfache  Verfahren'*  (Stationsaus- 
gleichung für  Richtungsbeobachtungen)  schematisch  durchführt,  kommt 
noch  vor:  {n)  als  allgemeiner  Repräsentant  für  (1),  (2),  ...  (^),  dann 
//  als  Repräsentant  für  b\  c\  ...  und  endlich  (n)  noch  einmal  in  einer 
mir  unverständlichen  Bedeutung.  Zur  Mehrung  der  Unklarheit  ist  neben 
die  vier  Werthe  der  Colonne  {n)  im  ersten  Theile  des  Schemas  dfts  Wort 
„Beobachtungen*^  angeklammert,  welches  man  deshalb  versucht  ist  in 
irgend  eine  Beziehung  zu  den  (n)  zu  bringen ,  die  aber  nicht  besteht.  — 
Nebenbei  mag  bemerkt  sein ,  dass  das  Schema  für  die  hier  durchgeführte 
Stationsausgleichung  erheblich  einfacher  und  doch  deutlicher  geordnet 
werden  kann. 

Die  so  nützlichen  Doppelindices  kommen  nur  ein  einziges  Mal  an 
ganz  untergeordneter  Stelle  vor,  die  so  übersichtliche  Gestaltung  der 
Formeln  und  die  Entlastung  des  Gedächtnisses  für  gleichgiltige  Dinge 
gehen  also  verloren.  Die  verwendeten  Indices  sind  nicht  rationell 
gewählt  Als  Beleg  hierfür  und  für  die  im  Allgemeinen  nicht  glückliche 
Bezeichnung  sei  erwähnt  (S.  164):  „Zu  bestimmen  sind  die  Coordinaten 
.T,  y  des  Dreieckpunktes  P,  die  Coordinaten  o*^,  y^  und  ^r^,  y^  der  andern 
Dreieckpunkte  sind  gegeben;  bezeichnet  werden  die  Richtungen  der 
von  A  aasgehenden  Strahlen  nach  P  und  einem  Hilfspunkte  C  mit  ^^ 
und  i|;|,  die  der  von  B  nach  P  und  einem  Hilfspunkte  D  zielenden 
Strahlen  mit  g>i  und  tf;^,  die  Richtung  von  B  nach  A  mit  ijf,  die  /^  gegen- 
überliegende Seite  mit  o,  der  Winkel  bei  P  mit  y,  die  den  Punkten  A 
und  ß  gegenüberliegenden  Seiten,  wie  üblich,  mit  a  und  6,  die  Winkel 
mit  a  und  ß.  Es  ist  entschieden  schwierig,  das  zu  merken.  Wie  viel 
einfacher,  die  Coordinaten  der  drei  in  Frage  kommenden  Punkte  mit  x\y 
Xy,  ^3  und  y^y  y^,  y^^  die  Dreiecksseiten  a^g»  ^is^  ^2s>  ^^^  Directions- 
Winkel  9?i2,  9|3;  ^gi,  ^^s  ^'  ^*  ^*  ^^  bezeichnen.  (Verfasser  unterscheidet 
entgegengesetzte  Richtungen  durch  einen  Acceut  am  Directionswinkel.) 
Statt  der  unsymmetrischen  Formeln,  wie  a:  =»  ar^  +  6  Costp^  -f-  0  =z=  x^ 
+  a  Cos  Vx  "I"  ® »  erhielte  man  dann  a-j  =  Xj  +  ajj  Cos  y^  +  ® = Xj + a^j  Cos  q>^ 
-f-  @.  Bei  so  einfachen  Fragen,  wie  die  hier  vorliegende,  ist  der  Schade 
nicht  80  gross;  etwas  verwickeitere  Aufgaben  werden  aber  unabsehbar 
erschwert.  Der  ünzweclcmässigkeit  der  Bezeichnung  wegen  konnte  Be- 
richterstatter, dem  weder  das  Hansen* sehe  Problem,  noch  seine  Lösung 
unbekannt  waren,  der  Darstellung  desselben  (S.  192)  trotz  wiederholten 
Versuchen  nicht  folgen.     Es  kommen  Ausdrücke  vor,  wie 

'&{ff-[i»'-4(*+i)]}  =  'ff*(4-4)^<"(45«+«'), 

worin  ^  zwar  die  gewöhnliche  Bedeutung  „einhalb'*  hat,  hingegen  die 
Brnchformen  \  u.  s.  w.  durchaus  keine  Brüche  bedeuten,  sondern  Win- 
kel, deren  Scheitel  die  Nummer  trägt,  welche  als  Nenner  figurirt,  wäh- 
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rend  die  au  Stelle  des  Zählers  stehende  Ziffer  die  Nummer  angiebt  des 
Zielpunktes  im  einen  Schenkel  (der  andere  Schenkel  ist  nicht  angedeutet, 
nicht   immer  derselbe  und  muss  gemerkt  werden).     Alsbald  werden  aber 

solche  Winkel   auch  durch   — ^~/,   — *— =m,   -l-=Xy   -^  =y  bezeich- 

nett  wobei  zu  erinnern,  dass  x  und  y  doch  als  CoordinatenbezeichnuDgen 
schon  verbraucht  sind;  nicht  genug,  auch  Ll\3.k'=l^  /,Ar.3.4==u 
u.  s.  w.  kommt  auf  demselben  Blatte  vor.  Das  Zeichen  3  —  4  bedeutet 
die  Strecke  zwischen  den  Punkten  3  und  4;  gelegentlich  wird  eine  solche 
aber  auch  3.^  bezeichnet.  Nun  könnte  man  denken,  3.A-  solle  die  un- 
bestimmt lange  Gerade  durch  die  Punkte  3  und  k  andeuten  und  etwa 
3  —  k  die  Strecke  zwischen  den  Punkten ;  aber  dem  ist  nicht  so ,  denn 
es  heisst,  die  Gerade  1'—  2'  schneide  einen  Kreis  im  Punkte  1  (S.  194), 
wobei  dieser  Punkt  aber  auf  der  Verlängerung  der  Strecke  von  1'  nach 
2'  liegt.  Nicht  allein  erschwert  eine  so  wenig  glückliche  Bezeichnung 
das  Verständniss  ungemein  und  ganz  unnöthig,  sondern  es  kommen  auch 

2-3_  &i«j- 

Hat  man  einmal  gesagt,  im  Pothenot'schen  Problem  seien  die  gegebe- 
nen Punkte  durch  die  Indices  1,  2,  3,  der  gesuchte  durch  den  Index  0 
angedeutet,  a  bezeichne  Länge,  <p  Richtungswinkel,  o  die  Winkel  um 
den  Po thenot 'sehen  Punkt,  so  sind  die  nachfolgenden  rationellen  For- 
meln Jedem  ohne  Weiteres  verständlich;  die  nebenanstehenden  mit  der 
Bezeichnung  des  Verfassers  aber  sicher  nicht,  wozu  noch  bemerkt  wird, 
dass  in  dessen  Bntwickelung  Winkel  w'\  w"\  Längen  r\  r'\  dann  J^i 
^oTg,  ^x^^  Jy^  Jy^i  ^y^  vorkommen,  mit  denen  unnöthigerweise  dss 
Gedächtniss  beschwert  wird. 
Rationell: 


formelle  Absurditäten  zum  Vorschein,  wie  1— 2<3-4  oder 


Uilfswinkel  v.    igv 


Nach  Frauke: 

(l-3)Si>io^ 


Hil fs Winkel  V.   tgv 


''10=« 


und 


=  'S'4(ft2-ft»)'?(45'>+v) 
mit  lS  =  qp  — «, 

Ä'o  =  a:,  +  a,oCo«yi^  +  ®, 


Bttil  /S  =  ^  — Og  und  ft=^i— 0|» 


.4  = 


und 


0.3 


(Durch  Indexvertausch ung  werden  so- 
.  fort  alle  etwa  noch  wünschbaren  Formeln 
gewonnen.)  • 


.Tg-o--® 
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Noch  auffalleocler  wäre  der  UDterschied  zwischen  rationeller  und  des 
VerfasseiB  Scbreibwei«e  für  die  Formeln  des  Hansen' sehen  Problems 
geworden,  der  Nachweis  hätte  aber  zuviel  Baum  beanspracht. 

In  §  22  werden  k  eingeführt,  die  eine  ganz  andere  Bedeutung  haben, 
als  unmittelbar  zuvor  in  §21,  und  es  wird  ihre  Bedeutung  wenigstens 
nicht  merklich  genug  hervorgehoben.  Diese  k  sind  aber  ausserdem  ganz 
nnnötbig,  da  sie  sofort  durch  Ya  und  Yb  ersetzt  werden;  ferner  kommt 
aber  im  selben  §  22  eine  Seite  weiter  plötzlich  und  ohne  darauf  auf- 
merkaam  zu  machen,  k  wieder  in  der  Bedeutung,  die  es  in  §  21  hatte. 
Aehnliches  gilt  für  fi,  das  in  diesen  beiden  Paragraphen  in  verschiede- 
nem Sinne,  ohne  ein  Wort  der  Erklärung  gebraucht  wird. 

Auf  S.  165  bedeuten  a  und  b  Dreiecksseiten,  «  und  ß  deren 
Gegenwinkel;  auf  derselben  Seite  sind  aber  a  und  b  auch  Repräsen- 
tanten der  Constanten  in  der  Gleichung  einer  Geraden  und  sofort  or 
nnd  ß  die  Constanten  in  einer  Kreisgleichung  (Coordinatendifferenzen  be- 
deutend). Gewiss  wird  der  Leser  sich  zurecht  finden,  aber  es  ist  eine 
Kraftvergeudung,  seine  Aufmerksamkeit  auf  Derlei  richten  zu  müssen. 
Aebnliche  Unbequemlichkeiten  finden  sich  oft,  eine  Untersuchung  wird 
mit  ^1  und  ^^  geführt,  diese  Zeichen  aber  plötzlich  durch  q>  und  (p 
eraetst;  in  der  Entwickelung  der  Soldner'schen  Coordinaten  S.  149  — 153 
werden  die  Directionswinkel  durch  a  bezeichnet,  in  der  „Zusammenfas- 
aong  der  vorstehenden  Entwickelungen  *^  wird  der  Directionswinkel  q> 
genannt,  diesmal  wird  es  aber  wenigstens  gesagt  —  aber  man  verlasse 
aich  ja  nicht  darauf,  denn  in  der  ersten  Zeile  der  Formeln  20)  auf  S.  154 
heiaat  der  Winkel  9,  in  der  zweiten  aber  a.  Die  Zusammenstellung  ent- 
hftlt  ^]>  ^gt  tfif  ^81  während  die  Entwickelung  x,  x  und  ^,  y  anwendete. 
Wie  Derlei  angenehm  ist  und  dem  Bedürfnisse  des  in  die  Materie  erst 
eintretenden  entspricht!  Der  Berichterstatter  muss  sich  förmlich  hüten, 
nicbt  boshafte  Bemerkungen  zu  machen  aus  Aerger  über  das  Buch ,  dessen 
Onrcblesnng  ihm  mehr  Plage  gemacht  hat,  als  kaum  irgend  eines.  Nie- 
niand  verlangt,  dass  ein  Werk  dieses  Inhalta  sich  wie  ein  Zeitungsblatt 
aolle  lesen  lassen,  aber  wenn  der  Grund  des  Zeitverlustes  und  der  Un- 
behaglichkeit  des  Nichtverstehens  und  Missverstehens  nicht  in  der  sach- 
liehen  Schwierigkeit,  sondern  in  der  unzweckmässigen  und  nicht  gehörig 
aorgfiltigen  Form  erkannt  wird,  dann  wird  man  ärgerlich  und  bedauert, 
daa  Buch  seines  wichtigen  und  sachlich  guten  Inhalts  wegen  nicht  an  die 
Wand  werfen  zu  kennen.  Es  giebt  gewisse  Zeilen ,  die  ein  mathematisch 
gewöhntes  Auge  förmlich  beleidigen ,  so  z.  B. 

S.  138:  log  1"- 1 J0514  =  8,29486  =  lug  F 

oder  S.  1 43 :  log  sin  a  =^  5,0464964  +  220 

/o^mC=  0,0000000 
cpl,  logsin  A  =  0J504819  C c^c^c^\o 

---     -  Digitizedby  VJ  0052  Iv^ 

5,1969783  +  440.  ^ 
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Sei  es  gestattet,  hierzu  eine,  nicht  nur  auf  das  zur  Besprechung 
vorliegende  Buch  bezügliche  Bemerkung  zu  machen.  Man  erlaubt  sich 
häufig,  die  —10  hinter  einem  Logarithmus  (z.  B.  goniometrischer  Func- 
tionen) wegzulassen ;  dies  scheint  immer  bedenklich ,  wenn ,  wie  im  ersten 
der  obigen  Beispiele,  die  Charakteristik  eine  kleine  Zahl,  wie  1  ist,  und 
dann  unzulässig  zu  sein,  wenn  sie  9  oder  8  ist,  jedoch  in  der  sonstigen 
Rechnung  auch  die  Charakteristik  9,  8  oder  nahestehende,  ohne  dass 
—  10  hinzugedacht  werden  mnss,  vorkommt.  Es  empfiehlt  sich,  was  in 
Deutschland  noch  wenig  verbreitet  ibt,  bei  Anschreibung  von  Logarith- 
men die  Mantisse  stets  positiv  einzurichten,  und  durch  ein  r-  über  der 
Zahl  vor  dem  Komma  anzuzeigen,  dass  die  Charakteristik  negativ  ist, 
also  zu  schreiben  9,70514  statt  1,70514—10  oder  Zo^$t/i  20°=  1^53405, 
was  besser  als  9,53405  —  10  oder  gar  als  9,53405  mit  stillschweigender 
Weglassung  der  —10  ist.  Bei  etwas  zusammengesetzteren  Rechnungen 
treten  die  Vortheile  dieser  Schreibweise,  an  welche  man  sich  rasch 
gewöhnt,  sehr  deutlich  hervor. 

Befremdend  ist,  dass  der  Verfasser  nicht  immer  seine  Rechnungen 
in  den  letzten  Decimalen  genau  hat,  auch  wo  das  nicht  gleichgiltig  ist, 
nämlich  z.  B.  8.  143  bei  der  Vergleichung  der  Ergebnisse  der  Berechnung 
eines  Dreiecks  nach  den  strengen  Formeln  der  sphärischen  Trigonometrie, 
nach  der  Additamententheorie  und  nach  dem  Satze  von  Legendr e.  Hier 
haben  offenbar  die  letzten  Decimalen  Interesse;  nach  des  Verfassers 
Rechnung  zeigt  sich  gar  keine  Abweichung,  es  ist  aber  belehrender  und 
wichtiger,  die  kleine  Abweichung,  die  wirklich  besteht,  nicht  zu  ver- 
stecken, sondern  hervorzuheben;  die  genaue  und  sorgfältige  Rechnung 
liefert  eine  Differenz  von  2,4  Einheiten  der  7.  Decimalstelle  der  Loga- 
rithmen. Ferner  in  einem  numerischen  Beispiele  der  Berechnung  der 
sphärischen  Correctionen  S.  156  flgg.  Verfassers  Rechnung  hat  einen 
kleinen  Fehler  in  ^ix,  dessen  Decimalen  (Centimeter)  82,  nicht  79  sind. 
Zufällig  compensirt  sich  der  Fehler  mit  einem  zweiten  in  (^,  dessen  De- 
cimalen 92,8,  nicht  96  sind.  Hingegen  berechnet  sich  y^  genau  zu 
...,607in,  nicht  zu  ...,66m,  es  tritt  also  ein  belehrender  unterschied  von 
mehr  als  5  cm  auf. 

Eine  ähnliche  Ausstellung  kann  man  machen  an  der  Besprechung 
der  Fehlerquellen  der  Horizontalwinkelmessung  mit  dem  Tbeodolith  S.  77. 
Streng  richtig  ist  zu  setzen  tg (a  +  6)  Cos a  =  igh,Sina  +  Cos a . Sin a,  Ffir 
genügend  kleine  a  und  £  wird  dann  Sin a  =  a,  Co5as=l,  igd^=ö  gesetzt. 

Thut  man  das  unmittelbar,  so  folgt  7-^— -Cosa^igh.cc  + Sina,  woraus 

1  — tga,Q 

sich  ergiebt  ä  =  a .  -  .       ' .     Ganz   dasselbe  erhält  man  auf  dem 

1  + of.Stna./^Ä 

umständlicheren  im  Buche  angedeuteten  Wege;  Verfasser  gelangt  aber  zu 

6  =  a.CosaJgh,      Nicht   gegen   die   Zulässigkeit  dj^ft^ic^i^QXingJjwH^icr 
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geaproclien  werden,  sondern  nur  darüber,  dass  der  Anfänger,  für  den  ja 
das  Bach  doch  auch  geschrieben ,  das  nicht  sogleich  einsehen  wird ,  wozu 
bemerkt  wird,  dass  erst  an  späterer  Stelle  (S.  136)  ron  der  Umwandlung 
des  Gradmaasses  in  Linienmaass  gesprochen  wird.  Bei  grösserer  Aufmerk- 
samkeit wird  man  ja  schon  erkennen,  dass  die  Formel  für  d,  zu  der 
man  in  Ausführung  der  angegebenen  Rechnung  zunächst  kommt,  eine 
Unverträglichkeit  enthält,  indem  der  Nenner  eine  Mischung  der  un- 
benannten Zahl  1  und  des  benannten  Products  a.SinaJgh  ist.  Wer  also 
genügend  vorbereitet  ist,  wird  bemerken,  dass  wegen  der  Homogenität 
der  Gleichung  zu  schreiben  ist 

A  =  5.     ./^^^/»-'^^  _      (wo  (»  die  bekannte  Zahl  260265  ist), 

CO  Gl  €i 

l  +  -.SinaJgh 
m 

und  dann  auch  einsehen,  dass  der  zweite  Theil  des  Nenners  wegen  der 

Kleinheit  von  a  Null  gesetzt  werden  darf.     Setzt  man  ^  =  45^  a  =  45^ 

und  a=100",   so    giebt  Verfassers   Annäherung  70,71067";    die  etwas 

genauere  Annäherung  70,6864'',   also  sehr   wenig  verschieden,   während 

allerdings   die  ganz   genaue  sphärische  Berechnung  d«  70,066"  liefert, 

und   es   ist  immerhin    belehrend   genug,   diese  Vergleichung  anzustellen. 

Die  Art,   wie  z.  B.  in  Jordan^s  Handbuch   der  Vermessung  die  Sache 

entwickelt  wird,  scheint  entschieden  besser. 

Sei  hier  gleich  noch  erwähnt  ein  Versehen  auf  S.  200,  Dreiecks- 
bestimmung aus  zwei  direct  gemessenen  Seiten  a,  b  und  dem  eingeschlosse- 
nen Winkel  C  betreffend.  £8  wird  dort  gesagt,  der  Ausdruck  c.dc 
=  (ö  —  6  Cos C)  rfa  +  (6  —  a  Cos C)db  +  ab  Sin C.dC  werde  zum  Minimum  für 
C  =  180*>.  Das  ist  aber  nicht  richtig,  denn  für  C=180®  wird  dc  =  da 
+  dbj  hingegen  für  C=0°  wird  dc^da  —  db;  der  mittlere  Fehler  ist 
allerdings  in  beiden  Fällen  durch  (flfc)*=  (d «)*  +  (</ 6)*  bestimmt. 

Zum  Beweis  dafür,  dass  des  Verfassers  Anweisungen  zuweilen  der 
genügenden  Schärfe  und  Deutlichkeit  entbehren,  diene  S.  408:  ^^Die 
graphische  Berechnung  der  einzelnen  Figuren,  wo  solche  un regelmässige 
Vierecke  sind,  hat  zu  erfolgen,  indem  man  mit  feinem  Bleistift  durch 
einen  der  Eckpunkte  eine  Parallele  zu  der  Diagonale  des  Vierecks  zieht  ** 
(da  ein  Viereck  zwei  Diagonalen  hat,  ist  es  nicht  empfehlenswerth ,  von 
der  Diagonale  zu  sprechen  —  doch  mag  hier  dem  Leser  zugemuthet 
werden  dürfen ,  zu  verstehen ,  da«s  die  durch  die  gewählte  Ecke  gehende 
Diagonale  nicht  gemeint  ist)  „und  diese  durch  eine  nach  der  letzten 
Ecke  der  Figur  gehende  Senkrechte  schneidet"  (das  führt  geradezu  irre, 
denn  unter  der  letzten  Ecke  ist  doch  wohl  einer  der  Nachbarn  der 
gewählten  ersten  Ecke  zu  verstehen,  während  gemeint  ist  die  dieser 
gegenüberliegende).  „Sonst  ist  noch  darauf  zu  achten,  dass  die  Paral- 
lele thunlichst  in  der  unmittelbaren  Nähe  des  Eckpunktes,  durch  welchen 
sie  gezogen  worden,  geschnitten  wird'^  (ist  wohl  ganz  gleichgiltig)  „undLC 
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feruer,  daes  die  Factoren  möglichst  gleich  sind.''  (Es  wäre  wohl  an- 
gemessen gewesen,  noch  beisnffigen:  das  Prodnct  der  LHngenzahlen  der 
gezogenen  Diagonale  nnd  der  auf  sie  gefällten  Normalen  ist  das  Dop- 
pelte der  gesuchten  Flächenzahl.) 

In  den  rein  theoretischen  Theilen  sollten  die  Definitionen  besonders 
genau  und  richtig  sein,  sind  aber  im  Oegentheil  oft  sehr  zu  tadeln.  Zum 
Belege  S.  15:  „  Der  senkrecht  zur  Meridianebene  eines  Punktes  ^  geführte 
Schnitt  heisst  das  Perpendikel  von  ^4,  wobei  die  Schnittcnnre  im  All- 
gemeinen wieder  eine  Ellipse  ist/'  Nach  einer  sehr  lad  eins  werthen,  aber 
sehr  verbreiteten  Gewohnheit  wird  hier,  wie  im  ganzen  Buche,  der  geo- 
graphische (oder  physikalische,  von  der  Schwererichtnng  entnommene) 
Begriff  ,, senkrecht**  mit  dem  rein  geometrischen  „rechtwinklig**  oder 
,, normal**  verwechselt.  Dies  berichtigend  ist  also  gemeint  eine  zum 
Meridian  rechtwinklige,  durch  den  Punkt  A  gehende  Ebene.  Deren  giebt 
es  aber  unendlich  viele,  z.  B.  der  scheinbare  Horizont  des  Punktes,  der 
Parallelkreis  durch  denselben ,  eine  vertikale  durch  West  und  Ost  gehende 
Ebene,  endlich  können  noch  Ebenen  rechtwinklig  zum  Meridian  gelegt 
werden,  die  schief  gegen  die  Horizontalebene  und  gegen  die  Erdaxe 
stehen.  An  einer  andern  Stelle  wird  die  fragliche  Ebene  als  einer  der 
Hauptnormalschnitte  bezeichnet,  als  der  Schnitt  im  ersten  Vertikal  — 
nur  ist  nicht  gesagt,  was  darunter  zu  verstehen  ist.  Es  wäre  so  einfach 
gewesen,  zu  sagen:  die  durch  A  rechtwinklig  zur  Meridianebene  gelegte 
Vertikalebene  (dass  sie  durch  Ost  und  West  geht,  folgt  dann  schon,  man 
könnte  es  aber  auch  noch  zufügen).  So  mangelhaft  die  Definition  ist, 
so  schlecht  gewählt  ist  die  Bezeichnung:  das  Perpendikel.  Darunter  ver- 
steht man  eine  Gerade,  nämlich  die  Fallrichtung  oder  die  Richtung  eines 
Fadens,  an  dem  etc.  Diese  tlble  Benamung  ist  vielleicht  dem  Verfasser 
nicht  ganz  zuzuschreiben;  doch  ist  auf  den  Unterschied  zu  achten,  dast 
die  amtliche  „bayerische  Landesvermessung**  den  Ausdruck  y,perpendicu' 
luire  ä  la  meridienne'^  (S.  526),  sogar  „sogenannte  perpendiculatre  ä  la 
meridienne''  (8.  525)  gebraucht,  durch  die  fremdsprachliche  Bezeichnung 
allein  also  schon  andeutet,  dass  hier  ein  technisches  Kunstwort  vorliegt, 
dessen  Bildung  nicht  gebilligt  wird,  weil  man  sonst  nicht  (wie  zuweilen 
durch  ein  sie!)  die  Verantwortung  dafür  ablehnte. 

S.  49  wird  die  Axe  der  Libelle  erklärt  als  eine  der  Sehne  des  aus- 
geschliffenen Kreisbogens  parallele  Gerade.  Abgesehen  von  dem,  was 
formaliter  an  dieser  Erklärung  zu  tadeln  bleibt,  ist  zu  verwundem,  dass 
der  sehr  belesene  Verfasser  nicht  die  in  besseren  geodätischen  Werken 
nun  allgemein  übliche  Definition  angenommen  hat. 

In  einem  eigentlich  den  letzten  Graden  der  erreichbaren  Genauigkeit 
der  Vermessungen  gewidmeten  Werke  sollten  alle  Angaben  genau  und 
unzweideutig  sein.  Das  ist  die  Stelle  auf  S.  149:  „Die  Zählungsweise 
(der  Winkel)   wird  immer  eine  rechtläufige,    d.  h.  von  linkn  nach  rechts 
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gehende  sein",  sicherlich  nicht.  Einmal  sagt  bekannth'ch  Drehung  von 
Hnlcfl  nach  rechts  gar  nichts,  —  geht  man  von  links  über  vorn  (oder 
unten)  nach  rechts,  so  hat  man  entgegengesetzte  Drehung,  als  wenn  man 
von  links  über  hinten  (oder  oben)  nach  rechts  geht;  unzweideutigen 
Drehlingssinn  kann  man  entweder  mittels  des  bekannten  Uhrzeigerganges 
oder  am  besten  mit  den  Himmelsgegenden  bezeichnen.  Gemeint  ist  hier 
r  die  Drehung  von  West  Über  Nord   nach  Ost;  allein  da  die  vom  Verfasser 

HDgenügend  definirte  als  gleichbedeutend  mit  rechtläufig  genannt  wird, 
so  führt  er  irre,  denn  der  astronomische  Sprachgebrauch  nennt  die  eben 
beschriebene  Drehung  West -Nord -Ost  rückläufig. 

Die   Wichtigkeit    des   Buches,    das    durch    den    vortrefflichen    Kern 
seines  Inhalts   eine  wesentliche  Bereicherung  der  Literatur  auf  dem  Ge- 
biete der  Ausgleichungsrechnungen  bildet  und  durch  die  weitestgehenden 
I  Krfahrnngen  des  Verfassers,  welcher  grossartige  Rechenoperationen  leitet 

I.  mxd  ausgeführt  hat,  erhöhte  Bedeutung  erhält,  muss  die  weitläufige  Dar- 

stellung seiner  formalen  Mängel  rechtfertigen. 

Wie  Eingangs  dieser  Besprechung  angegeben,  ist  der  III.  Abschnitt 
(überschrieben:  Technik  der  trigonometrischen  Messung.  Graphisch -ana- 
lytische Ausgleichung.)  der  Haupttheil  des  Werkes.  Der  I.  Abschnitt: 
«^Theoretische  und  technische  Grundlage 'S  enthält:  A.  Das  Erdsphäroid 
8.  14—29;  B.  Theoretische  Elemente  der  Grundoperationen  S.  29 — 48; 
C.  Technische  Elemente  der  Grundoperationen  S.  48 — 89;  D.  Hauptsätze 
der  Ansgleicbungsrechnung  S.  89  — 134;  dieser  Tbeil  ist  ziemlich  weit- 
lliafig,  dazu  gehören  aber  eigentlich  auch  noch  IV  B.  Einfache  Punkt- 
elnschaltung  nach  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  S.  355  —  376, 
lY  C.  Genauigkeitsvergleichungen  und  Fehlergrenzen  8.  376 — 391  und 
Nachträge  und  Anmerkungen  I  und  II  S.  418 — 438.  Die  mitgetheilten 
Capitelüberschrif^en  decken  sich  ebenso  wenig  genau,  als  der  Titel  des 
^»■en  Baches  mit  dem  Inhalte.  Der  II.  Abschnitt:  „Theorie  der  Drei- 
ecks- und  CoordinatenberechnuDg.  Trigonometrische  Elementarprobleme'' 
(S.  134 — 208),  hält  Berichterstatter,  bis  auf  die  theilweise  schon  erwähn- 
ten formalen  Ausstellungen,  für  gut  gelungen,  und  noch  erfreulicher 
eneheint  ihm  IV  D«:  „Uebersicht  der  Detailmessung'*,  worin,  wie  an  an- 
deren Stellen ,  die  grosse  Geschäftskenntniss  des  Verfassers  zur  günstigsten 
Verwendung  kommt.  Die  Angabe  der  Inhaltstheile  hat  deren  Anordnung 
durcheinander  geworfen,  weil  das  Anordnungsprincip  nicht  erkannt  wer- 
den konnte;  es  ist  noch  nachzutragen:  IV  A.  „Vermischte  Aufgaben", 
sehr  Tersehiedenen  Inhalts,  theilweise  eigentlich  zu  früheren  gehörig; 
endlich  sind  eine  Anzahl  nütslicher  Zahlentabellen  S.  457—464  zu  nennen 
and  7  Tafeln.  Die  drei  letzten  (als  Anlagen  A ,  B,  C  bezeichnet)  geben 
die  Conatructionen  der  Strahlenschnitte  der  früher  erwähnten  Rechnungs- 
betspiele, die  Tier  ersten,  technisch  sehr  schön  ausgeführten,  dienen  für 
die   graphische  Ermittelung   der   sphärischen  Correctionen  im  Soldner- 
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sehen  Coordinatensystem  und  ,,für  CoordinateDConstractioneii  .und  Rieh- 
tungsänderungen^^  Die  Tafeln  werden  znm  ersten  Mal  vom  Verfasser 
publicirt,  basiren  anf  den  Elementen  des  bayrischen  Dreiecksnetzes,  sind 
aber  anch  für  veränderte  Netzgrnndlagen  branchbar  (S.  159).  Die  Anwei- 
sung zum  Gebrauch  dieser  Tafeln  dürfte  entschieden  deutlicher  sein.    Es 

handelt  sich  darum,  in  Taf.I  die  Ordinatencorrection  ÖÖ  =  ~"s-n^  (^i"^'"t)' 

^ sc  t/          ^x  ( ^ u^ 
in  Taf.  II  die  Abscissencorrection  @=     ^'Ji* '\'^     und  in  Taf.  III 

die    Directionswinkelcorrection    ^=  --^     vyi"l""ö~ )    ^^   finden    (in   der 

Aufschrift   der   Taf.  III   ist   o)   irrthiimlich   im  Nenner,    statt  im  Zähler). 
Die  zwei  ersten  Tafeln  enthalten  also  Parabeln ,  die  dritte  gerade  Linien 
aufgezeichnet,     lieber  den   Nutzen   der  Tafeln,   welcher  vom  Verfasser 
hoch  angeschlagen  wird,  erhält  man  Belehrung,  wenn  man  sie  anwendet. 
Häufig,    so   gleich  in   dem   S.    147   angegebenen    Beispiele,    reichen  die 
Tafeln   nicht  ans  und  es  müssen  Maassstabsumrechnuugen  vorgenommen 
werden,  welche  Zeit  und  —  da  bald  quadratische,   bald  lineare  Glieder 
vorkommen  —  einige  Achtsamkeit  erfordern;  hinsichtlich  des  Zeitaufwands 
muss   erinnert   werden,   dass   die  Abscissencorrection  ans  zwei  besonders 
aufzufindenden  Theilen  zusammengesetzt  werden  muss.    Die  dichtgedräng- 
ten Curven   sind   schwierig  zu  verfolgen,   mit  der  grössten  Anstrengung 
und  Benutzung  einer  Lnpe  kann  ich,  auch  nachdem  ich  mich  etwas  ein- 
geübt habe,  durchaus  nicht  mit  der  Rechnung  genügend  übereinstimmende 
Werthe  erhalten.    Entweder  muss  der  Verfasser,  wenn  er,  wie  angegeben, 
auf  graphischem  Wege  die  Correctionen  ermittelt  hat,  nebst  vieler  Geduld 
und  Geschicklichkeit  sehr  viel  schärfere  Augen  als  ich  haben  und  diesen 
unbedenklich  grössere  Anstrengungen  zumuthen,  als  ich  das  Jthun  wollte, 
oder  er  muss  Tafeln   in  erheblich   grösserem  Maassstabe  benutzt  haben, 
denn   sonst  wäre  die  Uebereinstimmung  seiner  graphischen  Interpolation 
für  d^  und  ^  mit  den  durch  die  Rechnung  gefundenen  Wertheo  nicht 
erklärlich.     Für  meine  Neigung  und  Fähigkeiten  ziehe  ich  die  Berecb* 
nung  entschieden  der  Ermittelung  durch  die  Tafeln  vor  und  bin  sicher, 
in   derselben   oder  wenigstens  fast  derselben   Zeit  rechnend  zum  Ergeb- 
niss  zu  gelangen ,  als  der  Geübteste  mit  den  Tafeln ,  jedenfalls  aber  ohne 
merkliche  Anstrengung  das  Geschäft  sehr  viel  länger  fortsetzen  zu  können. 
Nur  die  einfachere  Tafel  III  mag  bequem  sein ,  ist  aber  auch  recht  wohl 
entbehrlich.     Für  die  Ermittelung  der  Polarcoordinaten  sind  in  dem  be- 
sondern Beispiele  mit  schon  runden  Zahlen  die  Tafeln  allerdings  bequem, 
geben  mir  aber  immerhin   etwas  andere  Resultate,   nämlich  1,214  statt 
1,22  und  0,116  statt  0,11.     In   der  Berechnung  von  logr  ist  ausserdem 
ein  Fehler  (Druck  -  ?),  die  dritte  Decimale  muss  9,  nicht  7  heissen.     Den 
besondem  Vorzug  (S.  162),  welchen  Verfasser  deit,^ftfeb^  .gn^br^l^^  ^^^ 
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kfirzeren  Entfernniigen  r  „mit  einem  Blicke  das  eventuelle  Fallenlassen 
der  spbftriscben  Correction  (wegen  zu  geringen  numerischen  Betrages)  als 
berechtigt  erkennen  zu  lassen**  darf  man  wohl  zugestehen;  fttr  diesen 
Zweck  allein  hätten  die  Tafeln  aber  einfacher  und  daher  leichter  an- 
wendbar sein  können. 

S.  228  ist  ein  Beispiel  der  Richtungsverbesserung  wegen  excentrischer 
Aufstellung  auf  graphischem  Wege  durchgeführt.  Die  nicht  mühelos  her- 
zustellende Zeichnung  als  gegeben  nehmend,  entnehme  ich,  sorgfältig 
verfahrend,  die  Normalenlängen  in  Millimetern  zu  20;  27;  17,6;  19,1;  7, 
und  da  die  Rechnung  für  den  zweiten  Fall  152  giebt,  sind  die  abgegrifte- 
nen  Werthe  mit  ?^  zu  multipliciren,  wodurch  erhalten  wird 

112,6         152  99,08  107,5         38, 

während  der  Verfasser 

115  152  97  110  32 

angiebt.  Das  lässt  die  Ungenauigkeit  des  Verfahrens  ersichtlich  werden 
—  es  ist  hier  sogar  noch  dieselbe  Zeichnung  benutzt,  also  keine  Un* 
genauigkeit  durch  die  geringere  Sorgfalt  in  Ausführung  dieser  hinein- 
gebracht worden.  Die  Berechnung  der  Linearverbesserung  kann  viel 
schneller  ausgeführt  werden  und  ergiebt 

-115,6     -151,97     -96,29     +110,5     +32.44. 

Mit  diesen  oder  den  graphisch  ermittelten  Argumenten  kann  nun  die 
Tafel  IV  zur  Auswerthung  der  .Richtungsverbesserung  benutzt  werden^ 
es  ist  aber  weniger  mühsam  (wenn  Genauigkeit  angestrebt  wird),  wieder 
zu  rechnen  und  man  erhält  dann  1.  wenn  die  von  mir  abgegriffenen, 
2.  wenn  die  vom  Verfasser  angegebenen,  3.  wenn  die  von  mir  berech- 
neten (genauen)  Normalabstände  benutzt  werden: 

ad  1.  -  114,7  -  158,34  -  99,45  +  227,42  +  51,90 

ad  2.  -117,1  -158,34  -97,36  +232,70  +43,71 

ad  3.  -117,71  -158,34  -96,66  +233,76  +44,33 

Verfasser  hat  +118  +158  +97  -  233  -  44. 

(Warum  die  Vorzeichen  umgekehrt  wurden ,  ist  mir  nicht  deutlich  gewor- 
den.) Angesichts  der  grossen  Abweichungen,  welche  zwischen  genauer 
Rechnung  und  meinen  gi-apbischen  Ermittelungen  (aus  derselben  Zeich- 
nung) und  der  sehr  kleinen  Unterschiede,  die  nach  Verfassers  Interpola- 
tion bleiben,  möchte  man  fast  glauben,  dieser  habe  erst  Alles  berechnet 
gehabt  und  sei  dann  bei  der  graphischen  Interpolation  voreingenommen 
gewesen.  Für  mich  geht  aus  den  gemachten  Erfahrungen  die  Regel  her- 
vor: keine  Benutzung  der  graphischen  Methoden,  sondern  den  sichern 
Weg  der  Rechnung  gehen. 

Nachdem  der  ^Berichterstatter  so  Manches  aus  dem  Buche  angefüliri^T^ 
hat,  dem  er  seinen  Beifall  nicht  spenden  konnte,  würde  es  ihm  unbillig^ 

Hlit..lit.  Abthlg.  d.  Zeitiohr.  f.  Math.  u.  Pliyd.  XXVI,  3.  7 
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erscheinen ,  nicht  zum  Sehlasse  noch  zu  betonen ,  dass  er  auch  des  Guten 
Vieles  in  dem  Werke  gefunden  und  gar  manches  Nützliche  daraus  gelernt 
hat,  allerdings  mit  viel  Mühe  und  Beschwerde.  Bobn 


Die  Lehre  von  den  gewöhnlichen  und  verallgemeinerten  Hyperbelfiuiß- 
tionen,   theilweise   auf  Grund    freier  Bearbeitung  von  Laisant's 
„Essai   sur   les   fonctions   hjperboliques**    und  Forti's   ,,Tavole 
logaritmiche*^  dargestellt  von  Dr.  Sibqm.  Oüntubr,  Professor  am 
Gymnasium  zu  Ansbach,  Mitglied  der  Leop.- Karol.  Akademie  der 
Naturforscher,  corr.  Mitglied  der  königl.  Gesellschaft  zu  Prag  und 
der  Akademie   zu  Padua      Mit  vielen  in  den  Text  eingedruckten 
Holzschn.    Halle  a.  S.,  Verlag  von  Louis  Nebert.    1881.    X,  440  8. 
•  Der  Verfasser  des  uns  zum  Berichte  vorliegenden  Werkes  hat  nicht 
nur   in   verschiedenen   geschichtlich  •  mathematischen  Schriften   seine  Nei- 
gung bewährt,   auf  den  Ursprung  der  einzelnen  Theile  unseres  Wissens 
einzugehen,  er  hat  auch  in  seinem  ., Lehrbuche  der  Determinantentheorie** 
ein  einleitendes  geschichtliches  Capitel  vorausgeschickt,  und  ebenso  beginnt 
die  Lehre  von  den  Hyperbelfunctionen  mit  einem  Capitel:  Historisch- 
bibliographische   Einleitung.     S.  1  —  63.     Bei  der  Determinanten- 
theorie hatte   mau    an  Herrn  Günther  die  Aufforderung  gerichtet,   die 
Geschichte   der  Lehre   an    das  Ende   des  Buches   zu  verweisen.     Er  hat 
mit    bestimmter   Absicht    in    der  zweiten   Auflage    trotzdem   die  frühere 
Reihenfolge   beibehalten,    er   ist  auch  heute  wieder  der  gleichen  Anord- 
nung treu  geblieben.     Gewiss  lassen  Gründe  gegen  und  für  dieselbe  sich 
angeben,    im   Ganzen    aber  glauben   wir  dem   Verfasser  beipflichten  zn 
müssen.     Wenn    auch   der  Leser   dieses  I.  Capitel    nicht   osfort  in  allen 
seinen  Theilen  verstehen  mag  —  und  das  bildet  den  Haupteinwand  gegen 
die  Anfangsstellung  — ,  er  wird  doch  darin  eine  vorläufige  Eenntniss  des 
Gesammtinhalts  und  damit  Interesse  an  demselben  gewinnen,  er  wird  um 
so  mehr,   nachdem   er   mit   stets  wachsendem  Interesse  an  das  Ende  des 
Bandes  gelangt  ist,   zu   dem  Anfangscapitel  zurückkehren,  welches  ihm 
jetzt  willkommene  Wiederholung  bietet.     Er  wird  in  beiden  Fällen  über 
die  ungemeine  Belesenheit  des  Verfassers  in  Staunen   und  Freude  ver- 
setzt sein;  in  Staunen,  wie  es  möglich  war,  diese  zahlreichen  SchriftSD, 
deren  meiste  für  die  späteren  Autoren  über  den  gleichen  Gegenstand  so 
gut  wie  nicht  vorhanden  waren ,  überhaupt  ausfindig  zu  machen ,  in  Frende 
über  die  verhältnissmässige  Sicherheit,   sich  hier  zum  Herrn  des  ganien 
Stoffes  machen  zu  können. 

Capitel  II.  Die  Kreis-  und  Hyperbelfunctionen,  aus  einer 
gemeinsamen  algebraischen  Quelle  abgeleitet.  S.  64  —  86.  Die 
hier  gemeinte  Quelle  ist  keine  andere,   als   die  quadratische  Gleichang 
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«*— /'a: +  Ö  =  0,  deren  beide  Wnraeln  a  und  b  zur  Bildung  der  Func- 

a»  — 6» 
tionen  ^„  =  — — — ,    F„  =  a"  +  6"  Anlass  geben.  Bekanntlicb  bat  Eduard 

Lucas,  welchem  Herr  Günther  in  diesem  Capitel  sich  wesentlich  an- 
Bchliesst,  diese  beiden  Functionen  in  die  Arithmetik  eingeführt  uud  den 
Zusammenhang  ^ 

nachgewiesen.  So  sind  goniometrische  Functionen  mit  imagin&rem  Argu- 
mente gewonnen ,  deren  nähere  Untersuchung  es  wünschenswerth  erschei- 
nen lässt,  ihnen  besondere  Namen  und  Zeichen  beizulegen.  t)er  Ueber- 
gang  zu  d^n  Hyperbelfunctionen ,  wie  eben  diese  Functionen  von  nun 
an  genannt  sind,  ist  auf  diese  Weise  zu  einem  durch  eine  besondere 
Aufgabe  erzwungenen  geworden  und  kein  auf^s  Oerathewohl  unternom- 
mener analytischer  Versuch. 

Capitel  in.  Theorie  der  einfachen  Hyperbelfunctionen. 
S.  87 — 151.  In  diesem  (Kapitel  sind  die  Hyperbelfunctionen  zunächst 
geometrisch  erläutert,  wodurch  die  Berechtigung  des  Namens  sich  ergiebt. 
Die  im  vorigen  Capitel  begonnenen  Betrachtungen  über  Periodicität  der 
Hyperbelfunctionen  werden  fortgesetzt  und  dabei  Beziehungen  zwi- 
schen Kreis-  und  Hyperbelfunctionen  zur  Sprache  gebracht.  Insbeson- 
dere zeigt  es  sich,  dass  es  stets  zwei  zusammengehörige  Winke)  u  und  r 
giebt,  deren  letzterer  den  Namen  des  transcendenten  Winkels  führt, 
und  dass  (Sodtico^r  =  l.  Für  •  die  soweit  bekannten  HyperbelfVinctio- 
nen  müssen  alsdann  die  Differentialquotienten  gebildet,  müssen  Keihen- 
entwickelungen  und  Factoren folgen  gesucht  werden,  lauter  Gegenstände, 
die  noch  in  diesem  Capitel  abgehandelt  werden.  Von  Interesse  ist  dabei 
die  Constante  Zoöf(l  +  f/2)  =  0,8813735870  ...=  77  nach  der  von  Lai- 
sant  vorgeschlagenen  Bezeichnung.  Zwischen  dem  Winkel  m,  dessen 
hyperbolischem  und  cyklischem  Sinus  finden  nämlich  die  beiden  einander 
sehr  ähnlichen  Gleichungen  statt 

1«  SittM»  .  1*.3«  ®mw5     is.3«.5«  ©tni/' 
"  =  ®*""-2!  -l-  +  Tr--5 6i f-  +  --' 

.   1«    jffwM«       1«.3*    sinu^    .  1«.3«.5«   8inu^    . 
i.=  stnu  +  ^^  __  +  ___.. _^  +  ___       _+... 

Diese  Gleichungen,  deren  Abdruck  (S.  131)  durch  einen  der  leider  nicht 
ganz  seltenen  Druckfehler  entstellt  ist  und  bei  welchen  überdies,  wie  in 
dem  ganzen  Werke,  die,  wenn  auch  meist  gebräuchliche,  darum  doch 
nicht  minder  unlogische*  Potenzirung  der  Functionaleeichen  angewandt 

*  Unter  sin^u  kann  logischer  Weise  nur  sin  {sin  u),  und  niemals  (suiu)*  ver- 
standen werden.     Man  vergl.  nur  b.  B.  d^u  und  äu^  oder  lo^n  =  log{hgH)  nnd  j 

7* 
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ist,  gehen  bei  &inu  =  l  und  5tnu  =  l  in  zwei  besondere  Fftlle  über,  welche 
^TCSinl    nnd   arcsinl    durch   numerische  Reihen   kennen   lehren.      Die 

letztere  Reihensumme  wird  allgemein  ^  genannt;    warum  die  erstere  11 

statt  ^27  genannt  worden  ist,  will  unn  nicht  recht  einleuchten.  Da  wir 
uns  doch  einmal  einige  abfällige  Bemerkungen  gestatten ,  so  sei  erwähnt, 
dass  in  diesem  Capitel,  aber  auch  nur  in  diesem,  soviel  uns  bei  ein- 
maligem Lesen  aufgefallen  ist,  einige  wenige  Beweise  an  leicht  auszu- 
fallenden Lücken  zu  leiden  scheinen.  Vergl.  z.  B.  S.  95  Z.  13  und  8.98 
Anmerkung  *  zu  Anfang. 

Capitel  IV.  Anwendung  der  Uyperbelfunctionen  auf  Fra- 
gen der  Algebra  und  Analysis.  S.  152—189.  Die  Berechtigung 
einer  eingehenden  Sonderbetrachtnng  gewisser  Functionen  beruht,  neben 
dem  Vorhandensein  interessanter  Eigenschaften,  eleganter  Reihenentwicke- 
lungen für  deren  Auswerthung  und  dergleichen ,  auch  auf  der  Verwend- 
barkeit der  Functionen  zur  Lösung  von  mannigfachen  Problemen.  Das 
IV.  und  das  V.  Capitel  bat  die  Bestimmung,  diese  Kriterien  an  die 
Hyperbelfunctionen  anzulegen.  Eine  Anwendbarkeit  derselben  ist  nach- 
gewiesen erstlich  zur  logarithmischen  Auffindung  von  Summenlogarithmen 

vermittelst  log  (a  +  6)  =  /ogr a  +  2  log  (5o3  q> ,  während  ©In <f  =  j/-\  zwei- 
tens zur  Behandlung  des  rednciblen  Falles  der  cubischen  Gleichung  in 
ähnlicher  Weise,  wie  der  irreducible  Fall  durch  Kreisfnnctionen  gelöst 
zu  werden  pflegt;  wir  erwähnen  drittens  manche  Integrationen ^  welche 
durch  Hyperbelfunctionen  leichter,   als  in   der  üblichen  Weise  dem  Ge- 

/'  (ix 
——^z=:arcigx  die  Form 

y*  dx                                                           /l  +  a* 
jS=3lrCjCan9a;    der  Form  logj/  ■- ;-    vorzuziehen    sein  dürfte. 

Ohne  alle  vom  Verfasser  nachgewiesenen  Anwendungen  wiedergeben  sa 
wollen,  lassen  wir  uns  daran  genügen,  viertens  hervorzuheben,  dass  die 
Bernoull  loschen  Zahlen  als  bestimmte  Integrale  sich  ergeben,  unter 
welchen  Hyperbelfunctionen  auftreten,  sowie  fünftens,  dass  Hyperbel- 
functionen die  Integration  gewisser  Differentialgleichungen  vermitteln. 
Unzweifelhaft  können  in  allen  diesen  Fällen  mehr  oder  weniger  leicht 
auch  Ezponentialfunctionen  zur  Anwendung  kommen,  aber  auf  dieses 
„mehr  oder  weniger  leicht^*  ist  eben  ein  grosses  Gewicht  zu  legen  and 
dieses  fällt  ganz  in  die  Waagschale  der  Hyperbelfunctionen. 

Capitel  V.  Anwendung  der  Hyperbelfunctionen  auf  Fra- 
gen der  Geometrie  und  mathematischen  Physik.  S.  190—296. 
Der  Inhalt  dieses  Capitels,  des  längsten  des  ganzen  Bandes,  ist  dnrcb 
die   üeberschrift  nothdürftig   bezeichnet.     Wir   begegnen   hier,   um  auch 
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nur  bei  wenigen  Punkten  zu  verweilen,  imaginären  Hjperbelpunkten  als 
nöthige  Ergänzung  zum  Begriffe  der  imaginären  Kreispnnkte;  wir  begeg- 
nen den  sphärischen  Kegelschnitten,  zurückgeführt  auf  das  von  Gud er- 
mann ersonnene  krnmmlinige  Coordinatensystem;  wir  begegnen  beque- 
men Ausdrücken  für  die  Gleichungen  gewisser  durch  elliptische  Integrale 
rectiiicirbarer  Curven  und  gewisser  Minimalflächen ;  wir  lernen  elliptische 
und  hyperbolische  Cykloiden  kennen;  wir  folgen  der  Discussion  der 
Gleichung  der  Rettenlinie  in  ihrer  einfachsten  Gestalt  y  =  (Sogar;  wir 
treffen  endlich  auf  durdh  Hyperbelfunctionen  vollzogene  Umformungen 
gewisser  Ergebnisse  aus  den  Lehren  vom  Lichte,  von  der  Wärme,  von 
der  Elektricität,  welche  geeignet  sind,  eine  bequemere  Berechnung  zu 
gestatten. 

Capitel  VI.  Die  rechnerischen  Grundlagen  der  nichteukli- 
dischen Geometrie.  S.  297  -  336.  Ausgehend  von  einem  Versuche, 
das  Hebelgesetz  der  Statik  zn  beweisen,  welchen  Lagrange^s  Freund 
und    Schüler,    Foncenex,    -einst    machte,    gelangt    der    Verfasser    mit 

Geuocchi  zn  der  Gleichung  cosß^=^cos  —  sina^  deren  geometrischer  Sinn 
ermittelt  werden  soll.  Ein  imaginäres  r^f^i  lässt  jene  Gleichung  in 
co8ß=:cos~.cos{90^'-a)  übergehen,  d.h.  in  den  pythagoräischen  Lehr- 
satz des  sphärischen  Dreiecks;  das  Unendlichwerden  des  Halbmessers, 
r  =  (»,  liefert  in  der  Ebene  a  +  /S  =  90®;  ein  reelles  endliches  r  gestattet, 

die  Form  cos ß  =  Qoi  — . sin a  anzuwenden,  und  deren  geometrischer  Sinn 

enthüllt  sich  im  rechtwinkligen  Dreieck  der  pseudosphärischen  Fläche 
von  conetanter  negativer  Krümmung.  Auf  derselben  Fläche  sind,  wie 
bekannt,  die  Thatsachen  der  sogenannten  nichteuklidischen  oder  absoluten 
Geometrie  richtig,  und  somit  ist  der  Uebergang  zu  einer  Trigonometrie 
dieser  Fläche  gebahnt,  in  welcher  die  Hyperbelfunctionen  eine  ähnliche 
Rolle  spielen,  wie  die  Kreisfun  et  Ionen  in  der  sphärischen  Trigonometrie, 
and  welche  gleich  der  letzteren  in  die  ebene  Trigonometrie  übergeht, 
sofern  eine  gewisse  Strecke  unendlich  gross  wird. 

Capitel  VII.  Allgemeine  Betrachtungen  über  die  Gene- 
ralisirung  mathematischer  Begriffe  und  Probleme;  Aus- 
dehnung des  Begriffes  goniometrischer  Functionen  auf  Cur- 
ven, welchen  die  Gleichung  ar'"  +  ^""  =  1  zukommt.  S.  337 — 358. 
Alle  Methoden  kennzeichnen  zu  wollen ,  nach  welchen  Mathematiker  mit 
nnd  ohne  Erfolg  versucht  haben,  von  gelösten  Aufgaben  zu  solchen  fort- 
zuschreiten, die  den  ersteren  verwandt  noch  der  Lösung  harrten,  wäre 
ein  vergebliches  Bemühen.  Aber  gewisse  Grundsätze  der  Erweiterung 
giebt  es,  die  in  den  verschiedenartigsten  Fällen  wiederkehren  und  die 
darin  bestehen,  dass  man  Elemente  der  ursprünglichen  Aufgabe  oder  der  jlC 
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ursprünglichen  Definition,  die  zunttchst  den  Charakter  der  Constanz  an 
sich  tragen,  variiren  lässt  (S.  341).  Her  Günther  wendet  diesen  Ge- 
danken nunmehr  auf  die  Kreis-  und  Hyperbel functionen  an,  deren 
gemeinsame  Definition  er  in  den  verschiedenen  Formen,  welche  dafür 
erlangt  waren,  ins  Auge  fasst.  Die  erste  solche  Definition  geht  aus  von 
der  Curvengleichung  a?^+y'=l,  indem  von  jedem  Punkte  der  Curve 
senkrecht  zur  Abscissenaze  Gerade  gezogen  werden,  welche  als  gonio- 
metrische  Functionen  gelten.  Hier  sind  drei  Erweiterungen  möglieb: 
entweder  man  lässt  den  Exponenten  2  in  m  übergehen,  betrachtet  also 
die  Curve,  deren  Gleichung  x^  +  y'"s=:l  lautet;  oder  man  giebt  bei 
unverändertem  Exponenten  den  beiden  variabeln  Gliedern  der  Curven- 
gleichung von  der  Einheit  verschiedene  Coefficienten ,  so  dass  die  Gleich* 
ung  zu  Aa^  +  By^  =  l  wird;  oder  endlich  man  lässt  die  Richtung  der 
von  jedem  Curvenpunkte  nach  der  Abscissenaxe  gezogenen  Geraden  von 
der  Senkrechten  abweichen.  Allerdings  wären  hier  auch  andere  Fälle 
noch  denkbar,  man  könnte  z.  B.  von  der  Curve  Ax^  +  By^^^l  aus- 
gehen und  von  ihr  aus  unter  dem  Winkel  q>  Gerade  nach  einer  in  der 
Curvenebene  irgendwie  gegebenen  Axe  ziehen,  aber  diese  so  verallgemei- 
nerte Aufgabe  hat  der  Verfasser  nicht  besprochen.  Zunächst  geht  der- 
selbe zu  a?*"  +  y""  =  1  über  und  bespricht  sowohl  den  Fall  der  vod 
Unverzagt  eingeführten  longimetrischen  Functionen  (m  =  l),  als  auch 
den  allgemeineren  eines  beliebigen  ganzen  positiven  i/i. 

Capitel  VIII.  Schiefwinklige  goniometrische  Linien  des 
Kreises  und  der  gleichseitigen  Hyperbel;  rechtwinklige 
goniometrische  Linien  der  Ellipse  und  willkürlichen  Hyper- 
bel. S.  359— 392.  Die  Ueberschrift  des  Capitels  giebt  genügend  zn 
erkennen,  dass  es  in  ihm  um  die  beiden  anderen  Erweiterungen  sich 
handelt,  deren  die  erste  Definition  der  goniometrischen  Functionen  ffir 
f^hig  erklärt  worden  ist. 

Capitel  IX.  Die  verallgemeinerten  goniometrischen  Reihen 
und  dfe  verallgemeinerten  goniometrischen  Operations- 
gesetze.    8.  393  —  413.     Eine  zweite   Definition    der  goniometrischen 

Functionen  ist  die  durch  die  Reihenentwickelungen  für  ^.    x  und  ir^»^) 

womit  zugleich  die  Grundeigenschaft  verbunden  wird,  welche  unter  An« 


Wendung  von  Determinanten 


=  1   und 


Sinx   (Sx>^x 


=  1 


stnx  —  cosx 

cosx       sinx 

lieisst.  Die  Erweiterung,  welche  Herr  Günther  hier  hervortreten  läs^ 
knüpft  an  Beides  an:  es  werden  von  den  goniometrischen  Reihen  nicht 
alle  Glieder,  sondern  nur  solche,  deren  Stellenindex  einem  gewissen 
Gesetze  folgt,  zusammengefasst ,  um  neue  Functionen  zu  gewinnen;  ^ 
werden  mehr  als  nur  zwei  Functionen  gesucht,  welche  derartig  sym- 
metrische Determinanten,   wie  wir  sie  soeben  gebildet  haben,  nur  von 
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höherem   Grade,    aber    wieder    mit    der  Summa  1    bilden   lassen.     Herr 
Gäntber  verweilt  hier  bei  einer  ganzen  Zahl  von  unter  einander  selbst- 
ständigen,    wenn    auch  dem  Inhalt  nach  sich  wenig  von  einander  unter- 
scheidenden  Arbeiten,    Über  welche   er  mit  gewohnter  Treue  berichtet. 
Den   allgemeinsten   Standpunkt   hat   unter  den   benutzten   Schriftstellern 
T^ohl  Most  eingenommen,    welcher  1869   etwa   im  L.  Bande   von    Gm- 
nert^s  Archiv  die  um  je  p  Glieder  von  einander  abstehenden  Theile  der 
Reihenentwickelung  irgend  einer  Function  f(x)  zu  einer  neuen  Reihe  mit 
zu  suchender  Summe  zusammenfasste  und  zur  Aufsuchung  dieser  Summe 
den  Weg  einschlug,  dass  er  in  f{x)  die  allgemeine  Grösse  nach  einander 
durch  ihr  Product  in  eine  p^^  Einheitswurzel  ersetzte*    damit  durch  Ad- 
dition   aller   dieser  Reihen   die  zu  vernichtenden  Glieder  von  selbst  den 
Coefficienten   0   erhalten   und  damit  zum  Wegfall  kommen.     Diesen  Ge- 
danken hat,  ohne  Most* 8  Aufsatz  zu  kennen,  ein  neuerer  Mathematiker 
weiter  ausgebeutet,  dessen  erste  Veröffentlichung  an  einer  allerdings  nicht 
hfiu^   durchforschten  Stelle  Herrn  Günther,   wie   es   fast   zu  erwarten 
stand,  entgangen  ist.     Referent  erachtet  es  um  so  mehr  als  seine  Pflicht, 
hier  ergänzend  einzutreten,  als  es  um  Untersuchungen  eines  seiner  lieb- 
sten Schüler  sich   handelt,   welchen    er   dadurch   die  erworbene  Priorität 
wahren    will,    die   denselben    durch  später   im   Druck   erschienene,    aber 
bekannter  gewordene  Arbeiten,  von  Yvon  Villarceau  und  Anderen  ent- 
wunden zu  werden  droht.     Wir  meinen  den  Vortrag,  welchen  Dr.  Her- 
mann  Schapira  aus  Odessa  am   19.  September  1879   bei  Gelegenheit 
der  52.  Versammlung  deutscher  Naturforscher  und  Aerzte  in  Baden  -  Baden 
gehalten  hat,  und  welcher  unter  dem  Titel  „Gegenseitigkeit  von  Partial- 
und  circumplexen  Functionen  und  Reihen"  S.  171  —  174  des  Tageblattes 
jener  Versammlung   zu  lesen   ist.     Herr   Schapira   hat   den   damals   in 
grossen  Umrissen  skizzirten  Entwurf  weiteren  Vordringens  auf  dem  durch 
ihn    erschlossenen  Gebiete   beharrlich   festgehalten.     Er  hat  insbesondere 
die  jeweil  erzielten  Fortschritte  dem  Mathematischen  Vereine  in  Heidel- 
berg in  Vorträgen  bekannt  gemacht ,  bei  welchen  Referent  fast  ausnahms- 
los zugegen  war.     Die  Daten  der  Vorträge  nebst  den  sehr  bezeichnenden 
Titeln,   unter  welchen  sie  gehalten  wurden,   sind:    18.  November  1879. 
Gegenseitigkeit  von  Partial-  und  circumplexen  Functionen;   25.  Novem- 
ber.   Fortsetzung;    9.  December.     Anwendung  der  Partial-  und  circum- 
plexen Functionen  auf  algebraische  Gleichungen ;    16.  December.    Coeffi* 
clenten   einer   algebraischen  Gleichung  sind  successive  Ableitungen  von 
einander,  Zusammenhang  zwischen  der  Lösung  einer  Gleichung  und  der 
Umkehrung   eines  Integrals;     3.  Februar   1880.     Componirte  Cofunctio- 
neu;      11.  Mai.    Cofunctionen  und  allgemeine  Gleichungen;     3.  August. 
Die  Functionaldeterminante   der  Cofunctionen   und  die  Cofunctionen  als 
Fundamentalsysteme.     Eine  Vereinigung  eines  Theiles  dieser  zahlreichen 
Ergebnisse   stellt  die  Doctordissertation   des  Herrn   Schapira:^, Ueber 
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lineare  homogene  Cofnnctionen ",  dar,  auf  welche  das  vom  17.  December 
1880  datirte  Doctordiplom  als  von  der  Facnltät  gebilligt  Bezug  nimmt, 
nnd  welche ,  wie  wir  hoffen ,  in  nicht  zu  später  Frist  der  Oeffentlicbkeit 
übergeben  werden  dürfte,  vielleicht  als  Anfang  eines  mehrbändigen  Wer- 
kes, zu  welchem  die  Schapi ratschen  Ergebnisse  anwachsen  zu  wollen 
allen  Anschein  haben. 

Capitel  X.  Uebertragung  der  goniometrischen  Functionen 
auf  den  Raum;  Hyperboloidfunctionen.  8.  414 — 437.  Eine 
dritte  Definition  der  goniometrischen  Functionen  liefert  die  partielle  Dif- 

d^F      d*F 
ferentialgleichung   zweiter   Ordnung   ^— ^  +  ^-^  ~  ^'      ^^^®    Erweiterung 

liegt  in  der  eine  weitere  Variable  einschliessenden  Gleichung  — ^  +  ^-j 

d^F 
+  ^-2=0,  zu  deren  Betrachtung  der  Verfasser  in  diesem  letzten  Capitel^ 

übergeht. 

Wir  haben  den  Inhalt  des  Günther'schen  Werkes  unseren  Lesern 
im  Ueberblicke  vorgeführt,  es  bleibt  uns  eine  Würdigung  desselben  übrig. 
Wir  glauben  es  als  sehr  verdienstlich  und  der  Verbreitung  werth  bezeich- 
nen zu  dürfen,  der  Verbreitung  auch  unter  Solchen,  die  mit  früheren 
Bearbeitungen  der  Hyperbelfunctionen  bekannt  sind.  Nicht  leicht  —  wir 
wiederholen  hier  ein  am  Anfange  schon  Betontes  —  wird  Jemand  die 
Günthe rasche  Belesenheit  übertreffen  oder  nur  erreichen,  nicht  leicht 
mit  solchem  Geschick  eine  Fülle  fremder  Arbeiten  unter  einzelne  Gesichts- 
punkte zu  vereinigen  wissen,  an  welche  die  Verfasser  selbst  zwar  kaum 
jemals  dachten,  welche  aber  für  den  Leser  des  Lehrbuches  eine  einheit- 
liche Gesammtwirkung  schaffen.  Schon  in  diesem  Sinne  ist  das  Gün- 
ther'sehe  Werk  keineswegs  eine  Compilation  zu  nennen,  so  viel  von 
anderer  Hand  vorbereiteten  Stoffes  sich  auch  vorfindet.  Und  weiter  bietet 
uns  Herr  Günther  in  vielen  Capiteln,  vorzüglich  im  I.,  VII.  und  X*, 
auch  eigene  neue  Untersuchungen,  denen  es  an  Freunden  nicht  febleo 
wird.  Wir  wünschen  und  erhoffen  dem  entsprechend  dem  Werke  den 
besten  Erfolg.  Sollte  es  zu  einer  zweiten  Auflage  gelangen,  so  bitten 
wir  den  Verfasser  nur  um  Eines:  der  deutschen  Sprache  da  ihr  Recht 
angedeihen  zu  lassen,  wo  die  Anwendung  eines  Fremdwortes  entbehrlich, 
für  manchen  Leser  störend  ist.  Wir  wenigstens  empfinden  ein  regel- 
mässiges Missbehagen,  wenn  wir  in  einem  deutschen  Texte  Wörtern 
.  begegnen  wie:  adaptiren,  comparireni  concis,  conversibel,  Distanz,  Enoncc, 
evident,  Paradigma,  Rekurs,  significant,  stringent,  vindiciren  u.  s.  w. 

Cantob. 
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üeber  Wärmeleitung  und  die  Methoden,    das  WärmeleitimgBvermögen 
der  Körper  zu  beitimmen ,  ron  Dr.  J.  Rosnbr.     (Abhandlang  im 
15.  Jahresbericht  der  Landesoberrealscbnle  Wiener-Neustadt.  Selbst- 
verlag.)    1880. 
Der   Verfasser   stellt   die  über  Wärmeleitnng  aufgestellten   Formeln 
zusammen  und  bespricht  dann  die  Methoden  der  experimentellen  Bestim- 
mung der  Wärmeleitungsconstanten.     Die  Zusammenstellung  lässt  Vieles 
zu  wünschen  übrig.     Nicht  einmal  änssere  und  innere  Leitung  ist  ordent- 
lich definirt.     Es  ist  von  einer  Wärmemenge  die  Rede,  welche  die  Flä- 
cheneinheit   in    der  Zeiteinheit    verlässt,    oder  um  die   ein   Querschnitt 
während  der  Zeit  dt  zunimmt!    Innere  Leitungsfähigkeit  der  Körper  soll 
diejenige  Wärmemenge  sein,   welche   in   der  Zeiteinheit  durch   die  Ge- 
wichtseinheit eines  Körpers  geht.     Bei  der  absoluten  Bestimmung  der 
Leitungsconstante  nach  Neu  mann  sollen  die  Pariser  Linie,  die  Kubik- 
linie  und  die  Minute  die  Einheiten  sein!    Auch  werden  8.  36  mit  einem 
Kathetometer  die  Zeiten   gemessen.     Bei  solcher  Incorrectheit  des  Aus- 
drucks   ist    nicht   zu   verwundern,    dass   man   eine  Uebersicbt   über   das 
ßeleistete  in   keiner  Weise  bekommt.     Auch   der  Druck  ist  mangelhaft. 

P.  Zech. 


Physikalisohe  Begriffe  und  absolute  Maasse,  von  Dr.  H.  Herwig,  Prof. 
an  der  technischen  Hochschule  Darmstadt.  Leipzig,  Teubner.  1880. 

Es  ist  erfreulich,  über  dieses  kleine,  nur  100  Seiten  starke  Schrift- 
eben berichten  zu  können;  das  Einzige,  was  zu  wünschen  Übrig  bleibt, 
ist  vielleicht  weitere  Ausdehnung  in  einzelnen  Dingen.  Die  absoluten 
Maasse  gewinnen  in  der  Physik  mehr  und  mehr  Bedeutung.  Kohl- 
ransch  in  seiner  praktischen  Physik,  Mousson  in  seinem  Lehrbuche 
der  Physik  geben  Darstellungen  der  verschiedenen  Maasssysteme.  Eine 
vollständige  Zusammenstellung  ist  in  dem  vorliegenden  Werke  gegeben, 
mit  einer  Klarheit  und  Uebersichtlichkeit ,  die  Nichts  zu  wünschen 
Übrig  lässt. 

Die  Auseinandersetzungen  über  Kraft,  Erhaltung  der  Kraft,  Gravi- 
tation und  Schwerkraft  sind  bei  aller  Kürze  vollständig  und  correct. 
Auch  über  die  neueren  Bestrebungen,  den  Aether  als  Vermittler  der 
Gravitation  darzustellen,  spricht  sich  der  Verfasser  aus,  indem  er  es  als 
nothwendig  erkennt,  dass  die  Einwirkung  zweier  getrennter  Massen  auf 
einander  durch  eine  zwischenliegende  Masse  vermittelt  werde.  Es  wird 
dann  der  Unterschied  der  potentiellen  und  actnellen  Energie  unnöthig, 
da  die  erste  nichts  Anderes ,  als  die  Energie  der  vermittelnden  Masse 
ist.  Doeh  weiss  er  keine  der  neueren  Hypothesen  als  annehmbar  zu 
beieichnen.  oigitized  by  GoOgle 
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Sehr  instractiv  ist  für  Denjenigen,  der  zum  ersten  Male  die  abso- 
luten Maasse  stadirt,  die  Darstellung  des  conrention eilen  Maasssystemsi 
bei   dem  unter  Gewichten  Schwerkräfte  statt  Massen  verstanden  werden. 

Nicht  viel  weniger  als  die  Hälfte  des  Ganzen  nimmt  die  Darstellung 
des  elektrostatischen ,  elektromagnetischen  und  elektrodynamischen  Maass- 
systems und  ihre  gegenseitige  Vergleichung  ein.  Es  wird  insbesondere 
im  Einzelnen  gezeigt,  wie  die  Dimensionen  der  magnetischen  und  elek- 
trischen Begriffe  sich  nur  durch  Potenzen  einer  Geschwindigkeit  unter- 
scheiden. 

Es  wäre  zu  wünschen ,  dass  jeder  angehende  Lehrer  der  Physik  den       | 
Inhalt  des  Schriftchens  sich  zu  eigen  mache,   damit  das  absolute  Maass-       | 
System   in   der  Physik  und  den  physikalischen  Arbeiten  mehr  und  mehr 
Boden  fasse.  p^  2iecH.  J 


Die  Theorie  vom  Massendruck  ans  der  FemO;  von  Aurel  Andersbohn. 
Breslau,  Trewendt.  1880. 
Einer  der  Versuche,  die  Wirkung  zweier  Körper  auf  einander  aas 
der  Ferne  zu  erklären.  Die  von  einem  Himmelskörper  ausgehende 
Strahlung,  durch  den  Aether  fortgepflanzt,  übt  auf  den  getroffenen  Kör- 
per einen  Druck  aus;  werden  zwei  Körper  getroffen,  von  denen  der  eine 
im  Schatten  des  andern  liegt,  so  ist  auf  ihn  der  Druck  geringer,  also 
nähern  sich  die  zwei  Körper.  Alle  Gravitationserscheinungen  erklären 
sich  ans  dem  Gesammtdruck  aller  Weltensonnen  auf  jeden  Körper  mit 
Bücksicht  auf  die  eintretende  Beschattung.  Der  Verfasser  steht  auf 
gespanntem  Fusse  mit  der  Physik.  Er  will  die  Trägheit  beseitigen^ 
Moment,  Energie  und  Bewegungsgrösse  sind  ihm  ein  und  dasselbe.  Es 
ist  also  nicht  zu  erwarten,  dass  ausser  dem  allgemeinen  Wort  Massen- 
druck im  Besondern  Nachweisung  über  die  Möglichkeit  dieses  Drucks 
und  die  Grösse  desselben  gegeben  werde.  p   ^kcb 


Beitrag  zur  Theorie  der  Stabilität  sohwimmender  Körper,  von  H.  Schurke. 
Kiel,  Toeche.  J880. 
Es  wird  in  dieser  kleinen  Schrift  darauf  aufmerksam  gemacht,  dass 
bei  bewegten  Körpern  der  Satz,  es  werde  stets  das  gleiche  Volumen 
Wasser  verdrängt,  nicht  als  giltig  angesehen  werden  könne.  Macht  man 
die  Voraussetzung ,  so  lässt  sieh  die  augenblickliche  Drehaxe  im  schwim- 
menden Körper,  wenn  er  sich  neigt,  tbeoretiach  bestimmen.  Wttrde  man 
diese  Axe  praktisch  finden,  so  ergäbe  der  Unterschied  «n  Maass  fiir  die 
Aenderung  des   verdrängten  Volumens   und   es  könnte  damit  eine  ver- 
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besserte  Theorie  der  Stabilität  verbunden  werden,  die  für  den  Schiffbau 
von  Interesse  wäre.  p    gacH. 


Bie  Aenderjmg  der  Dampfdichten  bei  variablem  Brnck  nnd  variabler 
Temperatur,  von  Paul  Scboop.  Zürich,  1880. 
Das  Schriftchen  ist  eine  Dissertation  zur  Erlangung  der  Doctorwürde 
in  der  naturwissenschaftlichen  Facnltät  Tübingen.  Nach  der  Beschreibung 
des  benützten  Apparats  wird  seine  Genauigkeit  i^us  einigen .  Bestim- 
mungen des  Ausdehnungscoefficienten  der  Luft  abgeleitet  und  dann  die 
Restiltate  der  Dampfdichtebestimmung  der  Ester  und  des  Benzols  mit- 
getheilt.  Die  Versuche  führen  zu  der  Erkenntniss,  dass  die  Dämpfe  und 
Gase  sich  bei  Aenderung  ihrer  Dichten  analog  den  dissociirenden  Kör- 
pern verhalten.  Bei  Erhöhung  der  lebendigen  Kraft  der  Molekeln  durch 
Wärmezufuhr  kann  die  lebendige  Kraft  der  Doppelmolekeln  allmälig  die 
Cohäsionskraft  übersteigen,  so  dass  ein  Auseinanderfahren  der  verbun- 
denen Molekel  stattfindet.  p    ^bou 


Hilfiitafeln  für  Mestiuige'n  elektrisoher  Leitungswiderttände,  von  Dr. 
E.  Obaob.  München,  1870. 
Der  Verfasser  hat  in  den  Werkstätten  von  Siemens  in  Woolwich 
vielfach  Materialien  auf  ihre  elektrische  Leitnngsfähigkeit  zu  untersuchen. 
Die  Kirchhoff-Wheatstone'sche  Drahtcombination  zu  Widerstands- 
bestimmungen giebt  eine  Zahl  (i,  deren  Verhältniss  zu  (1000  — a)  zu 
bestimmen  ist.  Die  Werthe  dieses  Verhältnisses  für  die  ganzen  Zahlen 
von  0  bis  1000  als  Werthe  von  a  giebt  die  Tafel  in  fünfstelligen  Loga- 
rithmen und  fünfstelligen  Zahlen,  nebst  ausgedehnten  Nebentafeln  für 
die  Proportionaltheile.  Eine  doppelte  Berechnung  und  die  Controle  der 
ersten  Hälfte  der  Tafel  durch  die  zweite  garantiren  ihre  Richtigkeit. 
Jedem,  der  öfter  mit  solchen  Widerstandsbestimmungen  zu  thun  hat, 
wird  die  Tafel  willkommen  sein.  Druck  und  Eintheilung  der  Zahlen 
(auf  jeder  Seite  25)  sind  schön  und  zweckmässig.  p   2ech. 
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Erste  Hälfte:    l.  Januar  bis  30.  Juni. 


Analytische  Geometrie  der  Ebene. 

1.  D<5termiDer  une  courbe  teile,  qui  si  Tou  fonne  une  de  ses  transform^es  par 

rayons  vecteurs  reciproques  relativ  erneut  ä  un  pole  dornig,  les  rayons  de 
courbare  en  deux  points  corrofipondanta  soient  dans  un  rapport  donnt^. 
Faaqaembergue.    N.  corresp.  math-  VI,  521.  —  C  ata  lau  ibid.  523. 

2.  Thtior^mes   sur   les    bissectrices   d'un   triaogle   et   les   plans  bissecteurs  d^un 

t^traedre.    Van  Aubel     N.  corresp.  math.  VI,  bS. 

3.  Trouver  Tenveloppe  de  la  circonfdrence  circouscrite  a  uu  triaugle  variable  qui 

reste  semblable  a  liü  meme,  et  dont  les  c6t^s  passent  par  trois  points 
fibices.    Neuberg     N,  corresp.  math.  VI,  65. 

4.  Sur  une  courbe  du  troisifeme  degre.    Van  Aubel.    N.  corresp.  math.  VI,  56. 

5.  Sopra  la  teoria  delle  curve  piane  di  quarto  grado.   Geiser.  Annali  mat.  Ser.  2, 

IX,  85. 

6.  Sur  une  courbe  du  quatri^me  degrä.    Lambiotte.     N.  corresp.  math.  VI,  91. 

—  Fauquembergue  ibid.  121 

7.  Courbe  dont  r^auation   en   coordonu^es   polairee   est  Q=a{2-'CO$20)CO8S. 

Fauquembergue.    N.  corresp.  matn.  VI,  267. 

8.  Sur  une  famiile  de  courbes  cycloldafes.    Dnbois.    N.  corresp.  math.  VI,  158. 

—  Ribaucour  ibid.  224. 

9.  Die  Polkreispaare  einer  Cycloide.    Vietor.     Zeitschr.  Math.  Phys.  XXV,  263. 

10.  Des   courbes   dont   Täquation   diff^rentielle  est ^iT^J       ■    Fauquem- 

bergue.   N.  corresp.  math.  VI,  185. 
Vergl.  Ellipse.  Hyperbel.  Kegelschnitte.  Kreis.  Kugel  123.  Parabel.  Spirale. 

Analytische  Geometrie  des  Baomes. 

11.  Du  tri^dre  trirectangle  form^  dans  chaque  point  d'une  courbe  ä  double  cour- 

bure  par  la  tan^ente,  la  normale  principale  et  la  binormale.  E.  Cesaro. 
N.  corresp.  math.  VI.  186. 

12.  Die  Abhängigkeit  der  BücKkehrelemente  der  Projectiouen  einer  unebenen  Curve 

von  denen  der  Curve  selbst.    Wiener.    Zeitschr.  Math.  Phys.  XXV,  95. 

13.  Application    du    thdoreme    de   Rolle   a   la   thäorie   de   Tosculation.     Saltel. 

N.  corresp.  math.  VI,  24. 
Vergl.  Analytische  Geometrie  der  Ebene  2.   Complanatiou.   Crystallographie. 
Kugel.    Oberflächen.    Oberflächen  zweiter  Ordnung. 

B. 

Bemonlli*sehe  Zahlen. 
U.  Propri^tös  des  d^nominateurs  des  nombres  de  Bernoulli.    Rad  icke.    N.  cor- 
resp. math.  VI,  68.  —  Her  mite  ibid.  121. 

15.  Sur  les  nombres  de  Bernoulli.    Hermite.    N.  corresp.  math.  VI,  121. 

16.  Demonstration  du  th^oreme  de  Staudt  et  de  Clausen.    Radicke.    N.  corresp. 

math.  VI,  503. 

17.  Demonstration  d'un  th^or^me  de  Stern.     Radicke.    N.  corresp.  math.  VI,  507. 

Bestimmte  Integrale. 

1 

18.  Bestimmung  des  infinitären  Werthes  des  Integrals  j{u)ndu.    E.  Schroeder. 

Zeitschr.  Math.  Phys.  XXV,  106.  —  Schlömilch  ibid.Dfeltled  byGoOglc 
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19.  D'une  ideiitit^  tir^e  de  Tint^gration  par  parties  de    1 ,  MaDgon.    N. 


I 
corresp.  math.  VI,  420. 

t     2 


.    I  1  {cosfp^*-\-cos^^.co8tp^''-^'h...-hcos9^^)d9.dip=j.     E.  Cesaro.    N. 


20, 
ö    0 


corresp.  math.  VI,  275. 


Vergl.  ComplanatioD.    Dlfferentialauotient  43.    Fanctionen  61,  62.    Gamma- 
fauctionen.     Quadratur.    Rectincation.    ültraelliptische  Tranacendenten 

Binomialeoeineienteii. 
21.  Ueber  die  Eigenschaften  der  BinoroialcoefBcienten,  welche  mit  der  AuflGsimg 
der  trinomischen  Gleichung  zusammenhängen.    E.Schröder.    Zeitschr. 
Math.  Phys.  XXV,  196. 

22-  (^^p^i)  +  (2^  ~  2)  "^  Gp  -  3)  "^  •  •  •  ^  ^  ^^^^- '  ^  ^^^^  "°  nombre  premier 
impair.    Catalan.    N.  corresp.  math.  VI,  320. 
Vergl.  Determinanten  31. 

€• 

Complanation. 
2.3.  Aire  de  la  partie  d'un  parabolo'ide  de  rotatiou  comprise  dans  Tint^rieur  d*uo 
cylindre  elliptique  droit,  dont  la  base  se  trouve  sur  le  plan  XT,    Fau- 
quembergue.    N.  corresp.  math.  VI,  137. 

Cryttallographie. 
24.  Ueber  die  Wahl  der  Projectionsazen  in  einer  Normalenprojection  für  triklinische 

KrystaUe.    Websky.    Berl.  Akad.-Ber.  1879,  124. 
26.  Ueber  Krystallberechnung  im  triklinischen  System.    Websky.     Berl.  Akad.- 
Ber.  1879,  339. 
Vergl.  Oberflächen  144. 

Oylinderftinotionen. 

26.  Ueber  Schwingungen  einer  Saite,  deren  Spannung  eine  stetige  Function  der 

Zeit  ist.    Niemöller.    Zeitschr.  Math.  Phys.  XXV,  44. 

27.  Zur  numerischen  Berechnung  des  allgemeinen  Integrals  der  Besserschen  Difte- 

rentialgleichung.    Niemöller.    Zeitschr.  Math.  Phys.  XXV,  66. 


Daterminanten.         - 

28.  Sur  quelques  propri^täs  des  däterminants.    Le  Paige.    N.  corresp.  math.  VI, 

490. 

29.  Sur  une  propri^tä  des  d^terminants  h^misym^triques  d^ordre  pair.    Le  Paige. 

N.  corresp.  math.  VI,  165. 

30.  Valeur  d'un  determinant  persymätrique.    Colart.    N.  corresp   math.  VI,  231. 

31.  Valeur   d*un  determinant  dont  les  ^Idments  sont  des  coefficients  binomiaux. 

Colart.    N.  corresp.  math.  VI,  79. 

32.  Evaluation  de  certains  d^terminants.    Le  Paige.    N.  corresp.  math.  VI,  381 

33.  Sur    un    d<^terminant    somme   des   ctirr^s   de  quatre   determinants.     .lainet 

N.  corresp.  math.  VI,  92. 

Diffsrentialgleichimgen. 

34.  Bicerche  suUe  equazioni  algebrico-dinerenziali.    Casorati.   Annali  mai  Ser.  2, 

IX,  41,  106. 
3.5.  Sur  les  äquations  differentielles  du  second  ordre.    Pepin.    Annali  mat.  Ser.2, 

IX,  1. 
H6.  Ueber  eine  Classe  von  Differentialgleichungen,  welche  durch  AbeFsche  oder 

elliptische  Functionen  integrirbar  sind.  Fuchs.  Annali  mat.  Ser. 2,  IX,  25. 

37.  Sopra  una  classe  di  equazioni  dinereuziali  lineari  dei  secondo  ordine.  Brioschi. 

Annali  mat.  Ser.  2,  IX,  11.  , 

38.  Sur  r^quatiou  de  Lame.     Hermite.    Annali  mat.^j^^^J^j^JX^^OQlC 
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39.  Trouver  l'intägrale  de  T^quation  j^  +  S  j^-f  2(y-y»)  =  0.    Jamet.    N.  cor- 

reep.  math.  VI,  881.  —  Brocard  ibid.  416.  —  Mansion  ibid.  467.  — 
Catalan  ibid.  459. 

40.  Integrer  räqaation  diff^reniielle  ^•^-^^  =  1*    Catalan.    N.  oorresp.  math. 

VI,  139. 

l>tffor«AtiaIqaotieat. 

41.  D^moDBivatioii  de  IMqiiation  -j — s-^s — ?-•    Manaion.     N.  corresp.  mafch. 

ax,dy     dy.dx  '^ 

TL,  369. 
4S.  Ueber  algebraische,  Differentiale.    Harnack.    Annali  mat.  Ser.  2,  IX,  802. 

48.  Soit  F(«)  =  ,  +  £+^  +  ...+^^  et  j/  =  ?^^,  trouver  0.    Ea- 

dicke.    N.  corresp.  math.  VI,  370. 
Vergl.  Pnnctionen  64. 

ElaktrodyiiUBik. 

44.  Ueber  die 'Einwirkung  ruhender  und  rotirender  Kugelfl&chen  unter  Zagrande- 

legnng  des  Weber'schen  Gesetzes.    E.  Lehmann.    Zeitschr.  Math.  Phys. 
XXV,  171,  244. 

45.  Deformation  eines  elastischen  geknickten  Stromleiters  nnter  Einwirkung  des 

Erdma^etismuB.    Niemöller.    Zeitschr.  Math.  Phys.  XXV,  147. 

46.  Ueber  elektnsche  Grenzschichten.    Helmholtz.    Berl.  Akad.-Ber.  1879,  198.  • 

47.  Ueber  eine  Methode,  die  Intensität  des  horizontalen  Theiles  des  Erdmagnetis- 

mus in  absolutem  Maasse  nur   mittels  Schwingungsbeobachtungen   zu 
bestimmen.    Pfannstiel.    Zeitschr.  Math.  Phys.  XxV,  271. 

Ellipse. 

48.  Propriätäs  de  Tellipse.    Neuberg.    N.  corresp.  math.  VI,  105. 

49.  Theordmes  sur  les  rayons  vecteurs  de  Vellipse.    De  Longe h am ps.    N.  cor- 

resp. math.  VI,  222. 

50.  Sur  les  normales «ä  Tellipse.    Neuberg.    N.  corresp.  math.  Vl^  241,  289. 

51.  Sur  une  construction  du  centre  de  courbare  de  Tellipse.    Leinekugel.    N. 

corresp.  math.  VI,  331,  332. 

52.  Problömes  sur  Tellipse  qui  roule,  sans  glisser,  sur  une  horizontale  fixe.    Fan- 

quembergue.    N.  corresp.  math.  VI,  325,  329. 
VerRl.  Maxima  und  Minima  128. 

Ellipsoid. 
Vergl.  Hydrodynamik  103,  104.    Maxima  and  Minima  128. 

Elliptisehe  Traasceadeaten. 
Ver^l.  Differentialgleichungen  36.   Gleichungen  93.   Modulargleichung.   Rec- 
tification.  Mar»sclie  Zahlen. 

53.  Th^or^me  sur  les  nombres  d'Euler.  £.  Ceearo.   N.  corresp.  math.  VI,  415,  448. 

F. 

Tnnattonaii. 

54.  D^riy^es  des  fonctions   elämentaires  d'une  variable  imaginaire.     Mansion. 

N.  corresp.  math.  VI,  368,  386,  456.  —  Catalan  ibid.  393. 

65.  Sur  Texpression  Sit*  (Xf^-hyi^V-^if.    Mangon.    N.  corresp.  math.  VI,  84. 

66.  Zur  Darstellung  der  eindeutigen  analytischen  Functionen.    N.  Herz.    Zeitschr. 

Math.  Phys.  XXV,  125. 

57.  Sopra  nn  teorema  della  teorica  dei  funzioni.    Tonelli.    Annali  mat.  Ser.  2, 

IX,  173. 

58.  Ueber  eur  die  homogenen  Functionen  zweiten  Grades  betreffendes  Theorem. 
Weierstrass.    Berl.  Akad.-Ber.  1879,  430. 


l 


=s— est  le  carr^  d'un  pplynOme  t 

t.    N.  corresp.  math.  VI,  421.  -  Piuma  ibiaT.  469.    ^^g 


59. =^: — est  le  carrö  d'un 

entier.    Jame 

Hittut.  Abtb.  d.  K«ltMhr.  f.  Math.  u.  Pbyt.  XXVT,  3.  8 
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60.  Sur  le  nombre   des  variations  de  dgne  dans  la  suite  1,  cosx^  co82xy  ... 

...  C09(n~l)a:.    Radicke.    N.  corresp.  math.  VI,  82. 

1  ■ 

61.  Trouver  la  limite  de  —  Kn+l)(n-|-2)...  (2w).    E.  Cesaro.    N.  corresp.  math. 

n 

VI,  278.  —  Fauquembergae  ibid.  280. 

62.  DämoDstration  de  la  formule  de  Stirling.    E.  Cesaro.    N.  corresp.  math.  VI, 

364. 
Vergl.    Bemoulli'sche   Zahlen.      Binomialcoef&cienten.     Cylinderfimctionen. 
Determinanten.    Euler'sche  Zahlen.    Gammaftinctionen.    Greschichte  der 
Mathematik  88.    Imaginäres.     Thetafnnctionen.    Ultraelliptische  Traos- 
cendenten« 

68.  Ueber  den  reciproken  Werth  der  Gammafonction.     Schlö milch.     Zeitschr. 

Math.  Phys.  XXV,  108. 
64.  Ueber  eine  Verwandte  der  Gammafunction.     Schlö  milch.     Zeitschr.  Math. 

Phys.  XXV,  886. 
66.  Ueber  den  Quotienten  zweier  Gammafunctionen.   Schlömilch.   Zeitechr. Math. 
Phys.  XXV,  861. 
Vergl.  Functionen  61,  62. 

Geometrie  (liSliere). 

66.  Geometrische  Untersuchungen.    S.  Kantor.    Zeitschr.  Math.  Phys.  XXV,  64. 

67.  Ueber   die   Bestimmung  der  schiefen   Lage  zweier  prmectivischer  Strahlen- 

büschel  in  der  Ebene.    Gonsentius.    Zeitschr.  M!ath.  Phys.  XXV,  122. 

68.  Th^orämes  de  g^om^trie  projective.    Cauret.    N.  corresp.  math.  VI,  181. 

69.  Theorie  g^om^trique  des  courbes  anallagmatiques.    Laquidre.     N.  corresp. 

math.  VI,  361,  402,  433. 

70.  Ueber  die  Flächenräume  und  Bogenlängen,  welche  bei  der  Bewegung  eines 

starren  Systems   von  einer  Geraden  umschrieben  werden.    Schumann. 
Zeitschr.  Math.  Phys.  XXV,  87. 

71.  Beziehung  zwischen  den  Krümmungsradien  coUinearer  Curven.    G  eisen  hei- 

mer.   Zeitschr.  Math.  Phys.  :&V,  214.    [Vergl.  Bd.  XXV,  Nr.  70.] 

72.  Beziehung  zwischen  den  Krümmungsradien  reciproker,  coUinearer  und  inverser 

ebener  Curven.    Geisenheimer.    Zeitschr.  Math.  Phys.  XXV,  300. 

73.  Figure  inverse  d*une  däveloppante  du  cercle.    Neuberg.    N.  corresp.  math. 

74.  Der  kubische  Kreis.    Gonsentius.    Zeitschr.  Math.  Phj;s.  XXV,  119. 

75.  Eine  Construction  von  Curven  dritter  Ordnung  aus  conjugirten  Punkten.  Heger. 

Zeitschr.  Math.  Phys.  XXV,  100. 

76.  Sur  un  Systeme  de  courbes  du  sixi^me  ordre.    Creme  na.    N.  corresp.  math. 

VI,  664 

0etchichta  der  Kathematik. 

77.  Das  Problema  bovinum  des  Archimedes.    Krumbiegel  &  Amthor.    Zeitschr. 

Math.  Phys.  XXV,  hist-lit.  Abth.  121,  153. 

78.  Die  Kenntnisse  des  Archimedes  über  die  Kegelschnitte.    Heiberg.    Zeitschr. 

Math.  Phys.  XXV,  hist-lit.  Abth.  41. 

79.  Mischnat  hamidot  herausgegeben  und  übersetzt  von  H.  Schapira.    Zeitschr. 

Math.  Phys.  XXV,  hisi-lit.  Abth.  Supplem.  l. 

80.  Prologus  Ocreati  in  Helceph  herausgegeben  von  C.  Henry.    Zeitschr.  Math. 

Thys.  XXV,  hist.-lit.  Abth.  Supplem.  129. 

81.  Die  Uebersetzung  des  Euklid  aus  dem  Arabischen  durch  Adelhard  von  Bath. 

Weissenbom.    Zeitschr.  Math.  Phys.  XXV,  bist.- lit.  Abth.  Supplem.  141. 

82.  Fortolfi  Rythmimachia  herausgegeben  von  R.  Peiper.    Zeitschr.  Math.  Phys. 

XX V,  hist.-lit.  Abth.  Supplem.  167. 

88.  Abraham  ibn  Esra.  Steinschneider.  Zeitschr.  Math.  Phys.  XXV,  bist.  lit. 
Abth.  Supplem.  67. 

84.  Erklärung  und  Abwehr.  Wohlwill.  Zeitschr.  Math.  Phys.  XXV,  hisi-lit 
Abth.  80, 186. 

86.  Die  Entdeckung  der  endlichen  Lichtgeschwindigkeit  durch  Olaf  Rdmer.  Wer- 
nicke.    Zeitschr.  Math.  Phys.  XXV,  hist-lit.  Abth.  1. 

86.  Nella  solennita  del  centenario  della  nascita  di  Carlo  Federico  Gaussj  Sche- 
ring.    Annali  mat.  Ser.  2,  IX,  210.  ^,y, u...  .y  ^OOgle 
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87.  Correspondence  de  Gauss  avec  Sophie  Germain.  Mansion.  N.  corresp.  math. 
VI,  217,  315,  407. 

88.^  Versuch  einer  Geschichte  der  Darstellung  willktlrlicher  Functionen  einer  Varia- 
bein durch  trigonometrische  Reihen.  Sachse.  Zeitschr.  Math.  Phys. 
XXV,  hist-lit  Abth.  Supplem.  229. 

89.  Alexandre  Popoff  f  31  Däcembre  1878.    Wassilieff.    N.  corresp.  math.  VI,  169. 

90   Bernhard  Gugier  f  1*2.  März  1880.    Wiener.    Zeitschr.  Math.  Phys.  XXV,  hiet.- 
lit.  Abth.  198. 
VergL  Planimetrie  164.    Zahlentheorie  218. 

OlaiehimgeB. 
91.  Vereinfachung  des  Aberschen  Beweises  der  Unmöglichkeit,  Gleichungen  von 

höheren   Graden   als   dem  vicnrten   allgemein  aufzulösen.     Er  o  neck  er. 

Berl.  Akad.-Ber.  1879,  205. 
U2.  Ueber  die  Auflösbarkeit  von   Gleichungen,   deren  Grad  eine  Primzahl  ist. 

Eronecker.    Berl.  Akad.-Ber.  1879,  211. 

93.  Ueber  die  Classe  der  Gleichungen,  von  denen  die  Theilung  der  elliptischen 

Functionen  abhängt.    Eronecker.    Berl.  Akad.-Ber.  1879,  220. 

94.  Ueber  Hermite's  Auflösung  der  Gleichung  fCInften  Grades.    Erey.    Zeitschr. 

Math.  Phys.  XXV,  129. 

95.  Ueber  die  Aunösung  der  Gleichungen  fünften  Grades.   Eieperi   Annali  mat. 

Ser.  2,  IX,  119.  —  Brioschi  ibid.  124. 

96.  On  a  problem  in  algebra.    Malet     Annali  mat.  Ser.  2,  IX,  806. 

97.  Sur  un  Systeme  d'äquations  lin^aires.    Catalan.    N.  corresp.  matL  VI,  30. 

98.  Extension  du  th^oräme  de  Descartes.    E.  Lucas.    N.  corresp.  math.  VI,  250. 

99.  De  rinsuffisance  de  la  m^thode  de  Newton  pour  trouver  le  nombre  entier 

immädiatement  sup^rieur  a  la  plus  grandö  racine  d'une  ^quation  num^- 
rique.  DeLongchamps.  N.  corresp.  math.  VI,  38.  —  Levy  ibid.  173. 
—  Letrait  ibiari74. 

HydrodyniBiik« 

100.  Ueber  Wirbelbewegungen  in  compressiblen  Flflssigkeiten.    Graetz.   Zeitschr. 

Math.  Phys.  XXV;  1. 

101.  Ueber  die  Bewegung  von  Flüssigkeiten  in  Köhren.    Graetz.    Zeitschr.  Math. 

Phys.  XXV,  316,  375. 

102.  Ueber  stehende  Schwingungen  einer  schweren  Flüssigkeit.   Eirchhoff.   Berl. 

Akad.  Ber.  1879,  395. 

108.  Ueber  die  ellipsoidischen  Gleichgewichtsfiguren,  der  Satelliten  der  Erde  und 

des  Jupiter.    Matthiessen.    Zeitschr.  Math.  Phys.  XXV,  72. 

104.  Ueber  die  ellipsoidischen  Gleichgewichtsfiguren  und  die  Umdrehungsgeschwin- 

digkeit einer  homogenen  flüssigen  Masse  bei  gegebener  Energie.  Stier. 
Z^tschr.  Math.  Phys.  XXV,  405. 

Hyperbel. 

105.  L'angie  de  deux  hyperboles  äquilatäres,  concentriques,  est  double  de  Tangle 

de  leurs  asymptotes.    E.  Cesaro.    N.  corresp.  math.  VI,  286. 

106.  Hyperbole   equilatere   däcrit  par  le  centre  de  gravitä  d'une  figure  mobile. 

Mangon.    N.  corresp.  math.  VI,  86. 

107.  Hyperbole  äquilatere  dont  le  centre  est  centre  de  gTtmi6  d'une  figure  donnde. 

Jamet.    N.  corresp.  math.  VI,  89. 

1. 

ImagfaiirM. 
1U8.  *Sur  ic  calcul  avcc  des  grandeurs  imaginaires.    Laisant.     N.  corresp.  math. 
VF,  119. 
Vergl.  Functionen. 

Integration  («nbettlmmte). 

109.  Sur  rintegrale    /  ^^£^.    Catalan.    N.  corresp.  math.  VI,  151. 

Xoffeltdmltto. 

110.  Ueber    eine  oigenthümliche   Deformation   der    Eegelschnitte.     Schwering.  t 

Zeitschr.  Math.  Phys.  XXV,  25.  Digitizedby  ^..^^IL 
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111.  Des  coniquefi  satisfaiBant  ä  quatre  conditions.    Catalan.    N.  corresp.  matii. 

VI,  201. 

112.  Trouver  leB  axes  d'une  conique  inscrite  (circonscrite)  k  un  triangle  doimd  et 

ayant  bod  pole  en  im  point  donn^.    Neuberg.   N.  corresp.  math.VI/5t. 

113.  lieber  das  Pascal'sche  Secfaseck.    Gräfe.    Zeitechr.  Math.  Phys.  XXV,  215. 

114.  Propri^tä  des  coniqueB  domnant  lieu  ä  l^^quation  düf^rentielle  -t^  =  *;    .  ""  J. 

Leinekngel.    N.  corresp.  math.  VI,  233.  —  Jamet  ibid.  269. 

115.  Conique  enveloppe  de  coniques  ayant  un  foyer  commun,- un  point  commnn  et 

un  axe  focal  de  grandeur  constante.   Jamet.    N.  corresp.  mat^.  VI,  138. 

116.  Conique  envelopp^e  par  la  droite  qui  Joint  les  extremit^s  de  denx  rayonsde 

circonfärences  donnäes,  cob  rar^ons  faisant  entre  eux  un  angle  donne. 
Neu b erg.    N.  corresp.  math.  Vi,  468,  614 

117.  Propridt^B  dea  circonförences  passant  par  deux  pointa  donnes  d'une  conique. 

Jamet    N.  corresp.  math.  VI,  48.    [Vergl.  Bd.  XXV,  Nr.  IIO.J 

118.  Th^or^mes  sur  les  coni^ues.    Carnoy.    N.  correBp.  math.  VI,  448. 

Vergl.  Ellipse.    Geschichte  der  Mathematik  78.    Hyperbel.    Kreis.    Maxima 
und  Minima  129.    Mechanik  138.    Parabel. 

XreU. 

119.  DoB  sommeta  d'un  triangle  donn€  comme  centre  on  dt^crit  8  circonförences, 

qui  se  touchent  deux  d.  deux,  extärieurement;  on  demande  les  rayons  des 
deux  drconfSrences  tangentes  aux  trois  premi^res.  Lemoine.  N.  cor- 
resp. math.  VI,  513.    [Vergl.  Bd.  XXIH,  Nr.  625.] 

120.  Sur  un  polygone  ferm^  inscnt  dans  un  cercle.    Leinekugel.    N.  corresp. 

math.  VI,  236. 

121.  Propriätä  du  triangle  inscnt.    Fauquembergue.    N.  oorresp.  math.  VI,  624. 

122.  Rayon  de  cercles  mntuellement  tangents  et  remplissants  ä  aes  lacunes  pres 

un  cercle  donn^.    Fauquembergue.    N.  corresp.  math.  VI,  134. 
Vergl.  Analytische  Geometrie  der  Ebene  3.    Kegelsdinitte  116,  117. 

KränuBiuig. 

Vergl.  Analytische  Geometrie  der  Ebene  1.    Ellipse  51.    Geometrie  (höhere) 
71,  72. 

Kugel. 

123.  Sur  les  courbes  enveloppes  de  cercles  et  sur  les  surfacee  enveloppes  de  Bpheres. 

Bibaucour.    N.  corresp.  math.  VI,  1.    [Vergl.  Bd.  XXV,  Nr.  115,  125.1 

124.  Sur  le  nombre  des  sph^res  qui  touchent  quatre  plans  donnes.    Neuberg. 

N.  corresp.  math.  VI,  8. 

125.  Ueber   die  Aennlichkeitspnnkte  einer  Dupin'schen  Kugelschaar.     Kr  ober. 

Zeitechr.  Math.  Phys.  XXV,  279. 
Vergl.  Maxima  und  Nfinima  127. 


126.  Une  question  de  maximum  trait^e  par  Poncelet.     E.  Cesaro.    N.  corresp. 

math.  VI,  548. 

127.  Ein  sphärisches  Dreieck  grössten  Inhalts  zu  finden,  dessen  Grundlinie  g^beu 

ist,  und  dessen  Spitze  sich  auf  einem  gleichfalls  gegebenen  ffrössten  Kugel- 
kreise befinden  soll.    Enneper.    Zeitschr.  Maw.  Fhys.  XXV,  41. 

128.  Die   einem  Dreieck   umschriebene  Ellipse  kleinsten  Inhalts   und   das  eioem 

Tetraeder  umschriebene  Ellipsoid  kleinsten  Volumens.  Börsch.  Zeitschr. 
Math.  Phys.  XXV,  59. 

129.  Segment  de  conique  d'aire  minimum.    Catalan.    N.  corresp.  math.  VL  464. 

130.  Sur  les  formes  approch^es  des  solides  d'^gale  r^sistance.    E.  Cesaro.   N.  cor- 

resp. math.  VI,  502. 
Vergl.  Geometrie  (höhere)  70.    Oberfl&chen  145. 

Mediaiiik. 

131.  Beiträge  zur  geometrischen   Behandlung  der   Mechanik.     Helm.     Zeitscbr. 

Math.  Phys.  XXV,  217. 

132.  Du  ddplacement  d'un  quadrilat^re  articule.    Dubois.    N.  corresp.  math.  VI, 

124,  125,  128.  —  Laqui^re  ibid.  872,  378,  496,  543. 

133.  Correcturformel  für  das  logarithmisohe  Decrement     W.  B^'aun.    iZeitechr. 

Math.  Phys.  XXV,  342.  .„,,...  .yGOOgle 
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134.  Das  Erenzpendel  and  das  Pendelkreuz ,  Apparate  zur  graphischen  DarBtellung 
der  ScfawingQDgHCuryen.  Schönemann.  Zeitscnr.  Math.  Phys.  XX V, 
410. 

136.  Ueber  die  unendlich  kleinen  Schwingungen,  welche  ein  Faden,  der  an  dem 
einen  Endpunkte  befestigt  und  an  dem  andern  durch  ein  Qewicht  belastet 
ist,  unter  dem  Einflüsse  der  Schwere  und  einei  anfänglichen  Gleich- 
gewichtsstörung ausführt.     Henneberg.     Annali  mat.  Ser.  2,  IX,  58. 

136.  Ueber  die  elastischen  SchwinRuogen  einer  isotropen  Kugel  ohne  Einwirkung 

Ton  äusseren  Kräften.    Henneberg. .  Annan  mat.  Ser.  2,  IX,  193. 

137.  üeber  die  Transyersalschwingnmgen  eines  Stabes  von  veränderlichem  Quer- 

schnitt   Kirchhoff.    Berl.  Akad.-Ber.  1879,  816. 

138.  Deuz  poids  sont  fix^s  ä  ün  mdme  fil  passant  par  les  foyers  d*ane  coniaue. 

Un  point  du  fil  parconrt  la  conique.   Däterminer  les  positions  d*^quilH)re 
du  Systeme     £.  Cesaro.    N.  corresp.  math.  VI,  79. 
Vergl.  Cylinderfunctionen  26.    Elektrodynamik.    Hydrodynamik.    Hyperbel 
106,  107.    Maxima  und  Minima  130.    Molecularphysik.    Optik.    Schwer- 
punkt. 

Modnlargleiohiuigen. 

139.  Sopra   una  classe   di  equazioni  modnlari.     Brioschi.     Annali  mat.  Ser  2, 

IX,  167. 

Moleenlarphysik. 
Uo.  Grundsüge  der  mathematischen  Chemie.    Wittwer.     Zeitschr.  Math.  Phys. 
XXV,  363. 


OberflUhen. 

141.  Snr  les  surfaces  ä  g^n^ratrice  circulaire.     Desmartres.    N.  corresp.  math. 

VI,  198,  800,  837. 

142.  Sur  la  cyclide.    Catalan.    N.  corresp.  math.  VI,  439. 

143.  Ueber  einige  Eigenschaften  des  Gylindroids.    Goebel.    Zeitschr.  Math.  Phys. 

XXV,  281. 
114.  Ueber  die  Wellenfläche  zweiaxiger  Krystalle.   Böklen,    Zeitschr.  Math  Phys. 
XXV,  207.  84«.     [Verpl.  Bd.  XXV,  Nr.  148.] 

145.  Bestimmung   der   niedrigsten  Classenzahl  der  algebraischen  Minimalflächen. 

Henneberg.    Annali  mat.  Ser.  2,  IX,  64. 

146.  Sur  les  lignes  singuli^res  des  surfaces  alg^briques.    Halphen.    Annali  mat. 

Ser.  2,  IX,  68. 

147.  Dea  lignes  geodäsiaues   d*une  surface  de   rävolution.     Fanquembergne. 

N.  corresp.  math.  VI,  666.  — •  Catalan  ibid.  668. 

148.  Lieu  gäomdtnque  du  point  jouissant  de  la  propriätä  que  des  trois  perpendicu- 

laires  men^es  ä  partir  de  lui  sur  les  cötes  d'un  triangle  donne  il  y  en 
ait  toujours  une  movenne  proportionelle  entre  les  deux  autres.  Dubois. 
N.  corresp.  maÜi.  VI,  176. 

Oberfliehen  zweiter  Ordnimg. 
140.  Zur  Construction  einer  Fläche  zweiter  Ordnung  aus  neun  gegebenen  Punkten. 
Heffer.    Zeitschr.  Math.  Phys.  XXV,  98. 

150.  Die  Malfatti'sche  Aufgabe  auf  der  Oberfläche  zweiten  Grades.    Mertens. 

Zeitschr.  Math.  Phys.  XXV,  156. 

151.  Sor  une  propriät^  des  surfaces  du  second  degrd.   Catalan.   N.  corresp.  math. 

VI,  489. 
162.  Ueber  die  gemeinsamen  Tangenten  zweier  Flächen  zweiten  Grades,  welche 
ein  windsdiiefes  Vierseit  gemein  haben.    Schur.    Zeitschr.  Math.  Phys. 
XXV,  414. 
Vergl.  Kugel. 

Optik. 

153.  Systeme  de  8  prismes  rendaut  uulle  la  d^viation  d'un  rayon  passant  par  tous 

les  trois.    Postula.    N.  corresp.  math.  VI,  229. 

154.  Theorie  der  absorbirenden  anisotropen  Mittel.    Ketteier.    Berl.  Akad.-Ber. 

1879,  879. 
166.  Sur  le  th^oröme  des  faisceaux.    Dubois.    N.  corresp.  math.  YiöUvjOOQi^ 
Vergl.  Geschichte  der  Mathematik  86.  " ""  o 
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Parabel. 

156.  Probleme  sur  une  parabole  qoi  roole,    sans  giisser,    sur  ane  droite   fixe. 

Fauqaembergue.    N.  correep.  math.  VI,  327. 

157.  Parabole  qoi  rencontre  une  droite  donnäe  dans  an  point  üonn^  et  bous  des 

angles  donn^.    Leinekugel.    K.  corresp.  math.  VI|  234. 

Paraboloid. 
Vergl.  Complanation. 

^  Planimetrie. 

158.  De   la   gäomätrie   de  la  regle.     De  Coatpont.     N.  corresp.  math.  VI,  34. 

[Vergl.  Bd.  XXV,  Nr.  168.J 

159.  Exercice»  de  matbämatiques  ^iämentaires.    Neuberg.    N.  correep.  math.  VI, 

165,  215,  364.  —  Lern o ine  ibid.  509. 

160.  Thäor^me  de  planimätrie.    Neuberg.    N.  corresp.  math.  VI,  35. 

161.  Propriät^s  du  triangle.    Brocard.     N.  corresp.  math.  VI,  19,  97.    [Verffl. 

Bd.  XXV,  Nr.  159.1 

162.  Propri^t^  d'une  särie  de  triangles.    Brocard.    N.  corresp.  math.  VI,  145. 

163.  Dans  tout  triangle  le  produit  des  rapports  de  chaque  c5tä  k  la  somme  des 

deux  autres  ne  surpasse  pas  ).    Fauquembergue.    N  corresp.  math. 
VI,  140. 

164.  8i  un  triangle  inscrit  k  un  triangle  üxe  se  meut  en  restant  semblable  a  Ini 

m§me,  un  point  quelconque  de  son  plan  däcrit  une  droite.  Neu b erg. 

N.  corresp.  math.  vi,   72,  219.  -—  Catalan  ibid.  172.  —  Laqui^re 
ibid.  321. 

165.  Triangles  äquivalente  inscrit  ä  un  triangle  donnä.    Neuberg.  N.  corresp. 

math.  Vi,  472.  —  Jamet  ibid.  518. 

166.  Thäoröme  sur  deux  triangles  ä  cdtäs  parallMes.    Barzin.    N.  corresp.  math. 

VI,  277. 

167.  Aire   du  triangle  forma  par  les  nieds  des  trois  bissectrices  d*un  triangle. 

Jacquillot.    N.  corresp.  matn.  VI,  186. 

168.  Theoreme  sur  le  c^uadrilatdre.    Lemoine.    N.  corresp.  math.  VI,  562. 

169.  Relation  entre  Taire  d*un  quadrilat^re,  les  4  cdtäs  et  la  droite  qui  Joint  les 

milieux  des  diagonales.    Neuberg.    N.  corresp.  math.  VI,  52.  —  Gel  in 
ibid.  228. 

Quadratur. 

170.  Sur   la  quadrature  des  courbes  paraboliquos.     Catalan.    N.  corresp.  maih. 

VI,  396. 
Vergl.  Analytische  Geometrie  der  Ebene  6.    Maxima  und  Minima  128,  129. 


Seefelfleation. 

171.  Ueber  eine  Art  Curven,  deren  Bogen  durch  ein  elliptisches  oder  hyperellipti- 

sches  Integral  erster  Gattung  ausgedrückt  wird.   Schwerin g.    Zeitschr 
Math.  Phys.  XXV,  234. 

Beihen. 

172.  Sur  la  serie  harmonique.    £.  Cesaro.    N.  corresp.  math.  VI,  312. 

173.  Sur  la  s^rie  de  Lambert.    Catalan.    N.  corresp.  math.  VI,  253. 

174.  De  la  s^rie  de  Lame.    E.  Cesaro.    N.  corresp.  math.  VI,  423. 

176.  Sur   ridentitö   j- J  +  i- J  +  ...  -  ^= —^j  +  jj^  +  .-.  +  g^.     Laisant 

N.  corresp.  math.  VI,  109.    [Vergl.  Bd.  XXII,  Nr.  232.] 

176.  Somme  de  la  särie 

1 L_j__L i  ,  \ 

it      l»-f.l2"^i«+ltH.2«      l«  +  l»+2«+3«*^l«+l*+2«-f3«+6»- 

L  4. 

Mangon.     N.  corresp.  math.  VI,  418. 

177.  Thäor^me  sur  la  somme  des  puissances  p  des  n  premiers  nombres.   £.  Cesaru. 

N,  corresp.  matb.  VI,  82.  L.,y,u^^u  ^y  — ^^^..^ 
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178.  Formale  dans  laquelle   entrent  les  Bommes  des  puiBsances  des  n  premiers 

nombres.    Catalan.    N.  correap.  math.  VI,  474. 

179.  Sar  deux  sommes  Egales  de  carr^s  consdcutifs.   E.  Gesaro.  N.  corresp.  math. 

VI,  282. 

180.  Signe  du  n»*">«  terrae  dans  le  däyelopperaent  du  produit  (1— a) (!—&)(  1—c) ... 

E.  Gesaro.    N.  corresp.  math.  Vi,  276. 

181.  Goef&dent  de  otP  dans  le  döveloppement  de         ^    .    Ka dicke.    N. corresp. 

math.  VI,  281.  —  Leinekugel  ibid.  288.  —  Gatalan  ibid.  286. 

182.  Quelques  formules.    E.  Gesaro.    N.  corresp.  math.  VI,  4f50. 

183.  8ur  quelques  d^veloppements  de  cosmx  et  de  sinmx.   Gatalan.   N.  corresp. 

math.  VI,  100.  ~  Baehr  ibid.  225. 
VergL  Geschichte  der  Mathematik  88.    Taylor's  Reihe. 

0. 

Sdiwerponkt. 

184.  Le  centre  de  gravitä  des  points  finaux  de  forces  en  ^quilibre  coincide  avec 

celni  des  points  d'application.    E.  Gesaro.    N.  corresp.  math.  VI,  236. 
Vergl.  Hyperbel  106,  147. 

Spiralen. 
186.  Tn^ectoires   orthogonales  de  spirales  logarithmiques  men^es  k  partir  d*un 
point  fixe  et  ayant  toutes  mSme  pöie.    Jamet.    N.  corresp.  math.  VI, 
130.  —  Fau^uembergue  ibid.  131. 

186.  Trois  arcs  de  spirales  logarithmiques  se  coupant  eu  an  m^me  point.    G.  & 

E.  Gesaro.    N.  corresp.  math.  VI,  87. 

Stereometrie. 

187.  Sur  Vexistence  de  certains  polyädres.    E.  Gesaro.    N.  corresp.  math.  VI,  118. 

Vergl.  Tetraeder. 

T. 

Taylor't  Seihe. 

188.  Ueber  den   verallgemeinerten  Taylor^schen  Satz.     Schi ömi Ich.     Zeitschr. 

Math.  Phys.feV,  48.  Tetraeder. 

189.  Des  48  cubes  inscrits  et  exinscrits  dans  uu  t^traödre  ayant  toutes  ses  ar^tes 

indgales.    Dubois.    N.  corresp.  math.  VI,  122. 

190.  Th^or^me  sur  les  plaus  bissecteurs  d'un  t^tra^dre.  Jamet.   N.  corresp.  math. 

VI,  90. 
Vergl.  Analytische  Geometrie  der  Ebene  2. 

Theteftinctionen. 

191.  Ueber   die  Transformationstheorie  der  Thetafunctionen,  insbesondere  derer 

von  drei  Veränderlichen.    H.Weber.    Annali  mat.  Ser.  2,  IX,  126. 

192.  Gonvergenz  der  Thetareihen.    Thomae.    Zeitschr.  Math.  Phys.  XXV,  4:). 

Trigonometrie. 

193.  Valeurs  des  an|^le8  x  ety  qui  satisfont  aux  relations  (2  +  co.s2^  +  sin2rc) sin^y 

+  {caax + smx) cos 2y  =  0  et  2 {co82x — »in 2 x) sin y  +  {cosx - sinx) cosy  =  0. 
Gatalan.    N.  corresp.  math.  VI,  561. 

IJ. 

mtraelliptitehe  Transeendenten. 

194.  Ueljer  die   canonische   Form   der  Rieraann'schen   Integrale   erster   (Gattung. 

Ghristoff  el.    Annali  mat.  Ser.  2,  IX,  240. 
Vergl.  Differentialgleichungen  36.    Rectification. 

tJnondlich. 
Vergl.  Bestimmte  Integrale  18. 

W. 

WahroeheiBlielikeitereeimiiBg. 
196.  Sur  quelques  difficult^s  de  la  th^orie  des  erreurs.    De  Till y.    N.  corresp. 

math.  VI,  413.  f^ . 

196.  Probl^mes  de  probabilit^  ge^om^rique.    E.  Gesaro.    N  ci^i-^gß^.  ^ätB.' 
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197.  Zur  mathematisclien  Statistik.    Eüttner.    Zeitschr.  Math:  Phys.  XXV,  11. 

198.  Th^or^me   relativ  ä.  la  rögle  des  moindres  carr^s.    De  Tillv.    N.  corresp. 

math.  VI,  410. 

S. 

Zaülentheorie. 

199.  Sur  las  nombres  premiers.    Le  Lassen r.    N.  corresp.  math.  VI,  86,  121,  ^7. 

—  Brocard  ibid.  170,  866,  415. 

200.  Sur  la  fräqoence  et  la  tot^tä  des  nombres  premiers.    Brocard«    N.  corresp. 

math.  Vi,  265,  481,  529. 

201.  1.2.8...  (ft— 2)  =  0  (modn)  toutes  les  fois  que  n  est  un  nombre  non  premier 

>4.    Catalan.    N.  corresp.  math.  VI,  555. 

202.  Däcomposition  de  2^  +  1  et  d'antres  nombres.    Landry.    N.  corresp.  math. 

Vi.  417.  —  Le  Lassen r  ibid.  417. 

203.  Des  fonctions  num^ric^ues  <p(a)  et^(a).    Ba dicke.   N.  corresp.  math.  VI,  267. 

204.  Sar  la  somme  des  diviseurs  de  n.    Bad  icke.    N.  corresp.  math.  VI,  280. 

205.  Th^orämes  sur  les  diviseurs  des  nombres  comptäs  en  moyenne.    Berger. 

N.  corresp.  math.  VI,  551. 

206.  Des  nombres  ddfaillants  et  abondants.    Le  Lassen r.    N.  corresp.  math.  VI, 

175. 

207.  Sur  la  disposition  en  triaugle  ^qnilatäral  des  9  premiers  nombres.     P.  S. 

N.  corresp.  math.  VI,  817.  —  B.  Cesaro  ibid.  415.    [Vergl.  Bd.  XXIV, 
Nr.  215.] 

208.  üeber  gewisse  periodische  Dedmalbrüohe.     Schlömiich.     Zeitschr.  Math. 

Phvs.  XXV,  416. 

209.  Etant  donn^s  les  n  derniers  chififres  d*nn  nombre  carr^  parfait,  tronver  les« 

demiers  chiffres  de  la  racine.    Gelin.    N.  corresp.  math.  VI,  48. 

210.  Ghi£Fre  final  du  nombre  qui  exprime  la  somme  des  y*»«"  puissances  de  10 

nombres  entiers  consdcutift.    Jamet.    N.  corresp.  math.  VI,  619. 

211.  Si  Sn  est  ^gal  ä  la  somme  des  restes  da  nombre  entier  n,  divis^jpar  chacan 

des  nombres  naturels  qui  le  präcädent  on  a  S^_^  =  S^.    £.  Cesaro. 
N.  corresp.  math.  VI,  77. 

212.  Sur  quelques  qnestions  se  rattachant  au  probleme  de  Fell.    Bealis.    N.  cor- 

resp. math.  VI,  306,  842. 

213.  Sur  quelques  ^quations  ind^terminäes  du  second  degr^.    Genocchi.    N.  cor- 

resp. math  VI,  89. 

214.  Sur  räquation  y^  —  aa^  —  bz,    Realis.    N.  corresp.  math.  VI,  111. 

215.  De  IMquation  a?+y*-»xr*=  1  dans  laquelle  n  est  de  la  forme  j:>*+ 1.    Bealis. 

N.  corresp.  math.  VI,  446. 

216.  De  Töquation  t?»— t?(ir+y+if)  +  y^  + i?.T  +  a;y  =  2s'.    E.  Cesaro.    N.  corresp. 

math.  VI,  273. 

217.  Entre   10"~*  —  1   et  10"  - 1  il  y  a  une  ou  deux  valeurs  de  «,  qui  rendeot 

4.10'*.a;  +  l  carrä  parfait.    E.  Cesaro.    N.  corresp.  math.  VI,  44. 
o.Q   T  *•    *  l^-8*  +  6^-7*-...-(4a;-l)»       ...  ^        r  * 

218.  Le  quotient  — — tttt — jtt >T T\       ^^  toujours   un   carr^   parfait, 

mais  n^est  jamais  un  bicarre.    E.  Cesaro.    N.  corresp.  math.  VI,  467. 
[Vergl.  Bd.  XXV,  Nr.  248.J 

219.  Sur  r^quation  X*  +  r*  =  J^*  +  r^     Desboves.     N.  corresp.  math.  VI,  82. 

[Vergl.  Bd.  XXV,  Nr.  249.] 

220.  Thäor^e  empirique  sur  la  somme  des  cinquiämes  puissances  des  n  premiers 

nombres.    Catalan.    N.  corresp.  math.  VI,  552. 
Vergl.  Geschichte  der  Mathematik  77,  87.    Ueihen. 
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Bemerkungen  zu  den  Archimedisclien  Näheningswerthen 
der  irrationalen  Quadratwurzeln. 

Von 

«  Heilebmank 

in  Essen. 


In  der  jüngst  erschienenen  Geschichte  der  Mathematik  von  Cantor 
wird  auf  S.  369  der  Zusammenhang  angedeutet ,  welcher  zwischen  den 
von  Archimed  berechneten  Näheningswerthen  für  irrationale  Quadrat- 
wurzeln und  einem  von  Theon  von  Smyrna  überlieferten  Satze  Über 
Seiten*  und  Durchmesserzahlen  besteht.  Den  zahlreichen  Lesern  jenes 
wichtigen  Werkes  werden  hoffentlich  die  folgenden  Bemerkungen  will- 
kommen sein. 

Theon  bildet  die  erste  Seitenzahl,  indem  er  zwei  Einheiten  sum- 
mirt,  und  die  erste  Durchmesserzahl,  indem  er  die  eine  verdoppelt  und 
dann  zur  andern  addirt.  Aus  den  so  entstandenen  Zahlen  werden  dann 
nach  derselben  Regel  die  folgenden  Seiten-  und  Durchmesserzahlen  ab- 
geleitet. Wählen  wir  statt  der  Einheiten  die  beliebigen  Grössen  S  und  /), 
statt  des  Factors  2  das  allgemeine  Zeichen  a,  welches  wir  Grundfactor 
der  entstehenden  Zahlen  nennen  wollen,  so  erhalten  wir  nach  Theon*s 
Vorschrift  folgende  doppelte  Kette  von  Werthen: 


Hiemach  ist 

daraus  folgt  zunächst 

und   die  wiederholte  Anwendung  dieser  Gleichung  lehrt,    dass  allgemein 

2)  /^«„-r/5«„  =  (l-fl)».(Z>«-aS«). 

Wenn  insbesondere  />  =  1,  S=l  gewählt  wird,  so  ist     DigitizedbyCnOOgle 

Hlst-lit.  Abililg.  d.  Zeitsohr.  f.  Math.  n.  Pfays.  XXVI,  4.  9 
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2*)  />»„-^S*n-(l-a)"  +  \ 

d.h.:  das  a-fache  Qaadrat  einer  Seitenzahl,  welche  aus  zwei 
Einheiten  gebildet  ist,  unterscheidet  sich  von  dem  Quadrate 
der  zugehörigen  Durchmesserzahl  nur  um  eine  Potenz  des 
um  1  "verminderten  Grundfactors. 

Setzt  man  hier  noch  a  =  2 ,  so  ergiebt  sich  als  einzelner  Fall  der 
von  Theon  tiberlieferte  Satz: 

/>*«-2&\  =  (-l)«+^ 

Nesselmann  (Algebra  der  Griechen)  hat  gezeigt,  ^ass  der  Satz 
selbst  in  dieser  Beschränkung  für  zahlen  theoretische  Untersuchungen 
Bedeutung  hat.  Ob  er  von  den  griechischen  Mathematikern  in  ähnlicher 
Weise  wie  oben  hergeleitet  ward,  muss  wohl  unentschieden  bleiben,  da 
Theon  ihn  ohne  Beweis  anführt. 

Wenn  man  die  Gleichung  2)  durch  S^n  dividirt,  so  entsteht 

und  fttr  den  Fall,  dass  Ds=S  =  l  gesetzt  wird, 

Wenn  hier  die  Zahlen  a^  D^  S  kleine  Werthe  haben,  so  wird  das  zweite 

Glied  rechts  mit  wachsendem  Zeiger  n  wegen  des  zunehmenden  Divisors 

S^n  immer  kleiner.     Daher  wird  durch  diese  Gleichung  die  beliebige  Zahl 

/>*  D 

a   annähernd   in   das   Quadrat  ~  verwandelt  oder  -^   als   Näherungs- 

_  ^  n  on 

werth  von  }/a  gefunden.  Wenn  dazu  «>!  ist,  so  haben  diese  Werthe 
auch  noch  die  wichtige  Eigenschaft,  dass  sie  abwechselnd  zu  gross  und 
zu  klein  sind,  also  die  gesuchte  Grösse  ^a  in  immer  engere  Grenzen 
einschliessen. 

§  2.  Setzt  man  insbesondere  /2  =  2,  Z>  =  1,  5  =  1,  so  erhält  man 
aus  3)  ftir  }/2  die  Näherun gswerthe 

l.h  \h  H^M.  H*n.s.w. 
Von  diesen  war  ^  schon  seit  Piaton  gebräuchlich. 

Wählt  man  dagegen  a  =  3,  Z>  =  2,  5  =  1,  so  entstehen  für  }/Z  die 
Näherungswerthe 

4.  h  I*.  f*.  J+.  H.  m.  Mi.  W.  -^  «•  «•  w. 

Archimed    führt  von   diesen   \^   und   'J^^   an,    während  bei  Theon 

von  Alexandrien  und  den  Späteren  besonders  ff  gebräuchlich  ist. 

Archimed  setzt  nämlich 

lS5t  v^  ,/ö  -^  «6_5 
780    »^  r  ^  ^153» 

während  man  nach  dem  Vorstehenden  erwarten  sollt^^^^^  GoOqIc 
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1851  v^^/Q  ^MJ. 
780     -^r  ^  ^571» 

und   daraus  glanbe  ich  schliessen   zu   dürfen,   dass  die  Archimedischen 
Ntthemngswerthe  nicht  wie  Torstehend  berechnet  worden  sind.     Wfthk 

man  aber  a  =  H»  ^  =  ^i  ^  =  1»  ßo  erhält  man  für  ^a  =  | /3  die  Nähe- 
rnngswerthe 

tT»   Bl»    TWO» 

also  für  ^3  die  Werthe  f|,  ^^1,   ^gY ;  und  das  sind  gerade  diejenigen, 
welche  bei  Archimed  und  Heron  vorkommen. 

Bei  Gerbert  (s.  Cantor,  Geschichte,  B.  745)  findet  sich  auffälliger 
Weise  ausser  dem  Näherungswerthe  ff  für  j/d  auch  noch  -^p,  und  dieser 
fehlt  unter  den  oben  berechneten.  Setzt  man  aber  naeb  Obigem  ^^ss^, 
so  ist  ^}/3  =  j/^=^  oder  /3  =  •^. 

§  3.  Schon  bei  der  angenäherten  Berechnung  von  "/Z  haben  wir 
gefunden,  dass  es  zweckmässig  ist,  in  die  obigen  Entwickelungen  nicht 
unmittelbar  a  s=  3  zu  setzen.  Dieselben  Gründe  walten  io  noch  stärkerem 
Grade  ob,  wenn  die  Quadratwurzel  aus  einer  grossem  Zahl  angenähert 
berechnet  werden  soll.     Setzt  man  aber 

nnd  wählt  hier  b  so,  dass 
so  ist 

_b2+c    (b+iy 
^^  b''  ^    b*    ' 

also  a  — 1  eine  kleine  positive  Zahl,  und  daher  liefert  die  Gleichung  3) 
für  ya=i- — 7 — ,  also  auch  für  ^ft^+c  rasch  convergirende  Nähernngs- 

werthe.    Setzt  man  dazu  in  obigen  Gleichungen  5=1,  />=»!,  0=      ^    , 
so  erhält  man 

S,  =  2.  »,  =  2  +  ^, 

c  3c 

58=4  +  ^,       i)j=:4  +  "^     U.S.  w. 

Daraus  entstehen  für  b  j/^=  j/b*+c  die  Näherungswerthe 


bD,       .   ,    c        bD^      ,   .      26c 


^==5+1^.     £3=,+ 


u.  s.  w. 


Sj  ^2b'      S^  ^46«  +  c 

Wir   wollen    hiernach    die  Quadratwurzeln    berechnen,    welche  bei 
Archimed  vorkommen.     Setzt  man   q  es  ? 4 » ♦  s o  ^   6  =  591,   c  =  169,  so 


erhält  man 
b^ 

9* 


|^  =  591,Wt>j/349450,    ^  =  591iV8V^</3^^ 
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und  hiermit  stimmt  der  ArchimediBche  Werth  überein,  nur  steht  statt  der 
unteren  Grenze  501^,  obwohl  sie  etwas  grösser  als  59 In}- ist.  Eine  ilbn- 
liehe  Abweichung  von  der  Genauigkeit,  welche  diese  Sechnung  snUsst, 
ist  bei  den  Wurzelwerthen 


^1373943|f  >  1172|,     J/54721323V  >  2339^, 
für    welche  Archimed    als  untere   Grenze   1172^  und   2339^  angiebt, 
nachgewiesen  worden.     Wenn  man  jedoch ,  um  die  Rechnung  zu  erleich- 
tern, statt  der  untern  Grenze 

bD^      .   .      26c         ,    ,  26c 


5j  ^46«  +  c         ^4(fe«  +  c)-3c 

die  etwas  kleinere  .  _,  . 

wählt,  so  wird,   wie  bei   Archimed,   591|,   2339^  gefunden,  und  es 
bleibt  nur  der  abweichende  Werth  11724-  bestehen. 


§  4.    Für  }/b^  +  c  erhielten  wir  oben  den  Näherungswerth 


Im  13.  Jahrhundert  unterschied  Ihn  Albanna  bei  der  Berechnnng 
von  1/0*+ c  zwei  Fälle,  je  nachdem  c^b  oder  c>b  gegeben  war,  uod 
setzte  im  ersten  Falle 


im  letzteren 


j/,.+ec=6+i^, 


yb*+c=zh+ 


26+r 

Durch  diese  Beobachtung  wird  man  zu  der  Ansicht  genöthigt ,  dass  dieser 
Unterscheidung  der  obige  Nähern ngs werth  zu  Grunde  liegt  und  die  Kennt- 
niss,  dass  der  zweite  Theilnenner  (26)  vergrössert  werden  müsste,  um 
den  genauen  Wurzelwerth  zu  geben. 

In  dem  Commentar  zu  dem  Werke  des  Ihn  Alb  an  na,  welcher  im 
im  15.  Jahrhundert  von  Alkalsadi  verfasst  ward,  sind  dieselben  Fälle 
unterschieden:  im  ersten  Falle,  wenn  c<b  ist,  setzt  auch  er 


im  andern,  wenn  e^  6,  wählt  er  dagegen 

c+1 


^6»+c  =  6  + 


26  +  2" 
Zu  diesem  Werthe  gelangt  man,  wenn  für 

nach  dem  Obigen  die  erste  Annäherung  DigitizedbyV^OOglC 
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2b+i-c  c  +  1 

*  +  ^-   2(0  +  1,    =*  +  2Hr2 
gesetzt  wird. 

Aasserdem  sagt  Alkalsadi,  es  könne  in  beiden  Fällen  die  Wurzel 
nach  der  Gleichung 

und  das  ist  wieder  der  erste  Näberungswertb ,  wenn  man  die  Gleichung 

zu  Grande  legt. 

§  5.  Die  Eigenschaften,  welche  die  obigen  Wertbe  auszeichnen, 
machen  es  für  sich  allein  fast  zur  Gewissheit,  dass  sie  auch  durch  Ketten- 
brüche dargestellt  werden  können.     In  der  That  ist 


Sn         Sn^l  +  Dn^i  ^  S„«,  + />„^,  ' 

also 


nnd    durch    die  wiederholte  Anwendung  dieser  Gleichung  entsteht  der 
Kettenbrach  ans  (n  +  l)  Tbeilbrttchen 

4) 


""=11    — ' 

1  "-* 

'+1 

b^  +  c 
Setzt  man  noch  a  =  — rs— ,   so  erhält  man  den   bekannten  Kettenbraoh 

für  j/b^+c  oder  vielmehr  den  n*«"*  Näherungswerth 


^-  264      ' 


2b+. 


bß 


§  6.    Durch  diese  Entwickelang  gewinnt  die  Ansicht*,  dass  die  Alten 
«ich  eines  rechnerischen  Verfahrens  bedienten,  dessen  Eigenthümlichkeiten 
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mit  denen  der  Ketten  brachen  twickelnng  übereinstimmten,  sehr  an  Wahr- 
scheinlichkeit. Zu  Onnsten  derselben  Ansicht  möchte  ich  noch  Folgen- 
des anfügen. 

Wenn  das  Dreieck  ABC  gleichschenklig  und  bei  C  rechtwinklig  ist, 
so  ist 

^^-^^^2BC+{AB^BCy 
Lässt  man  hier,  nm  die  linke  Seite  annähernd  zn  bestimmen ,  das  zweite 
Glied  des  Nenners  ausser  Acht ,  so  erhält  man  als  ersten  N&hernngswerth 
von  AB^BC  die  Orösse  ^BC\  setzt  man  diesen  in  den  Nenner  statt 
der  eben  vernachlässigten  Differenz,  so  ergiebt  sich  \BC  als  zweiter 
Näherungswerth  von  AB-^BC,  Durch  Wiederholung  desselben  Ver- 
fahrens findet  man  ^BC^  ii^^  ^*  s*  ^'  Wird  dann  noch  BC  addirt, 
so  entstehen  die  obigen  Werthe  für  ^2  oder  für  AB^  BC j/2. 

Wenn  zweitens  das  Dreieck  ABC  hei  C  rechtwinklig  und  AB^cs^SBC^^ 
also  CA^  s=i2BC^  ist ,  so  ist  die  Hypotenuse  desselben  wenig  grösser,  als 
die  des  im  Alterthnm  so  viel  gebrauchten  rechtwinkligen  Dreiecks  A^BC^ 
dessen  Seiten  BC^  CA^^  A^B  in  dem  Verhältnisse  3:4:5  stehen.  Daher 
liegt  es  nahe,  die  Hypotenuse  AB  mit  -I^C  zu  vergleichen.     Nun  ist 

AB^^ZBC^, 

also 

AB^^2±BC^  =  iBC\    ^ 
und  daher 

jBC^ 


AB--  I  BC^ 


lABC  +  iAB-^^BCy 

Wenn  man  hier  zuerst  im  Nenner  rechts  die  eingeklammerte  Differens 
vernachlässigt,  so  entsteht  £fit  AB  — ^BC  der  erste  Näherungswerth  ^BC\ 
setzt  man  aber  diesen  statt  des  eben  vernachlässigten  Gliedes,  so  erhält 
man  -^^BC,  und  wenn  dieser  in  den  Nenner  an  die  Stelle  von 
JB  —  ^BC  gesetzt  wird,  so  ergiebt  sich  -^^BC,  Wird  dann  noch  |^ 9^ 
addirt,  so  erhält  man  für  AB=:BCj/d  die  bekannten  Werthe  ^BC, 
iüBC  und  ^BC. 

Ebenso  entstehen  aus  der  allgemeinen  Gleichung 

a:*aÄ*-fc   oder  o?— 6  =  ^.   ,  . 


die  obigen  Werthe  und  mit  diesen  der  Kettenbruch  für  }/W+c. 
Essen,  den  2.  Februar  1881. 
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■euere  Apparate  für  natnrwissensohaftliohe  Schule  und  Forsohiiiig  von 
M.  Tu.  Edelmann.     Stuttgart,  Meyer  &  Zeller's  Verlag.     1879. 

Die  mit  10  lithographischen  Tafeln  ausgestattete  vorliegende  erste 
Liefernng  beschreibt  eine  Anzahl  von  Apparaten,  wie  sie  aas  dem  phy- 
sikalisch-mechanischen Institut  von  M.  Th.  Edelmann  in  München  her- 
vorgeben. Diese  Apparate  beruhen  meist  auf  Principien ,  die  abweichend 
sind  von  denen,  auf  welche  die  zu  ähnlichen  Beobachtungen  und  Mes- 
sungen gebrauchten  früheren  Instrumente  gegründet  waren.  Es  sind  zwar 
den  Beschreibungen  dieser  Apparate  Beispiele  über  Handhabung,  Be. 
obachtung  und  Messung  beigefügt,  ein  entschiedenes  Urtheil  über  die 
Leistungsfähigkeit  wird  aber  immer  nur  Der  gewinnen  können,  der  mit 
diesen  Apparaten  selbst  arbeiten  kann;  wir  beschränken  uns  deswegen 
hier  auf  ein  einfaches  Referat. 

Es  sind  zuerst  eine  Reihe  von  Scalen-  und  Ablesefernröhren  be- 
schrieben, die,  auf  einem  festen  Zinkdreifuss  montirt,  ausser  der  genauen 
Einstellung  des.  Fernrohres  noch  die  horizontale  und  vertikale  Stellung 
der  Scala  dadurch  gestatten,  dass  man  eine  Säule,  welche,  rechtwinklig 
zu  ihr  und  an  ihr  mittels  Klemmvorrichtung  verschiebbar,  die  Scala  auf- 
nimmt, theils  vertikal,  theils  horizontal  in  den  Dreifuss  einschrauben 
kann. 

Die  einfachen  Fernröhre  mit  einer  Objectivöffnung  von  18  mm  bis 
74,4  mm  werden  geliefert  zum  Preise  von  00  Mk.  bis  380  Mk.  Zu  den 
grösseren  dieser  Fernröhre  werden  noch  Oculare  mit  Schraubenmikrometer 
zum  Preise  von  100  —  150  Mark  angefertigt.  Weiter  werden  binoculare 
Femröhre  angefertigt,  indem  die  durch  das  Objectiv  gegangenen  Strahlen 
durch  einen  mikrometrisch  zu  stellenden  Spiegel  auf  zwei  auseinander- 
liegende Ocularrohre  vertheilt  werden.  (Objectivöffnung:  10,6  mm  bis 
74,4  mm,  Preis  235  Mk.  bis  450  Mk.) 

Es  werden  ferner  Collimatorfernröhre  beschrieben,  bei  denen  die 
Scala  der  vorigen  Fern  röhre  ersetzt  ist  durch  eine  Glasscala  im  Ocular- 
röhr.  In  dem  Ocularrohr  befindet  sich  zugleich  ein  Faden,  der  durch 
Tageslicht  beleuchtet  wird,  das  durch  ein  total  reflectirendes  Olasprisma 
längs  der  Fernrohraxe  verläuft,  durch  das  Objectiv  parallel  gemacht  und  t 
80  vom  Spiegel  reflectirt  den  Faden   auf  der  Glasscala  erblicken  lässt^*^^ 
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wenn  das  Femrohr  anf  unendliche  Entfernung  eingestellt  wird.  (Objectiv- 
Öffnung  31,6  mm  bis  67,7  mm,  Preis  240  Mk.  bis  400  Mk.) 

Den  Instramenten  werden  endlich  noch  Aufsätze  beigegeben,  die 
theils  gestatten,  dass  eine  Person  mehrere  Instrumente  zn  gleicher  Zeit 
durch  dasselbe  Rohr  beobachten  kann  oder  dass  mehrere  Instrumente 
durch  verschiedene  an  demselben  Fundamente  angebrachte  Femrohre 
beobachtet  werden  können. 

Ferner  werden  gebaut  „Magnetometer  mit  constanten  Ablesungswin- 
keln*' (in  Reisekistchen  45  X  14  X  17  cm  zu  250  Mk.),  namentlich  um 
bei  erdmagnetischen  Intensitätsbestimmungen  das  Verhältniss  zwischen 
Stab-  und  Erdmagnetismus  zu  bestimmen.  Ein  sorgfältig  cjlindrisch 
gearbeiteter  kleiner  Magnet  wird  genau  messbar  so  weit  von  der  beweg- 
lichen Magnetnadel  mit  Spiegel  entfernt,  bis  diese  einen  bestimmten 
Winkel  mit  dem  magnetischen  Meridian  bildet.  Dieser  Winkel  ist  von 
vornherein  fixirt  durch  fest  mit  dem  Instrument  verbundene  Spiegel, 
denen  der  Spiegel  der  Magnetnadel  sich  parallel  zu  stellen  hat,  was 
durch  Zusammenfallen    der  Spiegelbilder  scharf  beurtheilt  werden  kann. 

Neues  Hygrometer  (Preis  30  Mk.).  Das  Instrument  gründet  sich 
darauf,  dass  die  Spannung  wasserdampf  haltiger  Luft  grösser  ist,  als  die 
wasserfreier;  wird  also  der  Luft,  die  in  einem  abgeschlossenen  Räume 
enthalten  ist,  durch  concentrirte  Schwefelsäure  der  Wassergehalt  ent- 
zogen, so  muss  die  Spannung  der  Luft  um  eine  messbare  Grösse  geringer 
werden,  und  diese  kann  dazu  benutzt  werden,  um  den  Gehalt  der  Luft 
an  Wasserdampf  zu  bestimmen. 

Absolutes  Galvanometer  (Preis  560 — 1500  Mk.).  Das  Instrument 
beruht  darauf,  dass  der  zu  messende  galvanische  Strom  (g)  zwei  Kreis- 
scheiben von  bekanntem  Halbmesser  (r)  und  in  bekannter  symmetrischer 
Entfernung  (e)  von  der  ringförmig  gestalteten  Magnetnadel  (iL  halber 
mittlerer  Radius)  umläuft  und  dadurch  diese  Nadel  um  einen  zu  messen- 
den Winkel  g)  ablenkt,  mit  Hilfe  dessen  und  der  ebenfalls  durch  das 
Instrument  bestimmbaren  absoluten  Horizontalintensität  des  Erdmagnetis- 
mus (T)  alsdann  die  absolute  Stromintensität  gemessen  werden  kann  mit 
Hilfe  der  Formel 

Beetz's  Vibrations-Chronoskop  (Preis  100— 800  Mk.).  Eine  tönende 
Stimmgabel,  die  entweder  durch  einen  anfänglichen  Anstoss  oder  durch 
einen  galvanischen  Strom  in  Schwingung  versetzt  wird ,  schreibt  mit  einer 
Spitze  eine  Sinuslinie  auf  ein  unter  ihr  hin  weggezogenes  Blech.  Dieses 
Blech  ist  mit  Schellackfimiss  und  Fuchsin  roth  gefärbtes  und  dann  be- 
russtes  Weissblech.  Anfang  und  Ende  eines  Ereignisses  werden  durch 
aus  der  Schreibspitze  auf  das  Blech  überschlagende  elektrische  Funken- 
spnren  bezeichnet,  die  glänzend  weiss  sind,  wähi:^n^^4|eL^QI^J^.Spitxe 
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beschriebene  Siniislinie  rotb  ist.  Die  Anzahl  der  Bögen  der  Sinnslinie 
zwischen  zwei  solchen  Fnnkenspnren  geben,  wenn  die  Schwingnngszahl 
der  Stimmgabel  bekannt  ist,  das  Mittel  zur  Zeitmessung. 

Apparat  zur  Zeitbestimmung  des  freien  Falles  (Preis  110  Mk.)-  Eine 
Kngel,  die  von  den  Enden  eines  Elektromagneten  gehalten  wird,  bildet 
zugleich  ein  Stück  des  Schliessnngsbogens  des  den  Magnet  erregenden 
elektrischen  Stromes.  Wird  der  Strom  unterbrochen,  so  fällt  die  Kugel 
um  eine  messbare  Strecke  und  öffnet  durch  ihren  Aufschlag  am  Ende 
des  Falles  einen  zweiten  Strom.  Am  Anfang  und  Ende  des  Falles 
erzeugen  sich  durch  die  geöffneten  elektrischen  Ströme  in  einem  Rühm- 
korfrschen  Apparate  elektrische  Entladungen ,  deren  Funkenspuren  die 
Anzahl  Schwingungen  begrenzen,  die  die  tönende  Stimmgabel  des  vori- 
gen Apparates  während  des  Falles  der  Kugel  gemacht  hat. 

Transportables  Magnetometer  (Preis  210 — 1000  Mk.).  Das  mit  ring- 
förmigem Stahlmagnet  nebst  Spiegel,  Fadensuspension  und  Ablenkungs- 
magnet ausgestattete  Instrument  soll  vornehmlich  zu  folgenden  Messungen 
dienen: 

1.  die  Bestimmung  der  absoluten  Declination  und  die  Fixirung  der 
Meridianzeichen ; 

2.  Messung  der  horizontalen  erdmagnetisc^en  Intensität  in  absolutem 
Maasse; 

3.  die    Bestimmung    des   Temperaturcoefficienten    vom    Ablenkungs« 
magneten ; 

4.  Beobachtung   des   Ganges   der  Declination   oder  der  horizontalen 
Intensität. 

Weber's  Bifilargalvanometer  (Preis  400—1000  Mk.).  Das  Instru- 
ment zeichnet  sich  vornehmlich  dadurch  vor  denen  älterer  Construction 
aus,  dass  die  beiden  Suspensionsdrähte  in  derselben  vertikalen  Geraden 
liegen.  Hierdurch  sind  eine  Reihe  Abänderungen  gegenüber  den  alten  Instru- 
menten nothwendig  geworden,  die  hier  nicht  weiter  erwähnt  werden  können. 

Apparat  zur  Objectivdarstellung  der  Metatlspectren  (Preis  160  Mk.). 
Eine  Doppelröhre,  durch  die  aussen  Leuchtgas,  innen  Sauerstoffgas  zu- 
strömt, trägt  oben  einen  Hohlkegel  aus  B uns en^scher  Kohle,  der  innen 
mit  einem  Gemisch  aus  pikrinsaurem  Ammoniak  und  dem  Metallsalze 
ausgekleidet  ist,  dessen  Spectrum  gezeigt  werden  soll.  Das  Spectrum 
soll  sehr  lichtstark,  frei  von  weissem  Licht  und  in  grosser  Ausdehnung 
(70  X  30  cm)  auf  einem  Gypsschirm  hergestellt  werden  können. 

Der  Volta'sche  Fundamentalversuch  in  der  Vorlesung,  v.  Beetz* 
Bifilarelektroskop  und  Nebenapparate.  Eine  Doppelöse  trägt  an  zwei 
langen  Fäden  gleicher  Länge  einen  Aluminiumdrahthaken,  der  in  hori- 
zontaler Lage  ein  Schellackstäbchen  aufnehmen  soll,  dessen  eines  Ende 
mit  einer  Hollundermarkkugel  versehen  ist;  in  der  Ablenkung  dieser 
elektrisch  gemachten  Kugel  durch  einen  genäherten  gleichnamig  elektri» 
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Beben  Körper  bestellt  die  ancb  für  ein  grosses  Auditorium  'sebr  leicbt 
sicbtbare  Angabe  des  Elektroskops.  Die  Condensatorvorricbtung  wird 
dabei  vertreten  durch  eine  mit  isolirender  Handbabe  versebene  Metall- 
scbeibe,  die  vermittelst  dreier  kleiner  Scbell ack tröpfeben  auf  einer  Tisch- 
platte aufruht.  Die  Tischplatte  selbst  vertritt  gleich  die  andere  Conden- 
satorplatte. 

Apparat  zur  Untersuchung  von  Tiefwassern  (Preis  70  Mk.).  Eine 
schwere  eiserne  Flasche  von  ^  Liter  Inhalt  ist  oben  und  unten  durch 
solide  Verschraubung  luftdicht  verschlossen,  die  obere  Verschraubung  trägt 
eine  Oese  zum  Anknüpfen  der  Leine,  die  untere  Verschraubung  nimmt 
eine  leicht  zerbrechliche,  seitlich  abgebogene  und  am  freien  Ende  zu- 
geschmolzene  Glasröhre  auf,  die  sich  nach  innen  bis  nahe  an  die  ent- 
gegengesetzte Flaschenseite  als  Metallröhre  fortsetzt.  Lässt  man  an  der 
Leine  den  Apparat  in  die  Tiefe,  so  bricht  leicht  die  Glasröhre  entzwei 
und  der  Wasserdruck  von  aussen  treibt  die  zur  weiteren  Untersuchnng 
bestimmten  Bestandtbeile  des  Bodens  in  die  Flasche,  während  sich  beim 
Heraufziehen  des  Apparates  die  Luft  in  der  Flasche  oben  sammelt  und 
bei  abnehmendem  Wasserdruck  durch  das  Metallrohr  nach  aussen  ent- 
weichen kann. 

V.  Beetz*  Vorlesungsgmlvanometer  und  einige  galvanische  Vorlesungs- 
versucbe  (Preis  80 — 140  Mk.).  Ein  seitlich  geschlitzter  Glockenmagnet 
wird  aperiodisch  durch  ein  daneben  stehendes,  vom  galvanischen  Strom 
durchflossenes  Drahtgewinde  abgelenkt.  Die  Ablenkung  wird  weithin 
sichtbar  gemacht  durch  einen  Zeiger,  der  sich  an  der  am  Gehäuse  an- 
gebrachten Scala  hinbewegt. 

Neues  Instrument  zur  Bestimmung  des  Inclinationswinkels  (Preis 
250  Mk.).  Ein  weicher  Eisenstab  ist  in  der  Ebene  des  magnetischen 
Meridians  drehbar  um  einen  Punkt,  der  nahe  seinem  einen  Ende  liegt. 
In  horizontaler  und  vertikaler  Lage  wird  derselbe  der  Wirkung  des  Erd- 
magnetismus ausgesetzt  und  der  inducirte  Magnetismus  wirkt  nun  ablen- 
kend auf  eine  benachbarte,  in  einem  Glasgehäuse  befindliche  Magnet- 
nadel. Aus  den  Ablenkungen  der  Magnetnadel  lässt  sich  dann  der 
Inclinationswinkel  berechnen. 

Compensations- Galvanometer.  Im  Innern  einer  Drahtrolle  schwingt 
frei  eine  Magnetnadel,  die  abgelenkt  wird,  wenn  durch  die  Drahtrolle 
der  zu  messende  Strom  hindurchgeht.  Diese  Ablenkung  der  Magnetnadel 
wird  compensirt  durch  einen  permanenten  Magnetstab,  dessen  Axe  senk- 
recht zur  Ebene  des  magnetischen  Meridians  liegt  und  der  sich  um  die 
durch  den  Mittelpunkt  der  Magnetnadel  in  der  Richtung  des  magnetischen 
Meridians  gelegene  horizontale  Gerade  als  Axe  drehen  kann.  Die  com- 
pensirende  Wirkung  des  permanenten  Magnets  hängt  alsdann  ab  von 
seiner  Projection  auf  den  Horizont.  Dreht  man  also  den  Magnetstab  so 
weit  um  einen  gewissen  Winkel  a,   bis  die  Ablenkung  der  Magnetnadel 


Becensionen.  131 

wieder  compensirt  ist,  so  kann  der  Winkel  et  zur  Messung  der  absoluten 
Stromintensität  dienen.  — 

In  einer  zweiten  Lieferung,  8.  97 — 162,  desselben  Verlages  sind  fol- 
gende Instrumente  beschrieben: 

Nachdem  zuerst  noch,  S.  97 — 102,  Mechanik  und  Gebrauch  des 
Compensationsgalvanometers  mitgetheilt  ist,  folgt  S.  103 — 112: 

Erdmagnetische  Variationsapparate  nach  Lamont,  bestehend  aus 

1.  Variationsdeclinatorium.  Auf  einer  Marmorplatte  als  Fundament 
ist  das  cjlindrische  Gehäuse  für  eine  aperiodisch  bewegliche  Hufeisen- 
magnetnadel aufgebaut,  deren  Stand  mit  Spiegelablesung  beobachtet  wird; 
ihr  magnetisches  Moment  überwiegt  so  bedeutend  das  Torsionsmoment  des 
Auf hängefadens ,  dass  man  letzteres  vernachlässigen  kann.  Um  sich  von 
der  freien  Beweglichkeit  der  Nadel  überzeugen  zu  können ,  ist  das  Instru- 
ment noch  mit  einer  kleinen  Drahtrolle  versehen ,  durch  die  ein  thermo- 
elektrischer  Strom  die  Nadel  zur  Ablenkung  bringt,  wenn  sie  frei  beweg- 
lieh ist.     Preis  150  Mk; 

2.  Variationsinstrument  für  die  Horizontalintensität.  Aehnlich  ein- 
gerichtet, wie  das  vorige;  nur  ist  noch  eine  Messingschiene  angebracht 
zur  Anbringung  zweier  horizontaler  Ablenkungsmagnete,  die  bei  den 
neueren  Instrumenten  durch  Wasserkühlung  auf  bestimmte  Temperatur 
erhalten  werden.     Preis  190  Mk. ; 

3.  Variationsinstrument  für  Inclination,  ganz  ähnlich  dem  vorigen 
Inatrumente,  nur  mit  vertikalen  Ablenkungseisenstäben.     Preis  190  Mk. 

Weber*s  Erdinductor.  Eine  Drahtrolle  kann  um  eine  Axe  genau 
um  180®  gedreht  werden  und  bewirkt,  wenn  diese  Axe  vertikal  steht, 
dadurch  einen  Erdin ductionsstrom,  herkommend  von  der  horizontalen 
Componente  des  Erdmagnetismus,  wenn  diese  Axe  horizontal,  senkrecht 
zum  magnetischen  Meridian  liegt,  herkommend  von  der  vertikalen  Com- 
ponente. Es  sind  Vorrichtungen  angebracht,  um  alle  nothwendigen 
Bewegungen  mit  Genauigkeit  auszuführen.     Preis  750 — 1200  Mk. 

Luftpumpe  mit  Reservoirsteuerhahn.  Eine  compendiöse  einfache 
Luftpumpe,  die  sich  besonders  dadurch  auszeichnet,  dass  durch  eine 
eigenthümliche  Bohrung  des  Steuerhahnes  die  Wirkung  des  schädlichen 
Baumes  fast  ganz  vermieden  ist.     Preis  300  —  340  Mk. 

Ausdehnungsapparat.  Ein  Apparat  zur  Bestimmung  des  Wärme- 
ausdehnungscoefficienten  fester  Körper,  die  in  Stab  -  oder  Drahtform 
gegeben  sind.  Der  Versuchskörper  wird  im  Wasserbade  erwäi-mt  und 
tiberträgt  seine  Ausdehnung  auf  einen  {"ühlhebel,  dessen  Ablenkung  durch 
Spiegelung  mit  Femrohr  und  Scala  gemessen  wird.     Preis  130  Mk. 

Apparat  zut  Bestimmung  der  Elasticitätsmoduli  durch  Ausdehnung 
und  Torsionschwingnngen.  Die  Versuchsgegenstände,  Drähte  bis  1  mm 
Durchmesser  und  von  1  m  Länge,  befinden  sich  eingelöthet  zwischeuj 
cjlindrisehen  Fassungen.     Sowohl  ihre  Verlängerungen  durch  angehängte 
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Gewichte,  als  auch  die  Zeit  ihrer  Torsionsschwingiiii^n  wird  durch 
Spiegelablesnng  gemessen. 

Pneumatometer.  Ein  sehr  empfindlicher  Apparat,  der  mit  Hilfe  einer 
grossen  manometrischen  Büchse,  wie  solche  in  den  Aneroidbarometern 
angewendet  werden,  auch  noch  die  kleinsten  Druckänderungen  der  unter- 
suchten Gase  beobachten  lässt.     Preis  250  Mk. 

Cylinderquadranten  -  Elektrometer,  eine  Modification  des  Thomson - 
sehen  Quadrantenelektrometers.  Das  Instrument  ist  sehr  empfindlich, 
indem  noch  die  freie  Spannung  eines  erwärmten  Neusilber  •Eisenelements 
messbar  ist.  Die  eigenthümliche  Gestalt  der  Alumininmnadel  und  die 
sorgfältige  Gestaltung  der  Sectoren,  zwischen  denen  sie  schwingt,  bewirkt 
eine  weitgehende  Proportionalität  zwischen  elektrischer  Spannung  und 
Ausschlag  der  Nadel.     Preis  250  Mk. 

Die  Wiedemann^ sehen  Galvanometer.  .Die  wesentlichsten  Neue* 
rungen  gegenüber  den  älteren  Constructionen  bestehen  in  der  Art  der 
Dämpfung,  indem  für  aperiodische  Dämpfung  die  Nadel  ein  Siemens- 
scher  Glockenmagnet  ist,  der  innerhalb  einer  dickwandigen  Kupferkugel 
schwingt,  oder  für  verstellbare  Dämpfung  eine  ringförmige  Magnetnadel 
zwischen  zwei  in  ihrer  Entfernung  verstellbaren  Kupferscheiben. 

Endlich  sind  noch  einfache  und  bequeme  Constructionen  für  die 
astasirenden  Magnete  von  Hang  und  Du  Bois-Sejmond  mitgetheilt. 

Freiberg  i.  S.,  den  30.  April  1880.  Th.  Köttbritzsgh. 


Theorie  des  systdmes  ^lastiques  avec  applications  par  A.  Castigliano, 
Ingenieur.     Turin   1880,  Negro  ^diteur.     420  pag.  et  Atlas. 

Der  Verfasser  hat  in  diesem  Werke  die  Ergebnisse  seiner  sämmt- 
liehen  Studien  über  die  Theorie  der  elastischen  Systeme  vereinigt.  Da 
dessen  Name  ausländischen  Gelehrten  wohl  weniger  bekannt  sein  dürfte, 
so  möge  Einiges  über  Castigliano's  Arbeiten  hier  mitgetheilt  werden. 
Man  besitzt  von  ihm  eine  Abhandlung  „Intorno  ai  sistemi  elastici** 
(Turin  1873),  worin  eine  neue  Methode  zur  Lösung  der  auf  elastische 
Systeme  bezüglichen  Probleme  angegeben  wird.  Der  Verfasser  betrachtet 
hier  die  Veränderungen  der  Coordinaten  der  Systemeckpunkte  als  un- 
bekannt; als  Grundlage  seines  Verfahrens  betrachtet  er  das  Princip  der 
kleinsten  Arbeit,  von  welchem  er  auch  einen  Beweis  giebt.  In  den  Sitz- 
ungsberichten der  Turiner  Akademie  von  1874  und  1875  findet  man  aus 
der  Feder  unseres  Verfassers  zwei  kleinere  Aufsätze  „Intorno  alla  resi- 
stenza  dei  tubi  alle  pressioni  continue  ed  ai  colpi  d'ariete"  und  „Intorno 
alV  equilibrio  dei  sistemi  elastici'S  welch*  letztere  das  erwähnte  Theorem 
von  der  kleinsten  Arbeit  in  ein  helleres  Licht  setzen. 

Eine  wichtigere  Arbeit  des  Herrn  Castigliano  erschien  im  Jahre 
1875;  sie  führt  den  Titel  „Nuova  Teoria  intorno  all*  equilibrio  dei  sistemi 
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elftatici'^  Hierin  entwirft  er  eine  vollstHndige  Theorie  der  elastischen 
Systeme  und  stellt  insbesondere  zwei  neue  Lehrsätze  anf,  welche  er 
„Teoremi  delle  derivate  del  lavoro  di  deformazione '^  nennt.  Dieselben 
enthalten  als  Corollar  jenes  Princip  der  kleinsten  Arbeit,  von  welchem 
Herr  Castigliano  von  Anfang  an  ausgegangen  war.  Dasselbe  lässt 
sich  folgendermassen  formuliren: 

„Den  Punkten  ^,  Ä^  A'\  ...  irgend  eines  elastischen  Systems  sollen 
die  Biegnngsmomente  M^  M\  M'\  ...  entsprechen,  und  zugleich  sollen 
in  ihnen  resp.  die  Kräfte  JP,  /^,  P\  ...  wirken.  Ist  dann  L  die  als 
„Deformationsarbeit''  bezeichnete,  für  das  System  charakteristische  Grösse, 
8o  ist 

az      . 

j-ß  gleich  der  Verrückung  des  Punktes  A  in  der  Bichtung  der  Kraft  P, 

h  L 

-T-r^  gleich  der  Drehung  des  Querschnittes  in  demselben  Punkte.*' 

Dm  also  die  bezüglichen  Aufgaben  zu  lösen,  hat  man  nur  die  verschie- 
denen Bedingungen,  welchen  das  System  unterworfen  ist,  durch  eben- 
aoviele  Gleichungen  auszudrücken;  die  Bestimmung  der  Werthe  der 
unbekannten  Kräfte  und  Momente  hängt  von  der  Auflösung  dieser 
Gleichungen  ab. 

Man  sieht,  dass  der  Verfasser  die  Begriffe  mehr  und  mehr  verallge- 
meinert und  seine  Studien  stets  weiter  ausgedehnt  hat;  so  ist  es  ihm 
gelungen,  die  Theorie  der  elastischen  Systeme  von  einem  neuen  Stand- 
punkte aus  zu  betrachten  und  ihrer  Behandlung  eine  neue  streng  wissen- 
schaftliche Form  zu  verleihen.  Später  hat  er  auch  einige  Anwendungen 
seiner  Methode  auf  Fälle  der  Praxis  bekannt  gemacht;  vergl.  seine 
„  Applicazioni  pratiche  della  Teoria  dei  sistemi  elastici"  (Milano  1S78). 
Hier  finden  wir  den  Festigkeitscalcul  durchgeführt  für  zwei  berühmte 
gemauerte  Brücken,  nämlich  für  die  sogenannte  Mosca- Brücke  über  die 
Dora  bei  Turin  und  über  die  Oglio- Brücke  auf  der  Eisenbahnlinie  Tre- 
viglio-Rovato  (Oberitalien),  welche  beide  nur  einen  einzigen  Bogen  von 
45  m  Spannweite  haben.  Andere  Anwendungen  auf  Fragen  des  Brücken- 
baues enthalten  die  zwei  Schriften  „Del  Ponte  di  castelvecchio  a  Verona 
appnnti  di  G.  B.  Biadego"  (Milano  1880)  und  „II  Ponte  in  ferro  in 
nna  sola  arcata  di  m.  83  di  luce,  costrutto  sul  Torrente  Cellina  a  Monte- 
reale  (Friuli).  Memoria  degli  ingegneri  cav.  L.  Bichard  e  G.  B.  Bia- 
dego'^  (Milano  1880).  Die  gemauerte  Brücke  von  Castelvecchio  in 
Verona  hat  drei  Oeffnungen ,  deren  breiteste  im  Lichten  48,7  m  misst. 

Alle  diese  Druckschriften  Castigliano' s  konnte  das  Publicum  ihrer 
Seltenheit  wegen  nur  schwer  sich  verschaffen.  Das  nunmehr  erschienene 
selbstständige  Werk  hat  den  Zweck,  die  Kenntniss  der  neuen  Verfahrungs- 
weisen  auch  weiteren  Kreisen  zugänglich  zu  machen.  Da  die  Schrift 
nicht  rein  theoretisch  gehalten  ist,  sondern  den  Bedürfnissen  des  Prak- 
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tlkers  durchans  entgegenkommt,  so  ist  dieselbe  nicht  Mos  fUr  Ingenieare, 
sondern  Überhaupt  für  jeden  gebildeten  Techniker  von  höchstem  Interease. 
Arona  (Lago  Maggiore).  Biadbgo. 


La  teoria  delle  ombre  e  del  chiaro-scuro,  ad  nso  della  nniversitlt,  delle 
scnole  d^applicazione  per  gli  ingegneri  etc.,  delF  Ing.  Dombnico 
Tbssari.     Torino  1880.     Fascicolo  II  ed  nltimo. 

Im  XXIII.  Bande  dieser  Zeitschrift,  S.  180flgg.,  hat  der  Unterzeich- 
nete die  erste  Lieferung  des  angegebenen  Werkes  besprochen  und  dabei 
bemerkt,  dass  die  benutzten  Sätze  der  darstellenden  Geometrie  nochmals 
auseinandergesetzt  sind,  dass  dies  aber  bei  einem  Docenten  begreiflich 
ist,  der  nur  die  Anwendungen  dieser  Wissenschaft  zu  lehren  hat.  Der 
Verfasser  knüpft  in  dem  der  zweiten  Lieferung  vorgesetzten  Vorworte  an 
diese  Bemerkung  an  und  klagt,  dass  es  ihm  nicht  gestattet  sei,  seine 
Zuhörer  durch  einen  Curs  über  darstellende  Geometrie  selbst  für  die 
Anwendungen  vorzubereiten.  Ich  finde,  dass  bei  der  in  Deutschland 
gebräuchlichen  Einrichtung,  bei  welcher  der  Unterricht  der  darstellenden 
Geometrie  und  der  Beleuchtungslehre  in  derselben  Hand  liegt,  eine  be- 
deutende Zeiterspamiss  erzielt  wird,  mag  die  Beleuchtungslehre  in  einem 
besondern  Vortrage  behandelt  oder  in  denjenigen  über  die  darstellende 
Geometrie  ein  geflochten  werden. 

Anschliessend  an  die  erste  Lieferung,  fährt  die  zweite  mit  der 
Bestimmung  der  Eigenschattengrenze  der  Ringfläche  fort,  wobei 
ihre  Tangente  vermittelst  conjugirter  Durchmesser  der  Indicatriz,  und 
im  Innern  Flächentheile  die  Grenzpunkte  ermittelt  werden,  das 
sind  die  Punkte,  in  denen  der  nützliche  und  der  parasitische  Theil  der 
Eigenschatten  -  und  die  Scblagschattengrenze  aneinander  stossen.  Darauf 
wird  die  Grenze  des  Schlagschattens  dieser  Fläche  auf  eine  zur 
Umdrehungsaze  senkrechte  Ebene  sowohl  als  Parallellinie  einer  Ellipse 
bestimmt,  wie  als  Einhüllende  einer  beweglichen,  mit  der  soeben  genann- 
ten congruent  und  parallel  bleibenden  Ellipse  bezeichnet.  Bei  der  dann 
folgenden  Gonstruction  der  Schatten  an  Umdrehungsflächen,  deren  Meri- 
diane aus  verschiedenen ,  berührend  in  einander  übergehenden  Kreisbogen 
gebildet  sind  (wie  die  runde  Hohlkehle  und  die  Archivolte),  stellt  sich 
das  für  die  ästhetische  Wirkung  wichtige .  bekannte  Ergebniss  heraus, 
dass  eine  in  der  Meridianlinie  herrschende  Unstetigkeit  zweiter  Ordnung 
(im  Krümmungshalbmesser)  in  der  Eigenschatten  grenze  eine  Unstetigkeit 
erster  Ordnung  (in  der  Tangente)  zur  Folge  hat. 

Es  wird  dann  die  Eigenschattengrenze  einer  Schrauben- 
flache  mittelst  der  entlang  einer  Schraubenlinie  berührenden  abwickel- 
baren Fläche  und  ihres  Richtkegels  bestimmt,  sodann,  aber  anchjnittelst 
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des  Normalschnittes  anter  Anwendung  der  wichtigen  Sätze  von  Bar- 
in est  er,  welche  auch  zor  Verzeichnung  des  Schlagschattens  auf  eine  zur 
Schrauhenaxe  senkrechte  Ehene  einfache  Mittel  bieten.  Die  Verfahren 
werden  angewendet  auf  die  Fläche,  deren  Meridian  eine  Sinuslinie  und 
auf  die,  deren  Normalcnrve' ein  Kreis  ist  (wobei  die  erstere  gewundene 
Säule  genannt  wird,  während  Schreiber,  Tilscher  und  Burmester 
die  letztere  so  nennen),  auf  die  axiale  schiefe  und  normale  Schrauben- 
regelfläche. 

Sodann  wird  die  Eigenschattengrenze  auf  einer  windschie- 
fen Fläche  durch  die  Bestimmung  des  Berührungspunktes  der  durch 
eine  Erzengende  gelegten  Lichtstrahlenebene  bestimmt  und  zwar  zuerst 
bei  den  Flächen  zweiter  Ordnung  und  dann  bei  anderen  Flächen  ver- 
mittelst einer  anschliessenden  Fläche  zweiter  Ordnung. 

Der  zweite  Theil  handelt  vom  Hell-Dunkel  oder  den  Licht- 
abstufuugen.  Es  werden  hier  die  verschiedenen  Oberflächen  der  Kör- 
per als  spiegelnd,  matt,  theilweise  spiegelnd  und  durchsichtig  unter- 
schieden. Bei  einer  spiegelnden  Fläche  kann  man  von  einer  ihr 
eigen thümlichen  Helligkeit  nicht  sprechen;  man  sieht  in  ihr  nur  die 
Spiegelbilder  der  umgebenden  Gegenstände,  insbesondere  die  durch  Lichter 
hervorgebrachten  Glanzpunkte,  während  bei  matten  Flächen  bei 
Parallelbeleuchtung  die  Helligkeit  an  irgend  einer  Stelle  mit  dem  Co- 
sinus des  Winkels  des  Lichtstrahles  mit  der  Flächen  normalen  im  betrach- 
teten Punkte  in  Verhältniss  steht.  Die  Linien  gleicher  Beleuch- 
tung fallen  bei  ihnen  mit  denen  gleicher  Helligkeit  zusammen  und 
sind  diejenigen,  bei  welchen  jener  Winkel  unveränderlich  ist;  gleich- 
massige  Abstufangen  werden  durch  gleiche  Unterschiede  jener  Cosinus  her- 
vorgebracht. Der  Verfasser  nimmt  die  Flächen  theilweise  spiegelnd 
an,  indem  er  die  Linien  gleicher  Helligkeit  wie  bei  matten  bestimmt  und 
dann  im  Glanzpunkte  noch  einen  Lichtfleck  aufsetzt. 

Ueber  diese  Frage  herrscht  bekanntlich  Meinungsverschiedenheit.  In 
der  ersten  Arbeit  über  Linien  gleicher  Helligkeit,  welche  von  Schülern 
Monge*s  in  dem  L  Cahier  des  „Journal  de  T^oole  poljtechnique *S  an 
111(1796),  für  eine  Engel  bestimmt  wurden,  war  die  Annahme  gemacht, 
daas  die  Helligkeit  sowohl  mit  dem  Cosinus  des  Winkels  des  Lichtstrahls, 
wie  des  Sehstrahls  mit  der  Flächennormalen  in  Verhältniss  stehe,  während 
die  späteren  einzelnen  Abhandlungen,  insbesondere  aber  die  Festschrift 
von  Egle  über  das  Schattiren  von  Oberflächen  regelmässiger  Körper, 
Stuttgart  1855,  welche  die  Umdrehungeflächen  und  die  Wendelfläche  auf 
Grundlage  der  Kugelfläche  behandelt,  und  das  erste  umfassende  Werk 
von  Tilscher  über  die  „Lehre  der  geometrischen  Beleuchtungsconstruc- 
tionen**,  Wien  1862,  die  Linien  gleicher  Beleuchtung  darstellen,  bei 
welchen  der  Einfallswinkel  der  Lichtstrahlen  unveränderlich  ist.  Bur- 
mester dagegen  in  seiner  bedeutenden  Schrift  „Theorie  und  Darstellung 
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der  BelenchtuDg  gesetzmlUisig  gestalteter  Flächen *S  Leipzig  1871,  unter- 
scheidet  die  Linien  von  gleicher  wahrer  Beleuchtung,  Isophoten,  bei 
welchen  der  Einfallswinkel  des  Lichtstrahls  unveränderlich  ist,  von  den 
Linien  von  gleicher  scheinbarer  Beleuchtung,  Isophengen,  bei  welchen 
das  Product  der  Cosinus  der  Winkel,  welche  der  Lichtstrahl  und  der 
Sehstrabi  mit  der  Flächennormalen  bilden,  unveränderlich  bleibt.  Fasst 
man  die  physikalischen  Untersuchungen  von  Lambert  und  Bouguer 
und  Beobachtungen ,  die  man  leicht  anstellen  kann ,  zusammen ,  so  findet 
man,  dass  die  Isophoten  die  bei  den  verschiedenen  Körpern  wechseln- 
den Erscheinungen  wahrheitsgetreuer  wiedergeben,  als  die  Isophengen, 
und  dass  die  auch  von  Tessari  zugefügten  Befleze  die  Wirkung  noch 
erhöhen. 

Auch  darin  stimme  ich  dem  Verfasser  bei,  dass  er  die  Linien  glei- 
cher Beleuchtung  in  Eigenschaften ,  welche  wie  für  einen  gerade  umgekehr- 
ten Lichtstrahl  construirt  werden,  nicht  zur  Abstufung  des  Eigenschattens 
benutzt,  da  dessen  Beleuchtung  durch  die  Atmosphäre  nicht  wie  durch 
einen  umgekehrten  Lichtstrahl  geschiebt,  indem  der  der  Sonne  gerade 
gegenüberstehende  Theil  des  Himmels  durchaus  nicht  der  hellste  ist,  und 
da  die  Beleuchtung  durch  andere  das  Licht  zurückwerfende  Körper  in 
einer  von  ihrer  Stellung  abhängigen ,  also  wechselnden  Weise  stattfindet; 
nicht  aber  stimme  ich  ihm  darin  bei,  dass  er  die  Helligkeit  des  Schlag- 
schattens an  einer  Stelle  um  so  kleiner  annimmt,  je  stärker  an  derselben 
die  Beleuchtung  sein  würde,  wenn  der  beschattende  Körper  entfernt 
wäre;  denn  der  Contrast,  durch  welchen  diese  Annahme  begründet  wird, 
wirkt  nur  an  der  Licht-  und  Schattengrenze,  und  an  den  übrigen  Stellen 
hängt  auch   im  Schlagschatten   die   Helligkeit  nur  von  den  Reflexen  ab. 

Nachdem  weiter  20  Abstufungen  der  Töne  festgestellt  sind, 
10  (-{-)  im  Licht,  10  (— )  im  Schatten,  werden  mit  Hilfe  des  Kegels 
von  gleichförmiger  Beleuchtung  die  Linien  gleicher  Beleuchtung 
auf  den  abwickelbaren  Flächen  (hauptsächlich  dem  Cylinder  und  Kegel), 
auf  der  Kugel,  dann  mit  deren  Hilfe  auf  den  Umdrehungsflächen  (dem 
Cylinder,  Kegel,  einschaligen  Hyperboloid,  Ellipsoid,  Ring,  Hohlkehle), 
auf  den  Schraubenfläcben  (der  gewundenen  Säule,  der  axialen  schiefen 
und  geraden  Regelachraubenfläche,  und  zwar,  wie  bei  der  Schattengrenze, 
mit  Hilfe  der  einhüllenden  abwickelbaren  Fläche,  deren  Richtkegel  ein 
Umdrehungskegel  ist)  und  auf  den  windschiefen  Flächen  (wesentlich 
denen  zweiter  Ordnung)  bestimmt,  und  zum  Schluss  werden  noch  die 
Glanzpunkte  für  eine  Fläche  im  Allgemeinen  mit  einer  Anwendung 
auf  die  Umdrebungsflächen  ausgeführt. 

Wie  in  der  ersten  Lieferung,  so  wirkt  auch  in  dieser  die  klare  Dar- 
stellung und  das  zweckmässige  Hervorheben  der  entwickelten  Sätze  wohl- 
thätig  auf  den  Leser,  die  Herleitung  ist,  wie  bei  Tilscher,  eine  geo- 
metrische und  es  werden  auch,   wie  bei  diesem,   die  Hilfskegel,   welche 
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der  Verfasser  die  von  gleichförmiger  Beleachtang  nennt,  wesentlich  benutzt. 
Während  aber  Tilscher  den  Leser  die  verschiedenen  von  ihm  durch- 
laufenen Wege  und  die  allmäligen  Vereinfachungen  mit  durchschreiten 
iSsst,  wie  es  beim  Auffinden  neuer  Wege  so  leicht  geschieht,  führt  ihn 
der  Verfasser  in  förderlicherer  Weise  sogleich  zu  der  zweckmässigsten 
Anschauung.  Dagegen  hat  er  die  Einfachheit  der  Constructionen  nicht 
erreicht,  welche  Fiedler  in  seiner  darstellenden  Geometrie  (1871)  bei 
den  geometrisch  abgeleiteten  Constructionen  für  Umdrehungsflftchen ,  und 
Bnrmester  bei  der  geometrischen  Darstellung  seiner  analytisch  gewon- 
nenen Ergebnisse  besitzen,  was  besonders  bei  der  öfteren  Wiederholung 
derselben  Construction  für  verschiedene  Elemente  der  behandelten  Fläche 
fühlbar  wird. 

Wir  können  in  dem  vorliegen  den  Werke  eine  Arbeit  begrüssen, 
welche  sich  um  die  Schatten-  und  Beleuchtungslehre,  insbesondere  durch 
ihre  geometrische  Begründung,  wesentliche  Verdienste  erworben  hat. 

Karlsruhe,  im  Januar  1881.  Chr.  Wibmbk. 


Kathematische  Modelle.     5.  Serie  der  Verlagshandlung  L.  Brill,  Dann- 
stadt: Gypsabgüsse  nach  den  im  math.  Institut  der  k.  technischen 
Hochschule    in   München   angefertigten    Originalen;    neue  (dritte) 
Folge,   ausgeführt   unter  Leitung  von  Prof.  Dr.  Brill.     Modelle 
XII  bis  XVIII.  —  6.  Serie:  Gypsmodelle,  XIX,  ausgeführt  unter 
Leitung  von  Prof.  Dr.  Klein,  und  Modelle  1)  bis  5). 
Die  reiche  Modellsammlung,   deren  Werth  ich  beim  Erscheinen  der 
drei  ersten  Serien  besprochen  habe,  ist  jetzt  durch  drei  neue  Serien  ver- 
mehrt  worden,    nachdem   inzwischen   noch   eine  vierte   Serie   erschienen 
war,   welche  die  früher  herausgegebenen  Carton-  und  Gypsmodelle  von 
Flächen  zweiter  Ordnung  durch  bewegliche  Fadenmodelle  der  geradlini- 
gen  Flächen    zweiter   Ordnung    in    glücklicher   Weise   ergänzt.      In   der 
vierten  und  in  den  vorliegenden  Serien  ist  die  Verlagshandlung  auf  einen 
in  einer  früheren  Besprechung  geäusserten  Wunsch  eingegaugen,  die  ein- 
zelnen Modelle  der  Serie  auch  apart  abzugeben,  eine  Einrichtung,  welche 
verschiedenartigen  Interessen   bequem  entgegenkommt.     Um   so  nöthiger 
erscheint   es,   die  Modelle   im  Einzelnen   zu   besprechen,   statt  nochmals 
die  allgemeinen  Vorzüge,   die  dieser  Sammlung  eignen,  zu  wiederholen. 
Die   fünfte  Serie   bewegt  sich   ganz   auf  wissenschaftlichem  Gebiete 
und  hat  zu  XII,  XIV,  XV  und  XVIII  erklärende  Noten.    Sie  besteht  aus: 

XII.  Darstellung  der  elliptischen  Function   9s=am(u,x) 
durch   eine  Fläche.     Von   den    Studd.  math.   Th.  KiqiN   und 
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Unter  Betrachtung  von  x,  t/,  <p  als  rechtwinklige  Coordinaten  im 
Räume  wird  die  Fläche  ijp  =s  am  (t/ ,  x)  für  jeden  reellen  Werth  von  x  con- 
Btruirt.  Für  x^l  existirte  schon  ein  kaum  mehr  käufliches  Modell,  das 
sogenannte  Podoid  von  Heis.  Die  Fläche  ist  hier  aus  den  den  verschie- 
denen X  zugehörigen  Curven,  welligen  Linien,  construirt;  diese  Wellen 
werden  um  so  zahlreicher  und  flacher,  je  grösser  x  ist,  und  die  Axe  der 
Wellen  hleiht  für  x^l  immer  parallel  der  Ü-Axe,  während  sie  fürx^I 
in  einem  von  x  abhängigen  Winkel  gegen  die  Z7-Axe  geneigt  ist,  so  dass 
für  X  =  1   eine  Discontinuität  eintritt. 

XIII.  Rotationsflächen  von  constantem  positivem  Krüm- 
mungsmaas s  mit  geodätischen  Linien;  drei  Typen  mit 
gleichem  Erümmungsmaas :  a)  die  Kugel,  b)  die  Meridiancurve 
der  Umdrehungsfläche  trifft  die  Axe,  c)  dieselbe  trifft  die  Axe 
nicht  Nach  den  Zeichnungen  von  Bour  (J.  de  Tfic.  Polytechn. 
t.  22)  modellirt  und  mit  geodätischen  Linien  versehen  von  Assi- 
stent Dr.  P.  Vogel. 

XIV.  Schraubenfläche  von  constantem  positivem  Krüm- 
mungsmaass.     Von  Th.  Kuem. 

Xy.  Schraubenfläche    von     constantem    negativem    Krttm- 
mungsmaass.     Von  Dr.  P.  Vogel. 
Diese  Modelle  reihen  sich  an  die  früher  erschienenen  von  Rotations- 
flächen constanter  negativer  Krümmung  an.    XIII  ist  zunächst  nach  Zeich- 
nungen   construirt,   die  Bour  sehr   einfach   durch  Constrnction  gewisser 
Parallelcurven   erhielt;   XIV   nach  ganz  selbstständigen  Rechnungen  mit 
Hilfe   der  6 -Functionen,   auf  welche   die  Aufgabe  in   der   beiliegenden 
kleinen  Abhandlung  reducirt  ist.     Man  kann  diese  Fläche  etwa  dadurch 
erhalten,  dass  man  aus  einer  Kugel  eine  Zone  herausschneidet,  dieselbe 
längs  eines  Meridians  aufschneidet  und  die  Schnittränder  gegen  einander 
verschiebt,    wovon   man  sich  mittelst  eint's  Stanniol-  oder  besser  Gutta- 
perchastreifens,   wie   er   auch   später   den  Modellen   passend   hinzugeftigt 
werden  soll,  überzeugen  mag.    Die  Modelle  XIII  und  XIV  haben  gleiches 
Krümmungsmaass ,  ebenso  hat  XV,  dessen  Meridiancurve  die  Tractriz  ist 
und  das  nach  Dini^s  Angabe,  Comptes  rendus  1865,  verfertigt  ist,  die- 
selbe Krümmung,   wie  die  früheren  Modelle  mit  negativem  KrümmungB- 
maass. 
XVI.  Vier  Formen  derDupin*schen  Cyklide,  von  Dr.  P.  Vogel; 
a)  Ringcyklide,  b)  Hörncyklide,  c)  Spindelcyklide,  <0  Parabolische 
Cyklide. 
Die  Zusammenstellung  dieser  verschiedenen  Formen    der   vielnnter- 
suchten  Cykliden,   hier  nach  der  Realität  ihrer  Knotenpunkte  und  nach 
der  Lage  der   beiden  Mäntel  zur  Fläche,    ist  von  besonderem  Interesse. 
Bei  der  Herstellung  ist  eine  Arbeit  von  Maxwell,  Quajrtr^ournj  Bd. 9, 
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XVII.  Die  Kettenlinie  auf  der  Kugel,  nach  einer  Abbandig.  von 
Clbbsch  in  Borch.  J.  Bd.  57. 
Zwei  einfacbe  Fälle  aus  dieser  Abbandlnng  sind  dargestellt. 
XVIII.  Die   Enveloppen   der  von   einem  Punkte  ausgebenden 
geodlltiscben  Linien  auf  dem  Rotationsellipsoid.    Von 
Dr.  A.  T.  Braunmöhl. 
Die    auf   einem  früberen   Modell   des  Herrn   v.   Braunmübl,    mit 
geodätiscben  Linien,  nocb  vetmissten  Enveloppen  werden  nun  bier,  nacb 
einer  inzwiscben  erscbienenen  Abhandlung  desselben , .  Matb.  Ann.  XIV, 
dargeboten   und   ibre  Construction ,    die  wieder  auf  ^-Functionen  fübrt, 
erklärt.     Durcb  Spannen  eines  Fadens  von  einem  Punkte  aus  überzeugt 
man  sieb  von  der  Genauigkeit  der  Construction  dieses  lebrreicben  Modells. 
Die  Serie  6  entbält: 
XIX.  Die  Raumcurven  dritter  Ordnung  auf  Cylindern  zwei- 
ter Ordnung,  von  Stud.  matb.  E.  Lange;  o^  die  cubiscbe Ellipse, 
b)  die  cubiscbe  Hyperbel,  c)  die  cubiscbe  Parabel,  d)  die  cubiscbe 
byperboliscbe  Parabel.     Mit  einer  Abbandlung. 
Die  Gurven  sind  bier  als  Durcbscbnitte  von  Cylindern  mit  Cylindern 
oder   mit  Kegeln   construirt   und    zeicbnen   sieb   dadurcb  aus,   dass  ibre 
Gestalten,   indem  sie  nicbt  zu   rascb   asymptotiscb  verlaufen,   mögliebst 
gut  zur  Erscbeinung  kommen.     Dies  ist  durcb  eine  der  Construction  vor- 
hergebende  Deformation    des    schneidenden   Kegels    in    ein    Ebenenpaar 
erreicht   worden.     So   passend   diese  Gypsmodelle  zu   den   übrigen  sind, 
60   halte  ich  doch  Drabtmodelle  von  Curven,   etwa  der  Art,   wie  sie 
Wiener  für  Singularitäten  gegeben  bat,  für  nocb  instructiver. 

Hierzu  kommt  nocb  eine  Reibe  von  Modellen,  nacb  denen  in  der 
That  ein  praktisches  Bedürfniss  bestand,  da  die  Veranscbaulicbung  der 
betreffenden  Objecto  nöthig  ist  und  durcb  die  bisher  vorhandenen  rohen 
Modelle  nur  unbefriedigend  geleistet  wird: 

1.  Die  Wellenfläche  für  optisch  zweiazige  Krystalle: 
a)  der  äussere  Mantel  mit  Ausschnitten,  die  den  Innern  Mantel 
zeigen,  b)  der  innere  Mantel; 

2.  das  zugehörige  EUipsoid; 

3.  die  Wellenfläche  für  optisch  einaxige  Krystalle; 

4.  die  Wellenfläcbe  für  optisch  zweiazige  Kry.stalle  in 
einzelnen  Octanten,  mit  den  sphärischen  und  ellipsoidiscben 
Linien  auf  beiden  Mänteln  und  acht  Nabelpunkten. 

Das  letzte  Modell  ist  nach  Angabe  des  Herrn  Rector  Dr.  Böklen 
in  Reutlingen  (vergl.  diese  Zeitschrift  XXIV  und  XXV)  verfertigt  und 
die  Construction  ist  in  einer  beigelegten  Note  auseinandergesetzt. 

5.  Ein  Kreiskegel  mit  Ellipsen-,  Hyperbel-  und  Parabelscbnitt;  j 
die  einzelnen  Stücke  sind  beweglich.  .^y.u.^u^y -^OO^IL 
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Ein  darch  Grösse  und  Befestignngsart,  insofern  vermöge  vorhandener 
Ränder  die  Stücke  fe$t  aufeinander  liegen,  zu  Demonstrationszwecken 
geeignetes  Modell. 

Eflangen.  M.  Nobther. 

Abriss  einer  Theorie  der  Abersohen  Functionen  von  drei  Vaxiabeln, 
von  Dr.  Friedricb  Schottky,  Privatdocent  an  der  Universitfit  zu 
Breslau.     Leipzig,  Teubner.     1880.     162  S. 

Auf  die  Lösung  des  Problems,  welche  der  Verfasser  des  vorliegen- 
den Buches,  von  Herrn  Weierfitrass  hierzu  angeregt,  unternimmt,  hat 
offenbar  der  Gang  der  Wissenschaft  hingedrängt.  Der  Weg,  welcher  von 
der  Theorie  der  ^-Functionen  ausgehend  zu  den  Differentialgleichungen 
des  ümkehrproblems  in  der  Theorie  der  AbeTschen  Functionen  führt, 
anstatt  von  der  algebraischen  Function  ausgehend  durch  Einführung  der 
^-Functionen  zur  Lösung  des  Umkehrproblems  zu  gelangen,  ist  schon 
in  verschiedenen  Fällen  mit  vollem  Erfolg  eingeschlagen  worden.  Ausser 
den  elliptischen  Functionen  in  einer  Jacob  loschen  Vorlesung  sind  von 
Bosenhain  die  hyperelliptischen  Functionen  für  ;>  =  2  in  dessen  Preis« 
Schrift  so  behandelt;  und  endlich  ist  nach  den  Wei  er  st  rassischen  Ausfüh- 
rungen über  die  allgemeinen  hyperelliptischen  Functionen  auch  für  diese 
jener  Weg  klar  vorgezeichnet  und  verhältnissmässig  einfach,  wegen  der  ein- 
fachen Ausdrücke  der  *&- Quotienten  bei  unabhängigen  Argumenten  durch 
die  symmetrischen  Functionen  der  oberen  Grenzen  der  Integrale ,  so  dass 
in  der  That  auf  diese  Weise  der  Fall  /)  =  4  von  Pringsheim,  Math. 
Ann.  XII,  ausgeführt  worden  ist. 

Für  den  allgemeinen  Fall  p  =  3  existirte  nun  das  wesentliche  Mate- 
rial für  jenen  Weg  ebenfalls;  man  findet  die  d- Relationen  im  ersten 
Theile  von  Weber 's  Arbeit  über  „Die  AbePschen  Functionen  vom  Ge- 
schlecht 3'*  in  unabhängiger  Entwickelung  dargestellt.  Da  ausserdem 
wegen  der  Übereinstimmenden  Anzahl  der  Moduln  diese  ^-Functionen 
allgemein  auf  die  algebraischen  Functionen  führen,  was  für  />>3  nicht 
mehr  der  Fall  ist,  so  stellte  sich  hier  der  Lösung  keine  principielle 
Schwierigkeit  entgegen.  Es  ist  aber  das  grosse  Verdienst  des  Verfassers, 
das  Problem,  dessen  algebraische  Schwierigkeiten  von  vornherein  nicht 
klar  lagen^  in  Angriff  genommen  und  mit  bedeutendem  Geschick  gelöst 
zu  haben. 

Ich  skizzire  den  Gang  des  Verfassers,'  um  seine  Entwickelungen 
näher  verfolgen  zu  können. 

Derselbe  greift  in  einem  ersten,  auch  schon  1878  als  Habilitafionä' 
Bcbrift  erschienenen  Theile  zunächst  weiter  aus,  indem  er  vorerst  diö 
Grandeigenschaft  der  0-Functionen  von  p  Argumenten  nach  Weierstrasa 
entwickelt,    dass  zwischen  je  rP  +  1   solchen    Functionen,   r*«'  Ordnung 
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und  gleicher  CharakteriBtik,  eine  homogene  lineare  Belation  existirt;  dahei 
ist  die  in  §  3  gegebene  Redaction  der  Formeln  für  gerade  oder  ungerade 
^- Functionen   hervorzuheben.     Er  geht   dann   zn   den    Systemen   von 
unabhängigen  Charakteristiken  tiber,  aus  welchen  man  alle  Vp  Charakte- 
ristiken der  geraden  und  ungeraden  Theta  mit  Angabe  ihres  Charakters 
zusammensetzen   kann.     Hierbei   ist  nun  der  Standpunkt  des  Verfassers 
zwar    für    die  vorliegenden   Rechnungen   genügend,    aber  immerhin   ein 
beschränkter.     £s  ist  zunächst  ein  Fortschritt,   dass  er  dabei  nicht,  wie 
Weierstrass  und  Rie mann ,  von  den  hyperelliptischen  Integralen  aus- 
geht,  sondern,   wie  Weber   für  drei  Variable,    combinatorisch  verfährt. 
Aber  er  liefert  nur  ein  specielles  System,   ohne  die  ein  solches  System 
von  2p +  1    Charakteristiken   überhaupt  kennzeichnenden   Eigenschaften 
zu  entwickeln,  welche  die  Bildung  und  Einführung  jedes  andern  in  der 
Theorie  gleichberechtigten  Systems  erlauben  würden;   mit  anderen  Wor- 
ten:  die   Eigenschaften,   welche   bei    der   zu   den  Charakteristikengleich- 
UDgen  gehörigen  Transformationsgruppe  invariant  sind.     Hierdurch  blei- 
ben schon  die  einfachsten  Eigenschaften,  die  sich  auf  Grnppirung  beziehen, 
von  Anfang   an   im  Dunkeln,   wie   die  Unterschiede   einer  geraden  oder 
einer   ungeraden  Anzahl  von  Charakteristiken,   von   denen  die  einen  in 
zwei   Classen    von    2^P — 1    und    1,    die   anderen   in   zwei   Classen  von 
2^(2i»->  — 1)  und  2p(2i'-'  +  1)  zerfallen  etc.     Wenn  dieser  fundamentale 
unterschied,  welcher  in  den  Entwickelungen  des  Recensenten  (Mathem. 
Ann.  XIV   und   XVI)   besonders  betont  ist,    erkannt  und   von   Anfang 
an    hervorgehoben    worden    wäre,    so   würde   manche   Erscheinung,    wie 
besonders  in  Bezug  auf  die  Grade  der  algebraischen  Functionen  und  die 
Anzahl   der  Factoren   in  den  auftretenden  '^-Prodncten,   sich  von  vorn- 
herein als  nothwendig  gezeigt  haben ,  und  es  würde  in  vielen  Fällen  klar 
geworden  sein,  was  an  der  Darstellungsweise  des  Verfassers,  was  in  der 
Natur  der  Sache  liegt. 

In  §  6  beginnt  die  eigentliche  Arbeit,  in  welcher  das  auch  von 
Weber  gegebene  Material  der  ^-Relationen  für  p  =  3  weiter  ausgenutzt 
wird.  Den  Systemen  von  sieben  ungeraden  Charakteristiken  entsprechen 
die  Systeme  von  sieben  ungeraden  Theta,  und  diesen  wieder  sollen  in 
der  zugehörigen  algebraischen  Function  (geometrisch  zu  reden)  die  A ron- 
hol duschen  Systeme  von  sieben  Doppeltangenten  der  Curve  vierter  Ord- 
nung entsprechen.  Die  Coefficienten  in  der  Gleichung  einer  solchen 
Doppeltangente  sind  die  partiellen  Differential quotienten  der  entsprechen- 
den 0- Function  für  die  Nullwerthe  der  Argumente.  Die  Verhältnisse 
dieser  Coefficienten,  und  zwar  der  eines  Aron  hold*  sehen  Sieben  Systems, 
durch  welche  alle  übrigen  Doppeltangenten,  wie  die  Curve,  eindeutig 
bestimmt  sind ,  sind  also  als  die  algebraischen  Moduln  zn  betrachten ,  die 
nach  einer  linearen  Transformation  sechs  unabhängige  Grössen  vorstellen. 
Der  Verfasser   löst  nun   direct  die   Aufgabe,    die   Differentialquotienten  2 IC 
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aller  ungeraden  ^  und  die  geraden  ^  für  die  Argamen te  Null  dnrcb  die 
obigen  algebraiscben  Moduln  auszudrücken,  was  bei  Weber  noch  mit 
Hilfe  der  algebraiscben  Darstellungen  geleistet  war. 

Im  zweiten  Theile  behandelt  der  Verfasser  mittelst  der  Beziehangen 
zwischen  den  ^a(«)  oder,  wie  der  Verfasser  schreibt,  (Sa{u)  (=<ya),  ^m 
bis  auf  gewisse  constante  Factoren  mit  den  ^a(t<)  ab  ereinstimmt,  und 
ihren  Differentialquotienten  die  Aufgabe :  den  Quotienten  je  zweier  (f-Func- 
tionen  bei  unbeschränkter  Variabilität  der  drei  Argumente  darzustellen 
als  Quadratwurzel  aus  einer  rationalen  Function  von  vier  unabhängigen 
Werthsystemen  (aryz),  (iCjyjZj),  (j^yg^^)»  (^sys^s)»  deren  jedes  ein  und 
derselben  homogenen  Gleichung  1(0*,  y,  c)=^0  vom  Geschlecht  (Rang)  3 
genügt.     Dabei  sollen  die  Argumente  »1  die  Werthe  erhalten 


""IS' 


Ck 

wo  die  Ji  die  Integrale  erster  Gattung  für  L  =  0,  Ck  die  vier  Schnittpunkte 
von  L  =  0  mit  einer  „Curve  q>"'  von  £  =  0  sind.  Man  hat  also  dann 
rückwärts  das  gewöhnliche  Umkehrproblem  erhalten,  und  zwar  in  der- 
selben einfachen  Umformung,  von  welcher  auch  Weber  in  §  24  seiner 
Schrift  ausgebt. 

Hier  ist  vor  Allem  interessant,  nachzusehen,  wie  der  Verfasser  auf 
die  algebraischen  Functionen  kommt. 

Bezeichnet  man  die  sieben  zu  Grunde  gelegten  ungeraden  Charakte- 
ristiken mit  1,  2,  ...,  7,  die  21  übrigen  durch  deren  Combinationen  la 
zweien,  so  bestehen  zwischen  den  21  Grössen 

q>nx=c,,<5ia»x    (x,i=  1,2,  ...,7) 
lineare  Gleichungen,  vermöge  welcher  sich  alle  durch  sechs  unter  ihnen 
ausdrücken  lassen,  und  zwar,  wie  der  Verfasser  zeigt,  in  der  Form 


,i=%Lu,iT^:'\ 


WO  Lhi=^L4it  und  die  ^J,*  ^  sehr  einfache  Constanten  werden.  Ferner  wer- 
den gewisse  Producte  von  sechs  und  von  neun  <;- Functionen,  insbeson- 
dere (^1^2**- ^7  ^^i»)  ^^  ^  ^^^®  beliebige  ungerade  Charakteristik,  als 
quadratische,  bez.  cubische  Functionen  der,  sechs  neuen  Parameter  Lki 
ausgedrückt;  und  ähnlich  tf  •  Quotienten. 

Nun  bestehen  dann  weitere  homogene  Gleichungen  sechster  Ordnung 
zwischen  den  Grössen  Lhi^  von  denen,  da  die  Argumente  der  tf- Func- 
tionen von  einander  unabhängig  sind,  nur  zwei  Gleichungen  von  ein- 
ander unabhängig  sein  können.  —  An  dieser  Stelle  setzt  nun  der  nene 
Gedanke  ein,  der  alle  ferneren  Entwickelungen  des  Buches  beherrscht. 
Der  Verfasser  nimmt  eine  zunächst  noch  willkürliche  Relation  zwischen 
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den  Grössen  Lhi  (also  eine  gewisse  Relation  zwischen  den  Argumenten  u) 
hinzu,  dnrch  welche  die  obigen  Relationen  zwischen  den  L/a  in  einfacher 
Gestalt  erscheinen.     Er  setzt 

wonach  also  die  g>ux  in  Producte  zerfallen 


t=^*r--|;'i;' 


<p«;i= ^;a  §i  "'^'A .  >^;*  ^A  ^^'*» 


nhd  ebenso  die  oben  betrachteten  0- Producte.  Die  Gleichungen  sechster 
Ordnung  zwischen  den  Lhi  aber  gehen  jetzt  in  die  Gleichungen 

fiber;  und  dabei  wird  Z  =  0  eine  Curve  sechster  Ordnung  mit  sieben 
Doppelpunkten  vom  Geschlecht  3  (und  zwar,  wenn  Cj,  Cg,  C^  drei  Cur- 
vdn  dritter  Ordnung  durch  die  sieben  Punkte,  die  Functionaldeterminante 
von  Tj,  Cj,  Cg).  Man  erhält  so  die  Verhältnisse  der  Quadrate  der  a- Func- 
tionen, auch  für  gerade  Charakteristiken,  ausgedrückt  durch  rationale 
Fnnctionen  von  (aryz),  wo  immer  Z(a',  y,  c)  =  0. 

Hierbei  ist  immer  vorausgesetzt,  dass  die  durch  zl  =  0  angezeigte 
Beschränkung  der  drei  Argumente  u  angenommen  wird,  so  dass  die  c 
nur  Functionen  der  beiden  Werthsjsteme  {xyz)j  {xy'z')  werden.  Die 
hiernach  aufgestellten  Differentialrelationen  zeigen  endlich  die  Bedeutung 
dieser  Beschränkung.*  Man  erhält  für  die  Ui  je  ein  Normalintegral  erster 
Gattung  in  Bezug  auf  L  =  0,  jedes  zwischen  denselben,  aber  beliebigen 
Werthsystemen  (xyz)y  {xyz)  von   Z  =  0  erstreckt. 

Das  Weitere  für  allgemeine  Argumente  der  ^-Functionen  wird  nun 
mit  Hilfe  des  bekannten  Satzes  über  die  algebraisch  darstellbaren  0- Quo- 
tienten geleistet,  der  mit  Hilfe  des  Additionstheorems  bewiesen  wird  und 
dessen  Umkehrung  das  AbeTsche  Theorem  liefert.  Setzt  man  für  die  u  die 
Summen  von  Integralen  ein,  so  ergeben  sich  Quotienten  von  ^-Producten 
als  algebraische  Functionen  der  einzelnen  Wertbsysteme ,  welche  die  Gren- 
zen der  Integrale  bilden.  —  Die  Darstellung  geschieht  dann  für  die 
Summen  von  vier  Integralen,  wobei  hinsichtlich  der  speciellen  Gonstan- 
tenbestimmung  auf  Weber  verwiesen  ist.  Die  auftretenden  algebraischen 
Functionen ,  nämlich  die  Systeme  von  L  s=  0  überall  in  der  ersten  Ordnung 
berührenden  Gurven,  werden  in  verschiedenen  Formen  explicite  aufgestellt, 
indessen  mit  einer  gewissen  Unübersichtlichkeit  und  auch  Weitläufigkeit, 
eine  Folge  der  eingangs  dieser  Recension  erwähnten  Unklarheit  in  Bezug 
auf  die  Gruppirungen  und  auch  theilweise  eine  Folge  des  Zurücktretens 
der  geometrischen  Auffassung. 

Werfen  wir  nochmals  einen  Rückblick  auf  die  Entwickelungen  des 
zweiten  Theils,  so  erkennen  wir,  dass  sie  der  bei  dem  vorliegenden  Pro* 
blem  wesentlichen  Forderung  eines  lückenlosen  und  natnrgemässen  Fori-Tp 
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schreit eos  im  Ganzen  genügen,  bis  höchstens  auf  den  bei  der  Einftthrang 
von  J=0  gemachten  Sprang,  der  durch  eine  eingehendere  Motivirang 
dieser  Annahme  wohl  hätte  vermieden  werden  können.  Die  Lösung  des 
Verfassers,  welche  ohne  verwickelte  algebraische  Untersuchungen  die  Zu- 
ordnungen der  transcendenten  und  algebraischen  Functionen  leistet,  kann 
als  eine  vollständige  angesehen  werden. 

Noch  bleibt  der  Anhang  zu  erwähnen,  welcher  den  Fall  ^(0)  =  0, 
also  den  hyperelliptischen  Fall  p  =  3  behandelt.  Hier  führen  die  zwi- 
schen den  d  >  Functionen  entstehenden  Beziehungen  den  Verfasser  unmit- 
telbar dazu,  die  passenden  Moduln  und  drei  lineare  Functionen  der 
•d"- Quadrate  als  neue  Parameter  einzuführen,  so  dass  mit  wenigen  Stri- 
chen und  in  übersichtlichster  Form  direct  das  gewöhnliche  Umkehrpro- 
blem (in  der  Weierstrass'schen  Darstellung)  resultirt.  Dass  dieser 
Behandlung  auch  für  höhere  p  keine  Schwierigkeit  entgegensteht,  zeigt 
schon  die  obenerwähnte  Frings  hei  mische  Arbeit  für  p  =  4,  in  der  der 
Formelapparat  noch  nicht  in  die  conciseste  Form  gebracht  ist. 

Erlangen,  Januar  1881.  M.  Noethkr. 


Das  Orössengebiet  der  vier  Rechnnngsarten.  Erkenntnisstheoretischer  Ver- 
such von  A.  FiOK.     Leipzig,  F.  C.  W,  Vogel.     1880.     40  8. 

Die  vorliegende  Schrift  des  bekannten  Physiologen  Herrn  Fick,  von 
dem  wir  auch  bemerkenswerthe  Betrachtungen  über  die  Grundlagen  der 
Physik  und  Mechanik  besitzen,  beweist,  dass  die  an  die  Untersuchungen 
der  Mathematiker  über  die  Grundbegriffe  der  Arithmetik  und  Geometrie 
anschliessende  Bewegung  immer  weitere  und  mächtigere  Kreise  zieht. 
Hier  wird  im  zweiten  Theile  eine  neue  Idee  und  in  rein  mathematischer 
Form  dargeboten,  freilich  nicht  so,  dass  wir  nicht  erhebliche  Einwände 
dagegen  geltend  machen  müssten,  während  wir  mit  dem  ersten  Theile, 
der  die  Grundlage  und  das  Gebiet  der  gewöhnlichen  Zahlen  zum  Gegen- 
stande bat,  noch  theilweise  übereinstimmen  können. 

Der  Verfasser  erläutert  zunächst,  dass  die  Zahlbegriffe  eine  Bedeu- 
tung erst  dadurch  erlangen,  dass  sie  anschaulich  dargestellt  werden 
können.  Hiemach,  ist  also  z.  B.  ein  Bruch  als  Verhältniss  zwischen  gan- 
zen Zahlen  noch  nicht  zum  Rechnen  genügend  definirt,  sondern  erst 
durch  die  Theilung,  also  auch  die  Einführung  beliebig  theilbarer,  stetiger 
Grössen;  oder  eine  negative  Grösse  wird  nicht  durch  die  Subtraction 
genügend  definirt,  sondern  erst  durch  Zählen  von  Relationen  zwischeU 
je  zwei  Gegenständen,  •  da  jene  erst  eine  Umkehrung  zulass'eb  (nach 
Gauss).  Es  wird  also  durch  Einführung  neuer  Zahlen  zu  gleicher  Zeit 
fortwährend  das  zu  berechnende  Gebiet  eingeschränkt  und  die  ur- 
sprünglichen Begriffe  der  Operationen  erweitert«„y,iizedbyCjOOQlc 
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Mit   dem   einen  Theile  dieser  Darlegung  wird  jeder  Mathematiker 

hentzntage  einverstanden  sein.     Einfach  -r   oder  a^b  als  neue  Zahl- 

grösse  einführen,'  weil  sie  unter  den  positiven  ganzen  Zahlen  nicht 
enthalten  ist,  wie  es  Herr  Fick  am  Ende  der  S.  3  von  Mathematikern 
behauptet,  darf  freilich  nie  geschehen.  Aber  von  hier  aus  annehmen, 
dass  diese  Zahlgrössen  nur  auf  dem  Boden  der  Anschauung  definirt 
werden   können,    ist  offenbar  ein  Sprung.     Man  wird  vielmehr  das  Ver- 

hältniss  -T-  als  Grösse  aus  dem  Grunde  auffassen  dürfen,  weil  man  Regeln 

geben   kann,   welche   diese  logischen  Beziehungen   zulassen   und  welche 

die  -7-    zugleich   in   eine    bestimmte   Ordnung   zu   bringen   erlauben. 

Gerade  das  statistische  Beispiel  des  Verfassers  zeigt,  dass  man  mit  Ver- 
hältnissen rechnen  darf.  Diesem  logischen  Standpunkte  ordnen  sich  ebenso 
die  negativen  und  die  irrationalen  Zahlen  unter;  und  dabei  sei  in  Bezug 
auf  die  letzteren  Zahlen  bemerkt ,  dass  in  der  That  ein  Sprung  vom  Be- 
griffe der  arithmetischen  Stetigkeit  zur  Vorstellung  der  geometrischen 
Stetigkeit  stattfindet,  ohne  dass  man  aber  den  ersteren  Begriff  zurück- 
weisen könnte;   beide  verhalten   sich   eben   genau  zu  einander,   wie  die 

oben  erwähnte  Definition  von  —  zu  ihrer  Anwendung  auf  die  anschau- 
liche „Theilung". 

Auch  die  von  dem  Verfasser  angeführte  Thatsache,  dass  ^— 1  so 
lange  als  werthlose  Form  betrachtet  worden  ist,  bis  sich  eine  Veranschau- 
lichung derselben  gefunden,  beweist  nur,  dass  die  Begriffe  erst  allmälig 
sich  ausbilden  und  Sicherheit  erlangen;  also  sicherlich  nicht  gegen,  eher 
für  die  .logische  Auffassung  des  Zahlbegriffs  seiten  der  heutigen  Mathe- 
matik. Wenn  der  Verfasser  überall  statt  „Rechnung^*  „ Anwendung*' 
sagte,  wie  es  auch  Gauss  an  der  von  ihm  citirten  Stelle  thut,  so  würde 
man  ihm  völlig  beistimmen  können. 

Der  zweite,  mathematisch  gehaltene  Theil  der  Schrift  beschäftigt  sich 
mit  dem  Beweise,  dass  das  Gebiet  der  gewöhnlichen  Rechenoperationen 
mit  zwei  Dimensionen  einen  Abschluss  findet.  Der  Verfasser  macht  für 
das  zu  betrachtende  Grössengebiet  die  Voraussetzungen :  1.  dass  sich  die 
Operationen  der  Addition  und  Subtraction  darin  unbeschränkt  ausführen 
lassen,  2.  dass  auch  die  Multiplication  und  Division  den  gewöhnlichen 
Regeln  folge  (S.  14)  und  das  Resultat  derselben  wiederum  als  Grösse  des 
Gebiets  darstellbar  sei,  3.  und  zwar  als  erste  Voraussetzung,  die  aber 
offenbar  auch  als  Theil  von  1.  betrachtet  werden  kann:  dass  jede  Grösse 
des  Gebiets  ein  numerisches  (reelles)  Vielfaches  einer  Einheit  des  Gebiets 
sein  müsse;  endlieh  giebt  er  die  Definition  für  die  Einheit,  die  man  so 
aussprechen    kann,    dass    das  Product   zweier  Grössen,    deren  absolut^ l^ 
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Werthe  =1  sind,  selbst  den  absoluten  Werth  1  haben  soll.  Ans  di'eser 
Annahme  allein  soll  folgen,  dass  das  betrachtete  Grössengebiet  nothwen- 
dig  das  der  gewöhnlichen  complexen  Zahlen  sei.  Der  Beweis  selbst  soll 
sich  von  dem  in  HankeTs  „Complexe  Zahlen ^^  enthaltenen  Beweise 
dadurch  unterscheiden,  dass  dieser  alle  örössen  des  Gebiets  aus  einer 
beschränkten  Zahl  von  Einheiten  zusammensetzt,  jener  aber  statt  dessen 
die  Voraussetzung  3.  macht. 

Es  erheben  sich  aber  sogleich  schwere  Bedenken.  Der  Verfasser 
lässt  die  Operationen  1.  zu,  so  dass  er  ebenfalls  auf  ganz  natnrgemSsse 
Weise  seine  complexen  Zahlen  aus  einer  Anzahl  Einheiten  linear  zusam- 
menstellen könnte.  Er  müsste  also  höchstens  den  Nachdruck  auf  die 
beschränkte  Zahl  der  Einheiten  bei  Hanke l  legen  wollen,  während 
er  in  seinem  Gebiete  zunächst  noch  unendlich  viele  Dimensionen  zuläast. 
Aber  dann  ist  nach  unseren  bisherigen  Begriffen  der  zu  beweisende  Satz 
gar  nicht  richtig!  Man  braucht  nur  das  Product  irgendwelcher  Einheiten 
des  Gebiets  als  immer  neue  und  neue  Einheiten  zu  definiren  und  hat  ein 
Gebiet,  in  welchem  auch  die  gewöhnlichen  Regeln  der  Multiplication  and 
Division  unbeschränkt  auszuführen  sind  (vergl.  Hankel,  §  31;  nach 
Grassmann).  Entweder  also  ist  diese  bisherige  Annahme  falsch,  oder 
der  Beweis  des  Herrn  Verfassers  hat  eine  Lücke.  Ich  denke  das  Letztere 
zeigen  zu  können. 

Der  Verfasser  schaltet  zwischen  1  und  einer  Grösse  X  des  Gebiets 
stetig  aufeinanderfolgende  Zwischengrössen  X^^  X^^  ...  Xf^  ein  und  be- 
trachtet, indem  er  n  gegen  oo  gehen  lässt,  das  unendliche  Product 

bei   dessen  Entwickelung  er  auch   auf  ein  unendliches  Product  der  Art 

(S.  27) 

lim  .TT  \l  +  dXr.f{Xr)\,       wo     Xn  —  X, 
r=ü 

kommt.  Da  dieses  Product  in  der  Grenze  /?  =  oo  immer  denselben  Werth 
erhalten  muss,  welche  Intervalle  öxr  man  auch  für  diese  einsetzt,  wenn 
nur  die  Summe  der  dxr  dieselbe  bleibt,   so  schliesst  der  Verfasser,  daaa 

nothwendig  alle  f{Xr)y  d.  h.  dort  die  Einheiten   -^  einander  gleich  sein 

müssen.     Aus  demselben  Grunde  könnte  man  aber  bei  jedem  Integral 


J' 


X 


■*'0 


schliessen,  dass  die  Function /'(x)  zwischen  x^nx^  und  x^x  sich  nicht 
ändert*  Der  Verfasser  lässt  hierbei  Grössen  zweiter  Ordnung  in  unend« 
lieber  Zahl  ohne  Begründung  weg.  ^yu.^u.yGoOQle 
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Hiernach  wird  bis  zq  etwaiger  UmformtiDg  des  Beweises  des  Herrn 
Verfassers  die  gewöhnliche  Voraussetznng  über  die  Einheiten  des  Gebiets 
ihre  Geltung  behalten.  Immerhin  ist  die  Schrift  als  anregende  zu  em- 
pfehlen. 

Erlangen.  M.  Nobthbr. 


Elementare  Theorie  der  analytiaohen  Functionen  einer  oomplexen  Ver- 
änderlichen. Von  J.  Thomae.  Halle,  Nebert.  1880.  4^.  VIII  n. 
132  8. 

Bekanntlich  lässt  sich  die  allgemeine  Theorie  der  Fnnctionen  einer 
complezen  Variabein  anf  zwei  Arten  behandeln.  Entweder  kann  man 
nämlich,  wie  es  Gauchy  nnd  Riemann  thaten,  von  einem  allgemeinen 
Fnnctionsbegriffe  ausgehen  und  diesen  durch  die  Forderung  beschränken, 
dass  der  Differentialquotient  nicht  von  der  Richtung  abhängig  sein  solle; 
oder  aber  man  kann  dem  Vorgange  von  Weierstrass  folgen,  der,  seit 
seinen  ersten  Arbeiten,  den  Gesichtspunkt  der  Entwickelbarkeit  einer 
Function  in  eine  Potenzreihe  in  den  Vordergrund  stellte.  Der  von 
Gauchy  und  Riemann  befolgte  Gang  legt  allgemeinere  Voraussetz- 
ungen zu  Grunde,  braucht  dafür  aber  auch  das  so  zu  sagen  transcen- 
dente  Hilfsmittel  des  Integrales  und  gelangt  durch  dessen  Hilfe  zu  dem 
Satze,  dass  die  betrachteten  Functionen  im  Allgemeinen  sich  durch 
Potenzreihen  darstellen  lassen.  Weierstrass  dagegen  beschäftigt  sich 
in  seiner  Functionentheorie  nur  mit  Functionen,  die  eine  Darstellung 
durch  Potenzreihen  zulassen ,  und  erkennt  dann  durch  elementare  Schlüsse 
und  mit  geringen  Hilfsmitteln  die  Eigenschaften  der  Functionen.  Während 
die  Gauchy -Riemann 'sehe  Theorie,  ausser  von  ihren  Begründern,  noch 
von  einer  Reihe  von  Autoren  behandelt  wurde,  hat  Weierstrass  von 
der  seinigen  nicht  viel  publicirt  und  eine  allgemein  zugängliche  Darstel- 
lung des  Ganzen  existirte  bis  jetzt  gar  nicht.  Man  muss  dem  Verfasser 
des  oben  angeführten  Werkes  daher  sehr  dankbar  sein ,  dass  er  es  unter- 
nommen hat,  von  dem  zuletzt  erwähnten  Gesichtspunkte  aus  eine  zusam- 
menhängende Darstellung  der  wichtigsten  Sätze  zu  geben,  die  in  der 
Theorie  der  Functionen  einer  Variabein  auftreten. 

Nach  einem  mehr  einleitenden  Capitel  über  die  Zahlen ,  in  dem  die 
negativen,  gebrochenen,  irrationalen  und  complexen  Zahlen  und  die  Ope- 
rationen mit  ihnen  nach  den  in  der  neuesten  Zeit  entwickelten  Ansichten 
besprochen  werden,  folgen  zunächst  Betrachtungen  über  die  Convergenz 
von  unendlichen  Reihen  und  unendlichen  Producten  mit  Angabe  der  ein- 
fachsten Convergenzregeln. 

Nach  Aufstellung  des  Begriffes  einer  Function  werden  dann  für 
Fnnctionen  von  einer  und  zwei  reellen  und,  darauf  gestützt,  für  die  einer 
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complexen  Variaheln  die  Stetigkeit  und  die  damit  zusammenhängenden 
Begriffe  erörtert.  Die  Untersuchung  der  ganzen  Potenz  und  der  ganzen 
Function  bereitet  auf  die  Betrachtung  der  Potenzreihen  vor,  bei  welchen 
das  Convergenzgebiet,  die  Stetigkeit  der  Summe,  die  Transformation  in 
eine  Keihe  um  einen  andern  Punkt  und  endlich  die  Fortsetzung  zur 
Sprache  kommen.  Die  erste  Anwendung  geschieht  auf  die  Exponential- 
function  und  die  trigonometrischen  Functionen,  deren  Eigenschaften 
sämmtlich  auf  rein  analytischem  Wege  entwickelt  werden.  Die  Umkeh- 
rung der  Exponentialfunction  bietet  Gelegenheit,  die  £iem an  nasche 
Fläche  zu  besprechen,  von  der  in  dem  folgenden  Abschnitte  über  die 
allgemeine  Potenz  und  die  Wurzel  ein  weiteres  Beispiel  auftritt.  Die 
Betrachtung  der  rationalen  Functionen  leitet  dann  zu  der  Partialbruch- 
zerlegnng  von  igz^  zur  Betrachtung  der  Facultät  und  der  Productent- 
Wickelung  von  sin  und  cos  über.  Hiermit  werden  die  einwerthigen 
Functionen  verlassen  und  wird  zur  Untersuchung  der  mehrwerthigen 
geschritten,  wie  sie  durch  die  algebraischen  und  die  cyklometrischen 
Functionen  geboten  werden.  Nachdem  dann  schärfere  Convergenzkrite- 
rien  entwickelt  sind,  werden  die  elliptischen  Thetafunctionen  eingeführt 
und  einige  der  wichtigsten  Eigenschaften  abgeleitet,  die  bei  der  nun  fol- 
genden Aufstellung  der  elliptischen  Functionen  Verwendung  finden.  Zum 
Schlüsse  wird  noch  der  Weierstrass'sche  Satz  bewiesen,  der  lehrt, 
wann  das  Gonvergenzgebiet  einer  Beihe  erweitert  werden  kann. 

Diese  kurze  Uebersicht  des  Inhalts  zeigt  schon,  wie  reichhaltig  das 
Werk  ist.  Dabei  ist  die  Darstellung  durchweg  klar  und  elementar,  so 
dass  das  Studium  des  Buches  auch  einem  Studirenden  in  den  ersten 
Semestern  keine  grossen  Schwierigkeiten  bieten  wird.  Hinsichtlich  der 
Auswahl  des  Stoffes  hätte  Referent  gewünscht,  dass  der  Herr  Verfasser 
auch  die  Potenzreihen  von  mehr  als  einer  Variabein  in  den  Kreis  seiner 
Darstellung  gezogen  und  die  wichtigen  Sätze  bewiesen  hätte,  die  Wei er- 
st rass  über  die  Auflösung  von  Gleichungssystemen  und  Integration  von 
Systemen  von  Differentialgleichungen  schon  vor  längeren  Jahren  gegeben 
hat.  Dafür  hätte  vielleicht  die  Betrachtung  der  Theta-  und  der  ellip- 
tischen Functionen  wegbleiben  dürfen,  die  ja  doch  bei  der  gebotenen 
Beschränkung  keine  gründliche  sein  kann. 

In  Bezug  auf  die  von  Thomae  sogenannten  Gradzahlen  mit  ihren 
unendlich  vielen  Einheiten  muss  Referent  bekennen,  dass  er  immer  noch 
nicht  überzeugt  ist,  dass  sie  eine  Mannichfaltigkeit  von  nur  einer  Dimen- 
sion bilden. 

Diese  Punkte  können  jedoch  den  günstigen  Eindruck  nicht  trüben, 
den  Referent  bei  der  Lecture  des  Buches  gewonnen  hat,  das  sicher  den 
guten  Erfolg  haben  wird,  den  wir  ihm  wünschen.  j  LUßoipu 
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Beiträge  znr  Theorie  der  Bieiiiann*8chen  Fl&ohe,  yod  J.  H.  Graf.    Bern 

1878.  46  8.  80. 
Der  Verfasser  führt  in  der  angezeigten  Abhandlnng  an  dem  Beispiel 
einer  sechsblfttterigen  Fläche  mit  20  Verzweignngspnnkten  diejenigen 
Operationen  dnreh,  welche  Clebscb  nnd  Gordan  in  ihren  „Abel- 
sehen Fnnctionen"  zur  Auffindung  der  Periodicitätsmoduln  der  zu  der 
Fläche  gehörigen  Integrale  angegeben  haben.  Er  zeigt  dann,  wie  man 
die  vom  Referenten  und  von  Clebsch  aufgefundenen  Methoden  zur 
Umordnung  der  Verzweigungspuokte,  resp.  der  zu  ihnen  führenden 
Schleifen  anzuwenden  hat,  um  eine  übersichtlich  angeordnete  Verzwei- 
gung herzustellen,  welche  sofort  erlaubt,  die  canonischen  Querschnitte  zu 
ziehen.  Endlich  wird  noch  die  sechsblätterige  Fläche  durch  stetige  Um- 
wandelung  in  die  Oberfläche  eines  Körpers  Übergeführt,  der  sechs  Löcher 
oder  Durchbohrungen  hat,  und  dadurch  ohne  Schwierigkeit  für  die  Ord- 
nung des  Zusammenhangs  die  Zahl  11  gefunden.  Wenngleich  der  Ver- 
fasser die  Untersuchung  nicht  bis  zur  Aufstellung  der  canonischen  Quer- 
schnitte bei  gegebener  Lage  der  Verzweigungspunkte  durchführt,  so  ist 
doch  das  S^riftchen  ganz  lesenswerth,  weil  es  das  zweite  grössere  Bei- 
spiel für  die  zur  Aufsuchung  der  Periodicitätsmoduln  nöthigen  Operatio- 
nen und  dazu  noch  in  zwei  verschiedenen  Behandlungsweisen  giebt. 

J.  LÜROTH. 


iKMments  de  oalonl  approximativ  par  Chablbs  RucHONNfiT  (de  Lausanne). 
3®  Edition  revue.  Paris,  Lausanne,  Zürich  1880.  64  S. 
Der  Titel  allein  genügt  nicht,  um  den  allgemeinen  Inhalt  der  werth- 
vollen  kleinen  Arbeit,  über  welche  wir  in  Kürze  berichten,  zu  erkennen. 
Anfangsgründe  annähernder  Rechnungsverfahren  können  doppelter  Art 
sein.  Es  kann  die  Absicht  darin  bestehen,  für  Praktiker,  sofern  diesel- 
ben sich  nicht  fertig  gestellter  Rechenknechte  oder  graphischer  und  mecha- 
nischer Methoden  bedienen  wollen ,  Rechnungskunstgriffe  zu  lehren ,  mit- 
tels deren  gewisse  Ergebnisse  zwar  nicht  vollständig  genau,  aber  um  so 
rascher  erhalten  werden.  Die  Absicht  kann  zweitens  dahin  gehen, 
Kunstgriffe,  wie  sie  freilich  der  Praktiker  ab  und  zu  gebrauchen  kann, 
dem  Theoretiker  dadurch  zum  würdigen  Gegenstande  seiner  Betrachtung 
zu  erheben,  dass  der  Grad  der  Genauigkeit  der  Ergebnisse  geprüft  wird. 
Nur  dieser  letzteren  Absicht  hat  der  Verfasser  sich  befleissigt,  und  dass 
er  damit  einen  glücklichen  Wurf  gethan,  zeigt  die  Thatsache,  dass  die 
Abhandlung  bereits  in  3.  Auflage  erscheint,  während  es  in  französischer 
Sprache  mehrere  Schriften  giebt,  welche  die  gleiche  Aufgabe  behandeln. 
In  deutscher  Sprache  fehlt  unseres  Wissens  eine  solche  Monographie  und 
nur  in  einzelnen  Capiteln  wissenschaftlich  gehaltener  Arithmetiken  ist 
-Aehnliches,    aber  naturgemäss   nicht   ebenso   erschöpfend   geboten.     Als 
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eine  der  Grundlagen,  auf  welche  die  ganze  Untersuchung  sich  stfltst, 
nennen  wir  die  Unterscheidung  absoluter  und  relativer  Fehler.  Ist  H  der 
wahre,  A  der  angenäherte  Werth  irgend  einer  Grösse,  so  heisst  +  (Ä— 4 

der  absolute,   +  — ^—  der  relative  Fehler,  und  insbesondere  die  Grösse 

des  letzteren  kommt  in  Betracht.  Der  Verfasser  hat  vorzugsweise  aof 
angenäherte  Addition,  Subtraction,  Multiplication,  Division,  Potenzirung 
und  Radicirung  sein  Augenmerk  gerichtet  und  in  letzterer  Beziehung  ins- 
besondere die  Aufgabe  gelöst:  Auf  wieviele  Ziffern  genau  muss  man  eine 
Zahl  kennen,  um  im  Stande  zu  sein,  deren  n^^  Wurzel  auf  m  Ziffern 
genau  zu  berechnen?  Cahtob 
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Jnstns  Bellayltis. 

Eine  Skizze  seines  Lebens  und  wissenschaftlichen  Wirkens 

von 

Dr.  Anton  Favaro, 

ProfMsor  %n  d«r  Univeraitttt  Pftda». 


Oraf  Justas  Bellavitis  ward  am  22.  November  1803  in  Bassano, 
einer  kleineD  venetianischen  Provinzialstadt,  geboren.  Seine  Familie, 
ehemals  wohlhabend,  wo  nicht  reich,  war  von  Generation  zn  Generation 
in  ihren  Vermögensverhältnissen  herabgekommen,  so  dass  der  Vater 
unseres  Jnstns,  Ernst,  nicht  mehr  im  Stande  war,  seinem  Sohne  eine 
vollständige  Erziehung  angedeihen  zn  lassen.  Um  für  sich  nnd  seine 
kleine  Familie,  die  ans  der  Gattin  Johanna  Navarini  nnd  dem  ein- 
sigen Sohne  Jnstns  bestand,  den  Lebensunterhalt  erschwingen  zn  kön- 
nen, sah  er  sieh  in  die  Noth wendigkeit  versetzt,  in  seiner  Heimath  das 
bescheidene  Amt  eines  städtischen  Rechners  anzunehmen.  Doch  hinter 
diesem  Rechner  steckte  immerhin  ein  Mathematiker,  dessen  Kenntnisse 
zwar  keinen  grossen  Umfang  hatten,  der  aber  doch  in  den  Elementen 
der  Algebra  nnd  Geometrie  Bescheid  wnsste;  dieselben  hatte  er  sich  aus 
eigener  Kraft,  lediglich  mit  Hilfe  eines  zufällig  aufgetriebeneu  alten 
Lehrbuches,  zu  eigen  gemacht.  Diese  Anfangsgründe  bildeten  aber  auch 
zugleich  die  Grundlage  für  den  einzigen  mathematischen  Unterricht,  wel* 
eben  Justus  Bellavitis,  eben  durch  seinen  Vater,  erhielt,  wie  der- 
selbe ausdrücklich  hervorhob,  als  er  dem  Gedächtniss  des  Vaters  seine 
im  Jahre  1862  veröffentlichten  „Elementi  dl  geometria"  widmete. 

Wir  finden  uns  hier  somit  dem  glänzenden  Muster  eines  Autodidakten 
gegenüber,  der  noch  dazu  die  ersten  Jahre  nicht  allein  auf  seine  eigene 
Bildung,  sondern  auch  auf  den  Unterricht  Anderer  verwendete.  In  der 
Thai  vergalt  er  die  Unterweisung,  welche  ihm  in  der  Schule  seitens  eines 
alten  Priesters  in  der  Grammatik  zu  Theil  wurde,  damit,  dass  er  seinen 
Mitschülern  arithmetische  Kenntnisse  beibrachte.  Ueber  die  ersten  Ele« 
mentarclassen  hinaus  gedieh  dieser  Unterricht  jedoch  nicht,  weil  es  der 
Familie  an  den  nöthigen  Mitteln  gebrach,  nnd  nun  begann  wirklich  jen< 

Htft-Ut.  Abtfalg.  d.  Ztitiohr.  f.  Mfttb.  n.  Phya.  XXVI,  6.  1 1 
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strenge  Selbst! em en ,  welches  Bellavitis  sich  auferlegte;  er  studirte  die 
alten  und  nenen  Sprachen  an  der  Hand  von  Grammatiken  nnd  Wörter- 
büchern ,  welche  er,  mittellos  wie  er  war,  sich  erst  znsammenleihen  mnaste. 
Gleicherweise  schrieb  er  sich  für  seine  Zwecke  Paoli*s  Algebra  nnd 
Enklid^s  Geometrie  ab,  die  ersten  mathematischen  Werke,  die  ihm  der 
Zufall  in  die  Hand  spielte  und  die  er  in  gewohnter  Weise  ohne  fremde 
Beihilfe  studirte.  Von  früher  Jagend  an  gewöhnte  er  sich  solchergestalt. 
Alles  niederzuschreiben,  und  zwar  fühlte  er  sich  hierzu  um  so  mehr 
genöthigt,  als  ihm  die  Natur  ein  gutes  Gedächtniss  versagt  hatte;  allein 
auch  später  begann  er,  wenn  er  sich  mit  irgend  einem  neuen  Gegen- 
stande gründlich  vertraut  machen  wollte,  stets  damit,  eine  ausffibrlicbe 
Abhandlung  darüber  abzufassen,  und  im  Verlaufe  dieser  Untersuchung 
sah  er  sich  dann  endlich  an  den  Punkt  geftihrt,  wo  er  mit  neuen  Ge- 
danken einsetzen  durfte:  so  konnte  man  ihn  häufig  sagen  huren,  daas, 
wenn  er  nach  irgend  einem  Buche  Verlangen  trug,  er  selbst  nicht  umbin 
konnte,  eines  zu  schreiben. 

Als  Bellavitis  heranwuchs,  dachte  er  nur  daran,  die  Nahrungs- 
sorgen seiner  Familie  erleichtern  zu  helfen,  nnd  trat  deshalb,  noch  aebr 
jung,  mit  karger  Besoldung  in  den  Dienst  des  nämlichen  städtiscben 
Gemeinwesens  von  Bassano ,  welchem  bereits  sein  Vater  diente.  In  dieser 
mehr  denn  bescheidenen  Stellung  verblieb  er  bis  zu  seinem  38.  Lebens- 
jahre. 

Gleichwohl  liess  er  nicht  ab  vom  Studium  der  Mathematik,  für  wel- 
ches er  eine  stets  lebhaftere  Neigung  fohlte,  und  jedes  beliebige  Bneb, 
welches  er  sich  verschaffen  konnte,  verhalf  ihm  zu  weiterer  Ausdehnung 
seines  Wissens.  Bei  einem  Freunde  fand  er  das  „Bulletin**  von  F^rns- 
sac  und  gelangte  bald  dahin,  in  dieser  damals  hochgeschätzten  Zeit- 
schrift die  Fragen  durchdringen  zu  können,  welche  die  Mathematiker 
jener  Zeit  beschäftigten.  Bald  darauf  begannen  ihm  auch  die  eigenen 
Ideen  zuzufliessen,  er  dachte  mehr  oder  minder  kühne  Neuerungen  «na 
und  ganz  ähnliche  Gedanken,  wie  er  ihnen  viele  Jahre  später  G^talt 
und  Oeffentlichkeit  verlieh,  finden  sich  in  ihren  Reimen  bereits  in  seinen 
ältesten  Manuscripten  vor,  die  er  mit  grösster  Sorgfalt  aufbewahrte.  Sie 
reichen  zurück  bis  zum  Jahre  1820,  wo  ihr  Verfasser  doch  erst  ein  Alter 
von  17  Jahren  erreicht  hatte. 

Justus  Bellavitis  war  ohfie  allen  Zweifel  der  geborene  Mathe* 
matiker.  Seine  ersten  wissenschaftlichen  Arbeiten  behandeln  bereits  in 
seinen  Grundzügen  den  neuen  Wissenszweig,  welchen  mit  so  durchschla- 
gendem Erfolge  zu  bearbeiten  er  sich  berufen  fühlte.  Er  erkannte  deut- 
lich die  im  Begriffe  des  Negativen  liegenden  Schwierigkeiten  und  suebte 
derselben  Herr  zu  werden;  weit  grössere  Hindernisse  bereiteten  ihm  die 
imaginären  Grössen  und  gegen  sie  kämpfte  er  schon  in  seinen  frühesten 
Publicationen  an ;  es  wollte  ihm  scheinen ,  als  vermöchten  dieselben  nicht 
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Gegenstand  der  Erforschang  für  eine  mit  dem  Charakter  vollster  Strenge 
ausgestattete  Wissenschaft  zu  sein,  und  so  beschloss  er,  jene  Gebilde 
▼oUständig  ans  der  Algebra  zn  verweisen.  Diese  letztere  betrachtete  er 
als  die  .Wissenschaft  des  Quantitativen  and  zeigte  so,  dass  ihr  ans  der 
Verbannung  jenes  Begriffes  kein  Nachtheil  erwüchse.  Damals  sah  er 
noch  nicht  voraus,  dass  die  Baumlehre  sich  der  den  angeblichen  imagi- 
nären Grössen  entsprechenden  geometrischen  Gebilde  bemächtigen  werde, 
aliein  auch  später  hielt  er  an  jenen  ältesten  Ansichten  fest  und  äusserte 
oftmals,  das  Imaginäre  Hesse  sich  ohne  Schaden,  vielmehr  mit  logischer 
Berechtigung,  völlig  aus  der  Algebra  entfernen  und  der  Geometrie,  wo- 
hin es  von  Natur  gehöre,  einverleiben. 

Dieser  Ideengang  war  es,  welcher  Bellavitis  unmerkbar  zu  seiner 
Methode  der  Aequi pollenzen  führte.  Er  erfand  dieselbe  im  Jahre  1832, 
im  Alter  von  noch  nicht  vollen  29  Jahren.  Gewiss  war  es  einerseits  die 
geometrische  Darstellung  der  imaginären  Grössen  von  Bu^e,  welche  in 
ihm  die  Idee  zu  seinem  Verfahren  reifen  liess,  während  er  auf  der 
andern  Seite  Bedenken  tragen  musste,  seine  Theorie  auf  die  nämlichen 
complezen  Zahlen  zu  stützen ,  welche  er  doch  für  unwürdig  erklärt  hatte, 
als  Basis  einer  exacten  Doctrin  zu  dienen.  Den  ersten  Weg  zu  der 
neuen  Methode. eröffnete  ihm  die  Ueberlegung ,  dass  vier  in  Einer  Ebene 
gelegene  Strecken  als  in  wirklicher  geometrischer  Proportion  stehend  auf- 
gefasst  werden  können,  wenn  die  erste  und  dritte  sowohl  der  Grösse, 
als  auch  der  Bichtung  nach  das  gleiche  Verhältniss  unter  sich  haben, 
'vie  die  zweite  und  vierte.  Diesem  nach  zwei  verschiedenen  Gesichts- 
punkten sich  gliedernden  Verhältnissbegriffe  verlieh  Bellavitis  später 
den  Namen  „geometrische  Grösse *^  Nunmehr  erkannte  er  auch,  wie 
flieh  der  Begriff  des  lifuUiplicirens  und  Dividirens  erweitem  müsse,  wenn 
man  nicht  allein  der  Grösse,  sondern  auch  der  Lage  Rechnung  trägt. 
Die  Definition  einer  geometrischen  Summe  war  damals  allerdings  bereits 
in  der  Wissenschaft  vorhanden,  allein  Bellavitis  wusste  Nichts  von 
den  Schriften,  in  welchen  dieselbe  sich  vorfand,  und  zudem  kannte 
Mob  ins  ebenso  wenig  die  verallgemeinerten  Begriffe  des  geometrischen 
Productes  und  Verhältnisses.  Indem  unser  Autor  die  werthvoUe  Er- 
rungenschaft der  geometrischen  Summe  und  des  geometrischen  Verhält- 
nisses festhielt,  bemerkte  er  unschwer,  dass  sämmtliche  Operationen, 
welche  sich  mittels  der  Auflösung  von  algebraischen  Gleichungen  bewerk- 
stelligen Hessen,  auch  auf  die  neuen  Relationen  ausgedehnt  werden 
könnten.  Diese  letzteren  bezeichnete  er  für's  Erste  als  „geometrische 
Gleichungen*',  während  er  ihnen  einige  Zeit  nachher  den  Namen  der 
„Aequipoilenzen**  gab. 

In  seiner  ersten  Schrift  über  diesen  Gegenstand  fasste  Bellavitis 
aein  Verfahren  als  ein  Mittel  auf,  die  Eigenschaften  von  Punkten  ein 
und  derselben  Ebene  aus  den  Eigenschaften  von  Punkten  ein  und  der-^iC 
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seihen  Geraden  abzuleiten;  er  zeigte,  dass  aus  seinem  allgemeinateDy 
diese  Ableitung  involvirenden  Lehrsatze  eine  Fülle  bekannter  Theoreme 
als  Corollarien  sich  ergab.  Es  war  darunter  der  PTtbagoräische  Satz 
vom  rechtwinkligen  Dreieck,  je  eine  bekannte  Eigenschaft  vom  Sehnen- 
viereck und  von  jenem  Viereck,  in  welchem  zwei  Gegenwinkel  einen 
Rechten  ausmachen,  femer  eine  Bestimmung  des  Punktes,  von  dem  ana 
gesehen  die  Seiten  eines  Dreiecks  unter  gegebenen  Winkeln  (>60^ 
erscheinen,  endlich  eine  Anzahl  von  Sätzen  über  harmonische  Vierecke 
und  speciell  über  das  harmonische  Centrum  eines  Punktsystems  mit  Be- 
zug auf  einen  festen  Punkt.  Der  Verfasser  gab  hier  an ,  wie  die  ffir  ein 
vollständiges  Viereck  stattfindende  positive  Involution  sich  auch  auf  ein 
bestimmtes  Sechseck  übertragen  lasse,  er  verallgemeinerte  die  Sätze  fiber 
die  Brennpunkte  und  die  conjugirten  Durchmesser  einer  Ellipse  nnd 
machte  auch  einige  Anwendungen  auf  räumliche  Geometrie.  Etwas  später 
folgten  weitere  Anwendungen  auf  den  Durchschnittspnnkt  der  drei  Höben 
im  Dreieck,  auf  höhere  Curven  und  dergleichen  mehr.  Es  hat  etwas 
Wunderbares,  dass  ihm  die  ganze  Tragweite  der  Aequipollenzenlebre 
von  Anfang  an  klar  vor  Augen  stand,  wie  insbesondere  seine  dritte  Arbeit 
aus  dem  Jahre  1835  für  die  ebene  Geometrie  beweist. 

Inzwischen  hatte  Bellavitis  das  Möbius*sche  Hauptwerk  (Der 
barycentrische  Calcul,  Leipzig  1827)  kennen  gelernt  und  die  Wahr- 
nehmung gemacht,  dass  die  beiderseitigen  Methoden  zwar  von  Grand- 
sätzen ausgingen,  welche  man  leicht  bis  zur  völligen  Uebereinstimmnng 
bringen  konnte,  doch  aber  sowohl  nach  Inhalt  und  Tendenz,  als  auch 
nach  der  äusseren  Form  sich  bald  völlige  von  einander  entfernten.  Er 
erblickte  in  Mob  ins*  Werk  eine  äusserst  bedeutende  Leistung  wegen 
der  Allgemeinheit,  in  welcher  die  Behandlung  gewisser  Aufgaben  mit  den 
fruchtbarsten  Projectionsmethoden  wetteifere,  besonders  hinsichtlich  der 
Transformation  der  Figuren,  allein  gleichzeitig  tiberzeugte  er  sich  auch, 
dass  der  Aequipollenzencalcul  den  barycentrischen  als  einen  Unterfall  in 
sich  begreife  und  eine  weit  grössere  Fruchtbarkeit  für  alle  analytisch- 
geometrischen Anwendungen  besitze:  ein  hervorragend  brauchbares,  mit 
dem  barycentrischen  Verfahren  aber  unvereinbares  Werkzeug,  gewinnt 
die  Methode  der  Aequipollenzen  zumal  an  dem  Producte  complanarer 
Strecken. 

Bellavitis  erinnerte  sich  auch,  dass  Carnot  in  seiner  „G^om^trie 
de  Position**  den  grossen  Vortheil  betont  hatte,  welcher  der  Geometrie 
aus  der  Einführung  eines  die  Grösse  und  Lage  gleichmässig  berücksich- 
tigenden Algorithmus  erwachsen  müsste,  bei  dessen  Anwendung  also  die 
Probleme,  ohne  Recurs  auf  specielle  geometrische  Betrachtungen,  ledig- 
lich durch  einen,  auf  eine  sehr  geringe  Anzahl  allgemeiner  Operations- 
gesetze sich  stützenden  Calcul  aufgelöst  werden  könnten.  Es  hielt 
dafür,    dass    die    Aequipollenzenrechnung    diesen    Anforderungen   \2ar- 
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not' 8   Genüge  leiste,    nnd   viele  hervorragende  Oeometer  stimmen  ihm 
hierin  hei. 

Gleichwohl  war  die  neue  Methode  weit  davon  entfernt,  eine  günstige 
Aufnahme  hei  den  Gelehrten  zu  finden;  Carl  Conti*,  der  später  Bella- 
vitis'  intimster  Freund  wurde,  erklärte  sich  zwar  für  dieselbe,  erfasst« 
jedoch  nicht  vollständig  ihre  Tragweite  und  Verwendbarkeit,  und  noch 
lange  Zeit  bekümmerte  sich  Niemand  um  die  Aequipollenzen  und  um 
ihren  Erfinder,  den  sonach  ein  gleiches  Loos  traf,  wie  Hermann  Grass« 
mann  und  dessen  ,, Ausdehnuugslehre*'. 

Der  Mathematik e.r  von  Bassano  Hess  darum  Übrigens  in  seiner  Thä- 
tigkeit  durchaus  nicht  nach;  unermüdlich  fuhr  er  fort  zu  arbeiten  und 
knüpfte  fortwährend  neue  Beziehungen  zu  den  Mathematikern  des  lom- 
bardisch-venetianischen  Königreichs  an,  bis  er  endlich  1840  zum  wirk- 
lichen Mitglied  und  zum  Pensionär  des  k.  k.  Venetianischen  Instituts 
ernannt  wurde«  Dies  war  der  Anfang  einer  glänzenden  Laufbahn,  welche 
sich  ihm  bald  nachher  eröffnete.  Anno  1841  wurde  er  Supplent  für  den 
Lehrstuhl  der  Mathematik  und  Elementarmechanik  am  Ljceum  zu  Vi- 
cenza,  kurz  darauf  wirklicher  Professor,  und  abermals  vier  Jahre  später 
erhielt  er  einen  Ruf  auf  die  verwaiste  Lehrkanzel  der  darstellenden  Geo- 
metrie zu  Padua  in  der  Eigenschaft  des  Ordinarius.  Im  gleichen  Jahre 
erwarb  er  sich  nach  zuvor  bestandener  Prüfung  den  philosophischen 
Lorbeer  und  endlich  1846  ward  ihm  unter  Entbindung  von  jedem  Examen 
der  Grad  eines  Doctors  der  Mathematik  ertheilt. 

Ueber  projectivische  Geometrie  hafte  Bellavitis,  noch  bevor  ihm  die 
Ehre  des  Rufes  an  die  Hochschule  widerfahren  war,  bereits  tiefe  Studien 
angestellt  und  hochwichtige  Abhandlungen  auszuarbeiten  begonnen.  Er 
schrieb  zuerst  einen  Essay  über  das  grossartige  Werk  Poncelet's,  be- 
schränkte sich  jedoch  nicht  etwa  darauf,  die  darin  enthaltenen  Grund- 
lebren zu  beleuchten,  sondern  gab  verschiedene  neue  Gesichtspunkte  an, 
unter  welchen  sich  diese  Theorien  betrachten  Hessen ;  auch  wies  er  mehr- 
fache Methoden  nach,  die  imaginären  Punkte  der  Curven  graphisch  dar- 
zustellen, und  setzte  die  Relation  seines  geometrischen  Verfahrens  zu 
den  analogen  Verfahrungsweisen  der  Algebra  ins  Licht.  In  seinem  ersten 
Aufsatze  vom  Jahre  1838  that  er  dar,  dass  er,  der  niemals  aus  seinem 
armseligen  Bassano  herausgekommen  war,  vollständig  nicht  nur  mit  den 
Schriften  Poncelet's,  sondern  auch  mit  jenen  eines  Möbius,  Plücker, 
Steiner,  Magnus,  soweit  sie  damals  bereits  in  die  Oeffentliohkeit  ge- 


*  Conti  (1802  — 1849)  war  Bellavitis*  CoUege  in  Padua,  wo  er  angewandte 
Mathematik  lehrte.  Mit  Bezug  auf  das  Obengesagte  vergleiche  man  sein  Memoire 
„Delle  projeuoni  e  delle  equipollenze^'  im  6.  Bande  (1886)  der  „Anuali  delBegno 
Lombarde -Veneto".  ^,^,  ,_^  ^^ glc 
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treten  waren,  sich  vertraut  gemacht  hatte.  Als  ihm  nnnmehr  die  Vor- 
lesung über  descriptive  Geometrie  übertragen  worden  war,  also  über  eine 
Disciplin,  deren  obligatorische  Einführung  in  die  höheren  Lehranstalten 
Italiens  er  bereits  früher  befürwortet  hatte,  da  übersah  er  sofort,  wie 
nützlich  es  für  diese  Wissenschaft  sein  müsse,  wenn  sie  mit  den  Theo- 
rien der  höheren  Geometrie  in  die  engste  Verbindung  gebracht  würde, 
und  dieser  Aufgabe  unterzog  er  sich  denn  auch  sowohl  in  seinen  Vor- 
trägen, als  auch  in  zahlreichen  nach  und  nach  über  diesen  Gegenstand 
abgefassten  Druckschriften.  Man  weiss,  dass  Monge,  der  Gründer  der 
darstellenden  Geometrie,  die  Nützlichkeit  einer  Verschmelzung  des  Unter- 
richts dieses  Wissenszweiges  mit  jenem  der  analytischen  Geometrie  ent- 
schieden betont  hat,  indem  z.  B.  hieraus  der  Lehre  von  den  partiellen 
Differentialgleichungen  bemerkenswerthe  Hilfsquellen  zugeflossen  waren«* 
Bellavitis  nun  that,  indem  er  seine  Behandlung  der  descriptiren  Qeo- 
metrie  an  verschiedene  Punkte  der  theoretischen  Geometrie  anknüpfte, 
einen  erheblichen  Schritt  zur  Einführung  der  feinsten  geometrischen  Be- 
trachtungsweisen in  die  Monge*sche  Geometrie.  Diese  Verbindung 
zweier  Wissenszweige  hat  dann  in  allerletzter  Zeit,  hauptsächlich  darch 
Fiedler*s  und  Schlesinger's  Verdienst,  eine  abgeschlossene  Form 
erhalten  ,•  indem  jeder  dieser  beiden  Gelehrten  ein  Compendium  der  dar- 
stellenden Geometrie  im  Sinne  der  neueren  Methoden  abgefasst  hat. 
Obwohl  Bellavitis  Grund  hatte,  verstimmt  zu  sein  Über  den  geringen 
Erfolg  seiner  Methode  der  Aequipollenzen  und  noch  mehr  über  den 
Umstand,  dass  einige  seiner  eigenen  Gedanken,  nachdem  sie  von  aus- 
wärtigen Gelehrten  in  Umlauf  ^etzt  waren,  im  Vaterlande  den  dem 
eigentlichen  Urheber  versagten  Anklang  fanden,  so  Hess  er  doch  weder 
in  seinen  Studien,  noch  auch  in  seinen  Veröffentlichungen  irgend  naelu 
Er  wies  darauf  hin,  dass  jene  Theoreme ,  aus  welchen  als  UnterfUlle  die 
Flächen-  und  Kubikinhalte  von  Polygonen  und  Polyedern  unter  gewissen 
Umständen  sich  ergeben  —  Theoreme,  die  acht  Jahre  später  durch 
V.  Staudt**  auf's  Neue  formulirt  und  .von  den  Fachmännern  auf  das 
Beifälligste  aufgenommen  wurden  — ,  bereits  1834  von  ihm  gefunden 
worden  seien.  Alsdann  aber  wendete  er  sich  seinen  wichtigen  For- 
schungen über  die  Gleichungen  zu  und  bereitete  zugleich  eine  neue  und 
vollständige  Darlegung  der  Aequipollenzenlehre  vor,  um  abermals  der- 
selben Eingang  in  Gelehrtenkreisen  zu  verschaffen.  Während  er  hiermit 
beschäftigt  war,  erschienen  W.  E.  Hamilton*s  Quatemionen,  durch 
welche  auch  die  Behandlung  dreidimensionaler  Gebilde  einem  bestimmten 
Algorithmus  unterworfen   erscheint;    mit  einer  solchen  Ausdehnung  auf 


*  VergL  z.  6.  ChasleB,  Geschichte  der  Geometrie,  8.  405—413  der  deutschen 
Ausgabe. 
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den  JEUnm  hatte  sich  ancli  Bellavitis  lange  und  fruchtlos  beschäftigt, 
00  dass  er  zuletzt  den  allerdings  unrichtigen  ächluss  zog,  seine  Methode 
der  Aequipollenzen  müsse  sich  ganz  ausschliesslich  auf  die  Ebene  be- 
Bchrltnken. 

Eine  streitbare  Natur,  hatte  Bellavitis  seine  polemische  Gewandt- 
heit bereits  in  seinen  ersten  Arbeiten  an  den  Tag  gelegt,  durch  welche 
er  den  Gebrauch  des  Imaginären  der  Algebra  zu  entreissen  gedachte. 
Schonung  kannte  er  nicht.  So  begann  er  literarische  Fehden  gegen 
Min  ich  und  Turazza,  die  beide  seine  Collegen  an  der  Universität  und 
durch  enge  Freundschaft  ihm  verbunden  waren,  so  schrieb  er  ilberaus 
scharfe  Artikel  gegen  Fusinieri^s  phantastische  „neue  Wissenschaft**, 
gegen  Bizio*s  Lehren  betreffs  einer  neuen  italienischen  physisch  -  che- 
mischen Theorie  und  gegen  die  übertrieben  gepriesenen  Entdeckungen 
von  Zantedeschi.  Geistreich,  wie  er  war,  liebte  er  es,  in  der  Pole- 
mik, wenn  die  streng  wissenschaftlichen  Gründe  erschöpft  waren,  die 
gefährliche  Waffe  des  Spottes  zu  ergreifen  und  so  seine  Gegner  zum 
äussersten  Zorne  zu  reizen.  Unter  den  glänzendsten  Gefechtsmomenten 
dieser  Art  ragt  wiederum  am  meisten  hervor  sein  Kampf  gegen  die  nicht- 
euklidische  Geometrie  und  gegen  die  n-fach  ausgedehnten  Mannichfaltig- 
keiten.  Er  vermochte  nicht  zu  verstehen,  wie,  wenn  die  Winkelsumme 
eines  aus  drei  geodätischen  Linien  der  Kugel  gebildeten  Dreiecks  >2R^ 
dagegen  diejenige  eines  ebensolchen  auf  der  pseudosphärischen  Fläche 
(von  eonstanter  negativer  Krümmung)  gebildeten  Dreiecks  <  2  ^  ist  und 
abnimmt,  je  grösser  das  Dreieck  wird,  nunmehr  die  Winkelsumme  des 
ebenen  Dreiecks  ebenfalls  kleiner  als  180^  von  irgend  Jemand  sollte 
angenommen  werden  können.  An  der  Richtigkeit  einer  Behauptung  sei 
trotz  eines  angeblichen  Beweises  zu  zweifeln  erlaubt,  da  sich  ja  immer 
ein  Fehler  eingeschlichen  haben  könnte;  als  eine  ganz  sichere  Bekräfti- 
gung müsse  man  aber  die  Harmonie  und  den  innem  Zusammenhang  der 
Wissenschaft  betrachten,  und  dieses  Kennzeichen  vermisse  man  wahrlich 
in  der  Geometrie  nicht:  man  dürfe  also,  schloss  Bellavitis,  wohl  an 
der  Richtigkeit  der  einen  oder  andern  Demonstration,  nicht  jedoch  an 
desjenigen  eines  Fundamentalsatzes  zweifeln.  Was  die  Räume  von  n 
Dimensionen  anbetrifft,  so  möge  es  gestattet  sein,  eine  Stelle  aus  einem 
seiner,  wegen  der  sarkastischen  Einkleidung  besonders  bemerkenswerthen 
Gespräche  wörtlich  anzuführen.  „Die  Mathematiker  der  Zukunft,*^  so 
äusserte  er  sich,  „werden  sich  nicht  mit  jener  Erweiterung  der  Geometrie 
der  Alten  begnügen,  sondern  durch  ein  kühnes  Analogiespiel  von  d^n 
Gebilden  zweier  und  dreier  Abmessungen  zur  Betrachtung  derjenigen  von 
vier,  fünf  u.  s.  w.  Dimensionen  fortschreiten.  Von  diesen  Gebilden  ist 
Niemand  im  Stande,  sich  die  geringste  Vorstellung  zu  machen;  doch  das 
verschlägt  Nichts  ...  Von  den  Sonderbarkeiten,  welche  dabei  herauskom- 
men, eine  Probe.     Wenn  ein  Insekt  Zeit  seines  Lebens  auf  einer^ebeneiL 
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Fläche  umherkriecht,  so  kann  es  sich  nicht  denken,  dass  ausserhalb 
dieser  Ebene  noch  Etwas  vorhanden  ist,  es  wird  somit  den  Raum  blos 
als  nach  zwei  Gmndrichtnngen  ausgedehnt  sich  vorstellen,  während  wir 
doch  seine  drei  Ausdehnungen  kennen.  Ganz  ebenso  kennen  vielleicht 
die  Engel  den  Baum  von  vier,  die  Erzengel  jenen  von  fünf  Dimen- 
sionen sammt  der  zugehörigen  Geometrie,  und  Gott  selbst  endlich  nmfasst 
mit  seinem  Geiste  den  Begriff  beliebig  vieler  Dimensionen.  Dieser  Arga- 
mentation lässt  sich  nicht  widersprechen.  Nur  möchte  ich  glauben,  dass 
fragliches  Insekt,  wenn  es  überhaupt  mit  einigem  Verstände  begabt  ist, 
auch  damit  zufrieden  sein  wird ,  die  zweidimensionale  Geometrie,  die  ein- 
zige seinem  Yorstellungsvermögen  zugängliche,  zu  ergründen.  Doch  laseen 
wir  diese  Pangeometrie ,  durch  die  uns  sonst  alle  logischen  Gedanken 
umnebelt  werden."  und  auf  diesem  Schlüsse  beharrend,  welcher  nan 
einmal  in  seinen  letzten  Lebensjahren  zu  Bellavitis*  Vorurtheilen 
gehörte,  wollte  es  ihm  nicht  einleuchten,  dass  bedeutende  Mathematiker, 
anstatt  sich  mit  den  bereits  vorliegenden  Fragen  zu  beschäftigen,  neue 
Probleme  zu  schaffen  vorzogen  und  sich  tiefer,  als  ihre  Geisteskraft  zu- 
Hess,  in  diese  versenkten,  wobei  sie  weder  der  Wissenschaft,  noch  aach 
nur  dem  Studium  neue  Gebiete  eröffneten,  freilich  aber  bei  ihren  Irr- 
gängen in  mehr  denn  dreifach  ausgedehnten  Räumen  nicht  Gefahr  liefen, 
durch  die  Thatsachen  rectificirt  zu  werden. 

Das  Wenige,  was  wir  in  der  Lage  waren,  anzuführen,  und  noch 
mehr  die  vollständige,  diesen  Aufsatz  beschliessende  Liste  von  Bella- 
vitis*  sämmtiichen  Veröffentlichungen  werden  einen  Begriff  von  der 
ausserordentlichen  wissenschaftlichen  Thätigkeit  geben  können,  welche 
dieser  hervorragende  Mann  entfaltete.  Beauftragt  mit  dem  Vortrag  über 
Physik  an  der  Hochschule,  welchen  er  auch  drei  Jahre  nacheinander 
hielt,  bildete  er  sich  zum  Experimentator  aus  und  hinterliess  auch  auf 
diesem  Felde  unzerstörbare  Spuren  seines  Wirkens.  Als  er  vom  Lehr- 
stuhl der  descriptiven  Geometrie  weg  auf  jenen  der  höheren  Algebra* 
und  der  analytischen  Geometrie  versetzt  worden  war,  publicirte  er  gar 
bald  die  aus  seinen  Vorlesungen  gezogenen  Lehrbücher,  die  zum  grossen 
Theil  originelle  Leistungen  sind  und  auch  dem  Bedürfnisse  des  Anfängers 
entgegenkommen.  Die  fast  unzählbaren  Arbeiten,  die  Bellavitis  ver- 
fasst  hat,  beziehen  sich  auf  die  nachstehend  genannten  Fächer:  Philo- 
sophie, Pädagogik,  Gesellschaftswissenschaft,  Arithmetik,  Algebra,  höhere 
Analysis,  Elementargeometrie,  darstellende  Geometrie,  ebene  Geometrie, 
Sphärik,  Stereometrie,  Wahrscheinlichkeitsrechnung,  Mechanik,  Hydrau- 
lik, Physik  im  Allgemeinen,  Wärmelehre,  Optik,  Elektricitätstheorie, 
Astronomie,  Chemie,  Mineralogie,  Pflanzenphysiologie,  Zoologie,  Mikro- 
biologie, Meteorologie,  praktische  Geometrie,  Theorie  der  Kunst,  Geo- 
graphie, Literaturgeschichte  und  Bibliographie! 

•  „ Algebra  complementare."  Digitized  by  GoOgle 


Jnstns  Bellavitis.  161 

Der  Mangel  einer  geordneten  and  nmfassenden  wissenschaftlichen 
Jngendbildang  hing  Bellavitis  durch  sein  ganzes  Leben  an  und  machte 
sich  öfters  in  nnerfrenlicher  Weise  geltend.  In  einigen  autobiographi- 
schen Notizen  seines  Nachlasses  kommt  er  mehrfach  auf  diese  fühlbare 
Lücke  seiner  Erziehung  zurück  und  bekennt,  dass  er  infolge  derselben 
immer  mit  grossen  Schwierigkeiten  im  Ausdruck  und  in  der  Darstellung 
BU  kftmpfen  gehabt  habe;  darin  ist  wohl  auch  der  Orund  für  eine  gewisse 
Dunkelheit  su  finden,  welche  sowohl  in  seinem  Lehrvortrag,  als  auch  in 
dem  grösseren  Theile  seiner  scientifischen  Schriften  unangenehm  sich 
bemerklich  machte. 

Jene  Seite  seiner  Thätigkeit  jedoch,  in  welcher  er  besondere  Befrie- 
digung fand  und  welcher  er  mit  dem  Vorrücken  der  Jahre  stets  erhöhte 
Aufmerksamkeit  zuwandte,  bildete  seine  „Rivista  dei  giornali*S  von  wel- 
cher es  schwer  hält,  sich  eine  vollständig  zutreffende  Vorstellung  zu  bilden. 

Noch  während  der  Zeit,  da  Bellavitis  als  subalterner  Communal- 
beamter  in  Bassano  lebte,  sparte  er  keine  Mühe,  mit  den  Fortschritten 
der  Mathematik  gleichen  Schritt  zu  halten,  und  wenn  er  für  den  Anfang 
diesem  Drange  kein  Genüge  zu  thun  vermochte,  so  trug  daran  allein  die 
Schuld  die  Dürftigkeit  seines  Geldbeutels  der  Anschaffung  von  Büchern 
und  Zeitschriften  gegenüber,  sowie  auch  die  Ungunst  der  Verhältnisse  in 
einer  so  kleinen  Stadt,  wie  Bassano,  in  welcher  er  der  einzige  Mathe- 
matikbeflissene war.  Seine  Ernennung  zum  Mitgliede  des  venetianischen 
Instituts  eröffnete  ihm  die  reichhaltigen  Hilfsmittel  dieser  gelehrten  Kör- 
perschaft, die  mit  allen  bedeutenden  Akademien  der  Erde  im  Schriften- 
tausche steht.  Bellavitis  verstand  neben  Latein  und  Sanskrit  auPs  Beste 
die  französische,  deutsche  und  englische  Sprache,  leidlich  Russisch  und 
Portugiesisch,  und  nachdem  ihm  so  die  bibliographischen  Sammlungen  des 
Instituts  zu  Gebote  standen,  begann  er,  seinen  Fachgenossen  und  dem 
Publicum  von  den  bedeutenderen  Arbeiten  Bericht  zu  erstatten,  die  auf 
dem  Gebiete  der  Physik  und  Mathematik  ans  Licht  getreten  waren. 
Diesen  seinen  Referaten  war  er  schon  frühzeitig  bedacht,  eine  systema- 
tische Form  zu  ertheilen;  zu  Anfang  beschränkte  er  sich  auf  die  wich- 
tigen Artikel  in  den  „Comptes  rendus*^  der  Pariser  Akademie  und  in 
den  „Nouvelles  Annales  de  Math^matiques'*,  allein  diese  engen  Grenzen 
genügten  ihm  bald  nicht  mehr  und  so  rückte  er  sie  denn  weiter  hinaus, 
alle  Bücher  und  periodischen  Schriften  ins  Bereich  seiner  Rapporte 
ziehend,  deren  er  habhaft  werden  konnte.  Allein  auch  damit  war  sein 
fieberhafter  Thätigkeitstrieb  noch  nicht  befriedigt;  vielmehr  verzichtete  er 
jetzt  darauf,  die  Arbeiten  Anderer  zu  schildern,  entnahm  ihnen  lediglich 
den  Gegenstand  und  behandelte  diesen  selbst  nach  immer  variirenden 
Methoden,  am  liebsten  freilich  mittels  seiner  AequipoUenzen.  Allerdings 
erschwert  seine  abgekfirzte  Betrachtungsweise,  die  Einführung  neuer 
Kunstausdrttcke,    die  Wahl  neuer  Bezeichnungen  und^,p(^j^r^ 
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sowie  der  Mangel  jedweder  Figar  gar  sehr  die  Lectnre' dieser  Literatur- 
berichte, zumal  der  zuletzt  erschien en en ,  allein  wer  die'nöthige  Gedald 
hat,  stösst  darin  auf  sehr  viele  neue  und  bemerkenswertbe  Materialien. 
An  diesen  Berichten  arbeitete  Bellavitis  noch  während  der  letsten 
Tage  seines  Daseins. 

Seit  1866  Senator  des  Königreichs  Italien,  mit  mehrfachen  Orden 
geschmückt,  Mitglied  der  ansehnlicheren  italienischen  und  einiger  auswür- 
tigen  Akademien,  geliebt  von  Jedermann,  angebetet  von  seiner  Gattin 
und  seinem  einzigen  Sohne,  geachtet  auch  von  seinen  Gegnern,  ftlhrte 
Bellavitis  ein  glückliches  Dasein,  wie  er  dies  auch  auf  seinem  Grab- 
mal bezeugt  wissen  wollte.  Am  6.  November  1880  stand  er  Vormittags 
noch  auf  seinem  Katheder  in  Ausführung  seiner  edlen  Berufspflicht  des 
Lehrens,  am  selben  Tage  um  9  ühr  des  Abends  war  er  bereits  verschie- 
den. Gewiss  hätte  sein  Tod  ein  schmerzlicherer  sein  können;  nahm  er 
ihn  wenige  Stunden  früher  fort ,  so  war  seine  Todesstunde  eine  von  denen, 
welche  zu  den  schönsten  seines  Lebens  zählten,  auf  dem  Lehrstuhl,  die 
Hand  an  der  Schultafel,  wie  einen  braven  Soldaten,  der,  die  Kugel  in 
der  Brust,  im  Angesichte  des  Feindes  niederstttrat! 


Verzeichniss 

der 

im  Druck  erschienenen  Schriften  Justus  Bellavitis'. 

I.   Selbstst&ndige  Teröffentlichungen. 

Bisposta  alla  difesa  dal  Dott.  Fasinieri  dei  suoi  prindpli  di  meccanica  molecolare 

tratti  dair  esperienza.    Baesano,  tip.  Baseggio,  1842. 
Obbiezioni  ai  prindpli  della  Meccanica  molecolare,  oasia  della  nuova  sdensa  creata 

dal  Dott.  Fasinieri.    Baasano,  tip.  Baseggio,  1842. 
Lezioni  di  Geometria  Descrittiva  con  note  contenenti  i  prindpii  della  Geometria 

superiore,  OBsia  di  Derivazione,  e  parecchie  regoie  per  la  misara  deUe  aree 

e  dei  volami.    Padova,  tip.  del  Seminario,  1851.  —  2.  Auflage.    Padova,*  tip. 

del  Seminario,  1868. 
Traduzione  della  teoria  elementare  delle  macchine  del  Prof.  Borg.    Vienna,  1869. 
Elementi  di  Geometria,  Trigonometria  e  Geometria  analitica  esposti  in  via  facile 

e  spedita  per  servire  di  introduzione  alla  Geometria  descrittiva,  vi  h  aggiunta 

respcaizione  del  Calcolo  deUe  EquipoUenze.  Padova,  tip.  del  Seminario,  1862. 
Biaaaonto  di  an  corao  aemeatrale  di  Fiaica  pei  farmaciati  negli  auni  1864,  1866,  1866. 

Padova.    (Lithograph.) 
Biaaaanto  delle  Lezioni  d' Algebra  date  nell*  Univeraitä  di  Padova  nel  1867.  Padova. 

(Lithograph.) 
Biasaunto  d*Aritmetica  e  di  Algebra.    Padova,  1868.    (Lithograph.) 
Lezioni  di  Gnomonica.    Padova,  tip.  del  Seminario,  1869. 
Biasaunto  delle  Lezioni  di  Geometria  analitica  date  neirUniverdtä  di  Padova- 

Padova.    (1870.)    (Lithograph.) 
Biaaaanto  delle  Lezioni  di  Algebra.    Padova,  tip.  del  Seminmrio,  1875.^^.^1^ 
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II«    Giornale  snlle  solenze  e  lettere  delle  ProTincie  Yenete.    TreTiso. 
Cenni  Bopra  alcani  caDgiamenti  che  potrebbero  esser  fatti  nelle  Macchine  a  vapore. 

Vn.ßd.  S.149  (1824). 
8opra  dne  nuovi  oligocronometri.    X.  Bd.  S.  80  (1827). 

III.    Giomale  delP  italiana  letteratnra.    Padoya* 

Annotazioni  agli  ElemeDÜ  di  meccanica  del  Prof.  Venturoli.    LXIV.  Bd.  S.  286 

(1826). 
Nota  solle  eqüazioni  che  ammettono  nna  soluzioiie  della  forma  cardanica.   LXY.  Bd. 

8.  138  (1828). 
Sul  calcolo  sablime  e  sulle  sue  applicazioni.    a)  Solle  dimostrazioni  dei  teoremi 

fondamentali  del  calcolo  sublime;  h)  Sulla  rettificazione  delle  carve,  qna- 

dratura  delle  superficie  u.  s.  w.    LXY.  Bd.  S.  238  (1828). 
Snl  Trattato  di  Geometria  DescrittiTa  del  Prof.  Carlo  SerenL     LXYI.  Bd.  S.  8 

(1828). 
Nota  sopra  le  classi  delle  carve  considerate  dai  Sigg.  Gergonne  e  Bobillier. 

LXYL  Bd.  S.  72  (1828). 
Osseryazioni  sull'uso  delle  quantitä  immaginarie,  specialmente  neiralgebra  ele- 
mentare.   LXYI.  Bd.  S.  249  (1828). 

lY«    Poligrafo.    Giomale  di  scienze,  lettere  ed  arti.    Yerona. 

Dell*  OSO  della  qnantitä  immaginarie:  osservazioni  in  risposta  alla  memoria  del 

Prof.  Toblini  stdle  qaantitä  esponenxiali  e  logaritmiche.    Y.  Bd.  S.  16  (1831). 
Sopra  ona  memoria  del  Melandri  snlla  teoria  dei  Sali.    IX.  Bd.  S.  19  (1832). 
Snlla  natura  delle  forze  resistenti  dei  corpi  e  qoindi  spiegazione  della  singolare 

rottora  dei  fili  osservata  dal  Prof.  Elice  e  di  altri  fenomeni  analoghi.  XII.  Bd. 

S.  31  (1882). 
Sülle   qnantitii  immaginarie.     Bisposta   alle   osseryazioni  pubblicate   dal  Prof. 

G.  Grones  in  nna  lettera  indiritta  al  Sig.  F.  Amalteo.    XIL  Bd.  S.  211  (1832). 
Sopra  alcnne  applicazioni  di  nn  nuoyo  metodo  di  Geometria  Analitica.    XIII.  Bd. 

8.  68  (1833). 
Sn  alcnni  principii  fondamentali  della  teoria  delle  probabilitdi.    Nene  Serie  lY.  Bd. 

8. 1  (1836). 
Snlla  teoria  dell'  elettro-magnetismo.    III.  Bd.  S.  222  (1840). 

Y.    Annali  delle  Scienze  del  Begno  Lombarde -Yeneto«    Padoya. 

Dimostrazione  sintetica  d'an  nnoyo  teorema  del  Desgranges,  di  cui  la  dimostra- 

zione  analitica  non  fa  inserita  nel  BolL  Math.  Fämssac,  Oct.  1829,  no-  90, 

perch^  troppo  longa.    I.  Bd.  S.  171  (1881). 
Solnzione  di  dne  dobbj  promossi  da  M.  A.  Coumot  nel  BnlL  Math.  F^rossac,  Fäyr. 

1829  no.  34.    I  Bd.  S.  171  (1831). 
Tentatiyi  sni  fondamenti  dell' Algebra,  in  seguito  alla  Memoria  del  Sig.  A.  L.  Gauchy 

sni  metodi  analitici  inserita  nel  Noyembre  1830  della  Biblioteca  Italiana. 

L  Bd.  S.  271  (1831). 
Sul  calcolo  sublime  e  sulle  sue  applicazioni.    c)  Süll'  oggetto  del  calcolo  sublime, 

ed  osseryazioni  relatiye  eJ  calcolo  inyerso  delle  di£Perenze  finite.    I.  Bd. 

8.  847  (1881). 
CiUndri  di  maasima  superficie  inscritti  in  una  sfera.    I.  Bd.  8.  406  (1881). 
Sulla  determinazione  deirequatore  del  sistema  solare.    U.  £id«,.Sel^7y(48Si)OQlC 
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Sopra  alcuni  teoremi  di  geometiia.    11.  B<L  8.  241  (1832). 

Sulla  Ueometria  derivata.    IL  Bd.  S.  250  (1882). 

Sopra  alcune  formule  e  serie  infinite  relatlYe  ai  fattoriali  ed  agli  integrali  eoleriaiiL 

IV.  Bd.  S.  10  (1834). 
Teoremi  generali  per  detenninare  le  aree  dei  poligoni  ed  i  yolomi  dei  poliedri 

col  mezzo  delle  distanse  dei  loro  verticL    lY.  Bd.  S.  256  (1884). 
Saggio  di  applicazioni  di  un  nuovo  metodo  di  Geometria  analitica  (Caloolo  detle 

equipollenze).    V.  Bd.  S.  244  (1835). 
Teoria  delle  figure  inverse  e  loro  ubo  nella  Geometria  elementare.    VI.  Bd.  S.  126 

(1836). 
Annotazioni  ad  ana  memoria  dei  Prof.  Gaspare  Mainardi  snllo  sTÜappo  imperfetio 

continuo  di  una  curva  piana,  estensione  di  an  teorema  memorabile  di  Gio- 
vanni Bemoulli.    VII.  Bd.  S.  86  (1837). 
Annotazione  alla  aoluzione  d*an  problema  di  Geometria  relative  al  metodo  inverso 

delle  tangenti  dei  Prof.  S.  B.  Minich.    VII.  Bd.  S.  165  (1837). 
Metodo  delle  equipollenze.    VII.  Bd.  S.  243;  VIII.  Bd.  S.  17,  85  (1837—1838). 
Considerazioni  solle  formale  per  Peqoilibrio  di  una  verga  elastica  che  si  leggono 

nella  seconda  edizione  (1883)  della  Meccanica  dei  PoiBson.    IX.  Bd.  S.  208 

(1839). 

VI.  NnoTi  Saggi  della  I.  B.  Aocoademla  dl  Seienze,  Lettere  ed  Arti  in  PadoTa. 

Saggio  di  Geometria  deriyata.    IV.  Bd.  S.  248  (1838). 

VU.    Annali  di  Seienxe  Mateniatiehe  e  Fisiohe  eompilati  da  Barnaba 

Tortolini.    Borna. 

Dificoreo  salla  dottrina  dei  calorico  raggiante.    I.  Bd.  (1850). 

Discorsa  sulle  proprietä  generah  dei  corpi.    I.  Bd.  S.  451  (1850). 

Nota  BuUa  specie  della  conica  che  passa  per  dnqne  punti  datL    I.  Bd.  S.  249  (1850). 

Nota  Bulla  risoluzione  numerica  della  a;'+y'  =  c.    I.  Bd.  S.  422  (1800). 

Sulla  risultante  centrale  di  quanteaivogliano  forze  dato  comunque  nello  spazio. 

m.  Bd.  S.  290  (1852). 
Su  alcune  memorie  di  Geometria  contenute  nel  yoL  XXIV,  1850  delle  Memorie 

della  Societä  Italiana  delle  Scieoze.    HI.  Bd.  S.  193  (1852). 
Sulla  descrizione  organica  delle  curve  dei  secondo  ordine.    III.  Bd.  S.  388  (1852). 
Sulla  deriyazione  delle  curve.    III.  Bd.  S.  508  (1852). 

Sulle  serie  di  numeri  che  comprendono  i  bernoullianL    IV.  Bd.  S.  108  (1853). 
Teoria  delle  LentL    IV.  Bd.  S.  260  (1853). 

Sopra  alcune  formule  derivate  col  -mezzo  deU'  inveraione.    IV.  Bd.  S.  198  (1853). 
Soluzioni  mediante  la  derivaziene  di  alcune  queetioni  geometriche.    V.  Bd.  S.  31 

(1854). 
Principii  della  Geometria  di  derivaziene.    V.  Bd.  S.  241,  428,  473  (1854). 
SuUa  partizione  dei  numeri  e  sul  numero  degli  invarianti.     Neue  Serie  n.  Bd. 

S.  237  (1859). 
Sulla  inveraione,  e  sui  ooeffidenti  dei  fattoriali,  sui  numeri  bemoulliani  u.  s.  w. 

III.  Bd.  S.  60  (1860). 

Vin.    Atti  delPL  B.  Istitiito  Veneto  di  Scienae,  Lettere  ed  ArtL   Veneiia. 
Considerazioni  sulla  dottrina  dei  calorico  raggiante.    I.  Bd.  S.  74  (1840). 
Nota  intomo  alla  memoria  dei  Prof.  Zantedeschi  sui  nodi  termo-elettzioi  dell^appa- 
rato  Voltiano.    I.  Bd.  S.  48  (1842).  ^^^^^^^  byGoOglc 
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Osservasioni  alla  rispoBta  del  Prof.  Zantedeschi.    IL  Bd.  S.  70  (1842). 
Consideraziom  sulla  Memoria  del  Dott.  Bizio  intitolata:  Bioerche  intorao  alle  mole- 

cole  dei  corpi  ed  alle  loro  affinitä  dipendenti  dalla  forza  eapansiYa  alle 

medesime  inerente.    n.  Bd.  S.  112  (1842). 
Sui  yantaggi  e  sui  danni  che  le  ipotesi  e  le  teorie  posaono  recare  alle  Bcienze  fiaiche. 

U.  Bd.  S.  285,  808  (1848). 
Sopra  an  nnovo  barometro  ad  aria,  destinato  prmdpalmente  a  misurare  le  altozze 

delle  xnontagne.    II.  Bd.  8.  867  (1843). 
Bisposta  alle  Coneiderazioni  del  Prof.  Turazza  intomo  ad  alcnne  obbiezioni  mosse 

alle  solnzioni  di  alcnni  problemi  di  idraulica.    IV.  Bd.  S.  14  (1844). 
Conaiderazioni  aal  caao  irredacibile  e  aulla  riaolnzione  delle  equazioni  nnmeriche, 

IV.  Bd.  S.  151  (1846).  —  V.  Bd.  S.  269  (1846). 
Sopra  un  oligocronometro,  oaaia  atnunento  per  miaurare  il  tempo  con  molta  preä- 

aione.    V.  Bd.  8.  282  (1846). 
Poche  eaperienze  ed  alcune  conaiderazioDi  aulla  coeaione  dell*acqna.    VI.  Bd.  S.  86 

(1847). 
Alcune  ayyertenze  aopra  la  memoria:   Obaervationea  de  quiboadam  aolutionibaa 

analytida  problematum  ad  liquidoram  motum  pertinentium.    VI.  Bd.  8. 461 

(1847). 
Dimoatrazione  col  metodo  deUe  equipoUenze  di  alcuni  ieoremi  in  parte  conaiderati 

dai  8igg.  BeUati  e  Bidolfi.    VI.  Bd.  8.  68  (1847). 
Diacorao  aopra  alcnne  parii  della  fiaica.    VI.  Bd.  8.  820  (18^7). 
Sulla  legge  di  reciprocitä  fra  gli  inten  immaginarii,  relativamente  ai  reaidui  bi- 

quadratici.    VI.  Bd.  S.  9  (1847). 
Dimoatrazione  delle  formule  del  Gauaa  e  del  Turazza  per  Puao  dei  compartimenti 

desiguali  nella  ricerca  del  Talor  nnmerico  di  im  integrale  fra  dati  limiti. 

Neue  Serie  I.  Bd.  8.  9,  74  (1850). 
Oaaervazioni  intomo  ai  colori  accidentali.    I.  Bd.  8.  60,  162  (1860). 
Sui  modo  di  provare  direttamente  ii  moto  rotatorio  della  terra.    U.  Bd.  8. 123 

(1851). 
Alcune  notizie  ed  oeaeryazioni  che  fanno  aeguito  alla  nota  relativamente  ad  un 

modo  di  render  paleae  la  rotazione  della  terra,    n.  Bd.  8. 140  (1851). 
Sulla  unitll  delle  varie  quantitä  fiaiche  e  aulP  importanza  ed  uao  delle  teorie  per 

coordinare  e  raccogliere  i  fenomeni  fiaici.    II.  Bd.  8. 173  (1851).  —  III.  Serie 

1.  Bd.  8.  87  (1862).  —  IV.  Serie  I.  Bd.  8. 107,  221,  826  (1856). 
Nota  aul  pendolo  di  Foucault.    III.  Serie  I.  Bd.  8.  91  (1862.) 
Sui  metodi  di  Spitzer  e  di  Moth  per  la  riaolnzione  deUe  equazioni.    I.  Bd.  8. 121 

(1852). 
Soluzioni  di  alcune  queationi  propoate  nel  giomale  intitolato  NouYellea  Annalea 

de  Math^matiquea  par  Terquem  et  Gerono  e  non  ancora  riaolte.    IV.  Bd. 

8.  79  (1863). 
Penaieri  aull' iatruzione  pubblica.    IV.  Bd.  8.  119  (1863). 
Sulla  claaaificazione  delle  curre  della  terza  claaae.    IV.  Bd.  8.  234  (1863). 
Sopra  un  algoritmo  propoato  per  esprimere  gli  allineamenti  e  aulPordine  o  la 

claaae  del  luogo  geometrico  dei  punti  o  delle  rette  aoggetti  ad  una  legge 

di  allineamento.    VI.  Bd.  a  63  (1854). 
Sperienze  fatte  per  verificare  ae  yi  poaaono  eaaere  in  un  medeaimo  conduttore  cor- 

renti  elettriche  aimnltanee  ed  oppoate.    VI.  Bd.  8. 145,  176,  183  (1856). 
Alcune  opinioni  aull*  apparente  grandezza  degli  aatri.    VI.  Bd.  8. 105,  139  (1855). 
Intomo  ad  alcune   queationi  propoate  nel  giomale  Nouyellea  Annalea.    VI.  Bd. 

S  813(1856).  .„,_.y Google 
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Intomo  alle  conBegaenze  di  im  abbondante  prodotto  d'oro.    III.  Serie  I.  Bd.  S.  7dO 

(1866). 
Alcane  parole  solle  righe  logaritmiche  e  sulla  cosi  detta  rappresentazione  degli 

immagiDarii.    II.  Bd.  S.  144  (1857). 
OBservazioni  su  la  teoria  della  probabilitä.    II.  Bd.  S.  299  (1867). 
Del  calcolo  dei  qnaternioni  di  W.  R.  Hamilton  e  delle  sae  relarioni  col  metodo 

delle  equipollenze.    III.  Bd.  S  834  (1868). 
Nota  sulle  correnti  elettnche  eimnltanee  ed  opposte  lungo  nno  stesso  condattore; 

sopra  nna  nuova  maniera  per  trasmettere  contemporaneamente  due  dispaeci 

in  direzioni    opposte  mediante  an  solo  filo  telegrafico;   e  sopra  on  facile 

modo  di  applicare  rapparecchio  telegrafico  alla  notasione  delle  osservazioiii 

astronomiche.    III.  Bd.  S.  113  (1858). 
Studi  solle  memorie  pobblicate  del  Prof.  Mainardi  negli  Atti  dell*  I.  B.  Istitato 

Lombarde.    IV.  Bd.  S.  384  (1869). 
Un  problema  sol  giroscopio.    III.  Bd.  S.  739  (1868). 
Solla  risolozione  algebrica  delle  eqnazioni.    IV.  Bd.  S.  56  (1869). 
Genni  elementari  soi  discriminanti,  invarianti  e  covarianti.    IV.  Bd.  S.  65  (1869). 
Relazione  solle  tavole  d*integrali  definiti  compilate  da  D.  Bierens  de  Haan  e 

pobblicate  nel  T.  IV  (1858)  delle  Memorie  dell'Accademia  di  Amsterdam. 

IV.  Bd.  S.  413  (1859). 
Soi  vantaggi  di  ona  maniera  di  nomerazione  nelle  citt&.    IV.  Bd.  S.  420  (1869). 
Di  alcone  memorie  del  Liöoville  intomo  alle  fonzioni  nomeriche  e  del  Foinsot 

BoUa  percossa  massima.    IV.  Bd  S.  636  (1859). 
Applicarione  della  cinematica  alla  corvatora  di  totte  le  trajettorie  descritte  dai 

ponti  di  on  sistema  piano  invariabile.    IV.  Bd  S.  991  (1869). 
Relazione  sol  System  elliptischer  Bogen  berechnet  von  J.  6.  Schmidt.    Berlin  1842. 

IV.  Bd.  S.  1001  (1869). 
Intomo  ad  ona  scrittora  anonima  sopra  la  qoadratora  del  cerchio  e  proposta  di 

restitoire  le  scrittore  relative  alla  qoadratora  del  cerchio,  alla  triaerione 

geometrica  degli  angoli  e  al  meto  perpetoo.    V.  Bd.  S.  70  (1869). 
Esposizione  di  ona  fädle  costrozione  geometrica  della  solozione  del  problema  di 

determiuare  i  poli  dei  circoli  oacolatori  delle  corve  deecritte  dai  varii  ponti 

d^ona  sfera  che  si  moove  intomo  al  proprio  centro.    V.  Bd.  S.  196  (1869). 
Rivista  di  alconi  articoli  dei  Comptes  Rendos  deirAccademia  delle  Sdenze  di 

Francia.    IV.  Bd.  S.  1109  (1869). 
Sol  movimento  istantaneo  intomo  ad  on  ponto.    V.  Bd.  S.  519  (1860). 
Relazione  sopra  on*opera  modema  del  matematico  indiano  Ramchondra  soi  mas* 

sind  e  minimi.    V.  Bd.  S.  714  (1860). 
Seconda  Rivista  di  alconi  articoli  dei  Comptes  Rendos.    V.  Bd.  S.  821  (1860). 
Intomo  ad  alcone  qoestioni  di  matematica  pora  elementare,  parecchie  delle  qoali 

sono  proposte  e  uon  risolte  nei  noovi  annali  del  Terqoem.  V.  Bd.  S.  166  (1861). 
Terza  Rivista  di  alconi  articoli  dei  Comptes  Rendos  della  Accademia  delle  Sdense 

di  Francia  e  di  alconi  qoestioni  dei  Noovelles  Annales  de  Math^matiquee. 

VI.  Bd.  S.  376,  625  (1861). 
Qoarta  Riyista  di  giomali.    VH  Bd.  S.  5,  123  (1862). 
Qointa  Rivista  di  giomali.    VII.  Bd.  S.  244,  449,  619,  889  (1862). 
Sesta  Riviflta  di  giomali.     VIII.  Bd.  S.  171,  533,  921,  1266  (1863). 
Prospetto  dei   lavori  pobblicati  dall*  Istitoto  Veneto  fino  dalla  soa  fondazione. 

VJII.  Bd.  S.  1183;  IX.  Bd.  a  16  (1863). 
Settima  Rivista  di  giomali.    IX.  Bd.  S  304,  406  (1864).  —  X.  Bd.  S.  17,  124,  139, 

807,1019.1386(1869).  Digi.ized  byGoOglC 
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Soll  misura  delle  azioni  elettriche.    IX.  Bd.  8.  778,  807  (1864). 

Ottava  RiTista  di  giornali.    XI.  Bd.  S.  276,  880  (1866).  —  XIII.  Bd.  8.  63  (1867). 

Nona  BiTifita  di  gionuüL    XIII.  Bd.  S.  1461  (1868).  —  XIV.  Bd.  8.  466,  1249,  1993 

(1869). 
Dedma  Rivisia  di  giornali.    XV.  Bd.  8.  840,  1669  (1870).  —  XVI.  Bd.  8.  729,  1661 

(1871). 
Uudedma  Rivista  di  giornali.    XVI.  Bd.  S.  2297  (1871).  —  IV.  Serie  I.  Bd.  8.  393 

(1872).  —  II.  Bd.  8.  888  (1878). 
Dnodedma  Rivista  di  giornali.    II.  Bd.  8. 1197  (1873).  —  III.  Bd.  8.  203,  311,  1036, 

1179,  1223  (1874). 
Sülle  nuove  teorie  relative  ai  fenomeni  che  ei  riferivano  ai  fliüdi  imponderabili. 

V.  Serie  I.  Bd.  8.  496  (1876). 
Tredicesima  RiTista  di  gioniali.    U.  Bd.  8.  121,  168,  317  (1876).  —  III.  Bd.  8. 173 

(1877). 
Qnaitordicesima  Riyista  di  giornali.    III.  Bd.  8.  247,  367,  1069,  1099,  1147  (1877). 
Qmndicesima  Rivista  di  giornali.    V.  Bd.  8.  299  (1879\ 
Giaoco  americano,  che  consiste  nelV  ordinäre  i  primi  quindici  nameri  sopra  ano 

Bcacchiere  di  sedici  case,  e  ci6  muovendo  i  vart  numeri  o  dadi  di  iin  passo 

della  torre  degli  scacchi.    VI.  Bd.  8.  901  (1880). 

EX.  Memorie  dell'  L  R«  Istitato  Veneto  di  Science  ^  Lettere  ed  Art!.  Venezia* 

Solasioni  grafiche  di  alcnni  problemi  geometrid  del  primo  e  del  secondo  grado 

trovate  col  metodo  delle  equipollenze.    I.  Bd.  8.  226  (184.^). 
Snl  moyimento  di  nn  liquide  che  discende  in  modo  perfettamente  simmetrico  ris- 

petto  ad  un  aase  verticale.    11.  Bd.  8.  339  (1846). 
Snl  piö   facile  modo  di  trovare  le  radid  reali  delle  equazioni  algebriche  e  sopra 

nn  noovo  metodo  per  la  detenninazione  delle  radid  immaginarie.    III.  Bd. 

8.  109  (1846). 
Considerazioni  &ulle  nomendature  chimiche,  sngli  eqaivalenti  chimid  e  su  alcnne 

propriet^  che  con  queeti  si  coUegano.    III.  Bd.  S.  221  (1847). 
Alcone  condderazioni  sngli  effetti  deir  attrito  e  sul  modo  di  calcolarli.    IV.  Bd. 

8.  201  (1861). 
Saggio  Bull*  algebra  degli  immaginarii.    IV.  Bd.  8.  243  (1862). 
Sol  calcolo  approssimato  degli  integrali  d'ordine  Buperiore.    VI.  Bd.  8.  91  (1866). 
Sulla  risoluzione  nnmerica  delle  equazioni.    VI.  Bd.  8  867  (1867). 
Spodzione  elementare  della  teoria  dei  determinanti.    VII.  Bd.  8.  67  (1867). 
Della  materia  e  delle  forze.    VIII.  Bd.  8.  87  (1869). 

Spoaizione  dei  nnovi  metodi  di  Geometria  analitica.    VIII.  Bd.  8.  241  (1860). 
Relazioni  di  allineamento  nei  punti  delle  curve  algebriche.    VIII  Bd.  8. 161  (1860). 
Appendice  alle  memorie  sulla  risoludone  nnmerica  delle  eqaazioni,  inserite  nei 

volumi  precedenti  delle  Memorie  dell'  Istituto  stesso.    IX.  Bd.  8.  177  (1860). 
Snnto  dell'opera  del  Salmon  Lessons  introdnctoiy  to  the  modern  higher  Algebra 

(Dublin  1869)  ossia  della  teoria  delle  sostituzioni  lineari.  IX.  Bd.  8.237  (1861). 
Penderi  sopra  nna  lingua  universale  e  su  alcuni  argomenti  analoghi.   XI.  Bd.  8. 38 

(1863). 
Determinadone    nnmerica   delle  radid  immaginarie  delle  equazioni  algebriche. 

XI.  Bd.  8.  463  (1864). 
Conrideradoni  sulla  matematica  pura.    XIV.  Bd.  8.  1  (1867).  —  XV.  Bd.  8.  876 

(1870).  —  XVII.  Bd.  8.  189  (1872). 
Tavole  numeriche  del  Logaritmo -integrale  ossia  deir  esponendale  integrale  e  di 

altri  integraU  euleriani.    XVIU-Bd.  8. 126  (1874).  ^,y,,....y  ^OOqIc 
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Sulla  Logfica.    XVIII.  Bd.  S.  821  (1874). 

Sülle  origini  del  metodo  delle  equipoUenze.    XIX.  Bd.  S.  449  (1876). 
Dei  libri  di  ragione  a  scrittora  doppia  e  della  Logismografia.    XXI.  Bd.  IL  Th. 
S.  879  (1880). 

X.    Not!  Commentarii  Academiae  Sclentiaruiii  Institati  Bononiensis. 

Bononiae, 

Obseryationes  de  quibasdam  Bolationibns  analyticis  problematom  ad  liquidomm 
motnm  pertmentiiixii.    VIII.  Bd.  S.  445  (1846). 

XI.  Eneielopedla  Italiana  del  Taggo.    Yenesia. 
Die  Stimme:  Facce,  Falsa  porisione,  Fattori,  Figurati  (numeri),  Focbi,  Formale, 
Forza,  Frazioue,  Fonzione,  Geodesia,  Geometria,  Gnomouica,  Gravitä.  — 
(1837—1858.) 

XIL    Memorie  di  Matematlca  e  Fisiea  della  Soeietä  Italiana  delle 
Seienze.    Modena, 

Sulla  daasificazione  delle  curve  del  terzo  ordine.    XXY.  Bd.  II.  Th.  S.  1  (1851). 

Sposizione  del  metodo  delle  equipoUenze.  XXV.  Bd.  II.  Th.  S  225  (1854).  —  Fran- 
zÖBiBch  von  Laisant  unter  dem  Titel:  Exposition  de  la  Methode  des  dqni- 
pollences.  Paris,  Gauthier -Villars.  1874.  —  Böhmisch  von  Dr.  Zahradnik 
unter  dem  Titel:  Methoda  equipollenci  cili  rovnic  geometrickijch.  Praze. 
Tiskem  Dra  Ed.  Gregra-Nackladem  Jednoty  Ceskych  Matbematiki.  1874. 

Calcolo  dei  quatemioni  di  W.  R.  Hamilton  e  sua  relazione  col  metodo  delle  equi- 
poUenze.   II.  Serie  I.  Bd.  8. 126  (1862). 

Su  alcune  curve  di  fädle  costnizione.    III.  Bd.  Nr.  4  (1879). 

IXIII«    BiTista  periodiea  dei  larori  della  I.  B«  Aecademia  di  Seienie, 
Lettere  ed  Arti  in  PadoTa.    PadoTa, 

Calcolo  ed  esposizione  elementare  delle  due  prime  fnnzioni  ellittiche.    III.  u.  IV. 

Quartal  (1851-1852);  S.  149  (1852). 
Soluzione  di  alcuni  problemi  di  Geometria  descrittiva  proposti  nel  giomale  Non- 

Telles  Annales  de  Math^matiques  par  Terquem.   III.  u.  IV.  Quartal  (1852  bis 

1858);  S.  279  (1853). 
Considerazioni  ideologiche  sulla  matematica  pura.    III.  u.  IV.  Quartal  (1854 — 1855); 

S.  169  (1855). 
Sulla  dottrina  fisico  •  chimica  cosl  detta  italiana.    V.  Heft  S.  89  (1857). 
Della  visione  e  dello  stereoscopio.    VI.  Heft  S.  170  (1858). 
Alcime  parole  sulla  proprietä  letteraria.    VI.  Heft  S.  206  (1858). 
Risposta  all*  apologia  del  Professore  Bartolomeo  Bizio  sulla  dottrina  fisico-chimica 

italiana.    VII.  Heft  S.  76  (1859). 
Sopra  alcuni  studt  dei  Sigg.  Doma  e  Menabrea  intomo  alle  pressioni  sopra  piu 

di  tre  appoggi.    IX.  Heft  8.  33  (1861). 
Pensieri  sulla  istruzione  popolare.    XU.  Heft  S.  29  (1868). 
Della  istruzione  per  la  via  degli  occhi.    XIV.  Heft  S.  92  (1865). 
Utopie.    XVI.  Heft  S.  5  (1867). 

Memoria  sul  c&lcolo  delle  probabilitä.    XXI.  Heft  S.  37  (1872). 
Beminisceuze  della  mia  vita     XXVU.  Heft  S.  5  (1877). 

XIV.    Crelle^s  Journal.    Berlin. 

Nouyelle  r^gle  pour  reconnattre  en  plnsieurs  cas  Tabsence  de  racines  reelles  d*Qne 
^quation  alg^brique  dans  un  intervalle  donn^.    L.^4,  ,g.J^63j(J9®V  ^^ 
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XY*    II  Raccoglltore.    Pubbllcazlone  annnale  della  Soeietä 
d'Incoraggrlamento.    Padora. 

Discorso  I.    Misurazione  delle  aree.    IV.  Bd.  S.  8  (1855). 
„       IL    Misurazione  dei  voluiui.    Y.  Bd.  S.  3  (1856). 
„      III.    Del  peso  e  del  peso  spedfico.    YII.  Bd.  S.  47  (1858). 
„      lY.    Del  lavoro  meccanico.    YIII.  Bd.  S..75  (1869). 

XYI.    NonTeiles  Annales  de  Math^matiqaes«    Paris. 

Sar  Texistence  du  pseudo-centre  dans  tont  poly^dre.    XIII.  Bd.  S.  191  (1854). 
Sur  la  m^thode  des  ^quipoUences.    XIY.  Bd.  S.  60  (Ball,  de  Bibl.  u.  b.  w.)  (1855). 

XYII.    Memorie  della  Beale  Accademia  dei  Lineei.    Borna* 

Sulla  risoluzione  delle  congrueuze  numericbe  e  sltlle  tavole  cbe  danno  i  logaritmi 
(indici)  degli  interi  rispetto  ai  vari'  moduli.    III.  Serie  I.  Bd.  S.  778  (1877). 

Sulla  Statica.    IIL  Serie  Y.  Bd.  S.  29  (1880). 

Sviluppi  in  serie  delle  funzioni  implicite,  e  rami  infiniti  delle  curve  algebricbe. 
III.  Serie  Y.  Bd.  Nr.  4  (1880). 
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Die  Beobaohtnng  der  Sterne  lonit  und  jetit.  Von  J.  Normar  Locktbr^ 
übersetzt  von  P.  Siebbrt.  Mit  217  in  den  Text  eingedruckten 
Holzstichen.     Brannsohweig,  1880. 

Anleitung  znr  Dnrohmnitemng  dei  Himmels.  Astronomische  Objecte  fUr 
gewöhnliche  Teleskope  von  Dr.  Hermann  J.  Klein.  Mit  75  in 
den  Text  eingedruckten  Holzstichen,  5  Tafeln,  4  Sternkarten  und 
1  Titelbilde.     Braunschweig  1880. 

Zwei  populäre  astronomische  Werke,  welche  sich  ergänzen  und  im 
Allgemeinen  dem  Publicum  empfohlen  werden  können.  Beide  sind  ur- 
sprünglich in  englischer  Sprache  erschienen ,  das  erste  eine  getreue  lieber- 
Setzung,  das  zweite  eine  vollkommene,  mehr  für  das  deutsche  Volk 
berechnete  Umarbeitung  einer  kleineren  Schrift  von  Webb  (Celestial 
objects).  Bei  der  bekannten  Vorliebe  der  Engländer,  sich  um  die  Arbeiten 
der  Gelehrten  anderer  Länder,  namentlich  der  Deutschen ,  wenig  zu  küm- 
mern, hätte  auch  das  erste  Werk  eine  für  Deutschland  berechnete  Um- 
arbeitung erfahren  solleu.  Das  Capitel  über  die  Spectralanaljse ,  Photo- 
metrie, wird  diese  Forderung  genügend  belegen,  so  dass  es  nicht  nöthig 
ist,  auf  andere  Punkte  in  dieser  Beziehung  hinzuweisen. 

Das  Werk  von  Lockjer  ist  im  Wesentlichen  eine  astronomische 
Instrumentenkunde,  in  gemein  fasslicher  Weise  dargestellt  und  durch  den 
historischen  Entwickelungsgaug  dem  Leser  anziehend  gemacht.  Bisher 
fehlte  ein  derartiges  Werk  in  Deutschland  und  es  wird  zweifellos  von 
den  zahlreichen  Liebhabern  astronomischer  Forschung  trotz  seiner  an- 
gedeuteten Mängel  freundlich  begrüsst  werden. 

Das  Lockjer'sche  Buch  zerfällt  in  6  Theile  (33  Capitel).  Im  ersten 
Theile  wird  uns  Einiges  über  die  Beobachtung  in  der  Zeit  vor  Erfindung 
des  Fernrohrs  mitgetheilt,  wie  sich  aus  den  ersten  Aufzeichnungen  über 
stattgefundene  Sonnen-  und  Mondfinsternisse,  besondere  Planetenconstel- 
lationen  die  Beobachtungen  der  Sternhöhen  mit  einfachen  Apparaten, 
dann  die  Bestimmungen  des  Erdumfanges  durch  Eratosthenes,  Posi- 
d  0  n  i  u  8 ,  die  der  Sternörter  mit  verhältnissmässig  grosser  Genauigkeit  durch 
Tycho  de  Brahe  entwickelten.  Letztere  Beobachtungen  führten  zur  Ent- 
deckung der  Kepler*  sehen  und  des  Newton*  sehen  Gesetzes.  Bei  diesem 
grossen  Wendepunkte  beginnt  der  zweite  Theil,  in  welchem  nach  kurzen  Mit- 
theilungen aus  der  Lehre  der  Optik  die  Fernröhre,  sowohl  die  auf  Brech- 
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nng  als  auf  Beflexion  beruhenden,  ihre  Verfertignng,  ihre  Leistnngs- 
fUhigkeit  —  hier  ist  überall  der  Beflector  viel  ausführlicher,  als  der 
Refractor  behandelt  —  besprochen  werden.  Im  dritten ,  vierten  nnd  fünf- 
ten Theile  werden  die  Uhren ,  die  Instrumente  znr  Bestimmung  der  Zeit 
nnd  absoluten  Sternörter  (Meridianinstrnmente) ,  sowie  die  der  relativen 
Ortsbestimmungen  (Aequatoreale  und  Mikrometer)  nebst  den  Angaben 
zur  Aufstellung  der  Instrumente  und  Berichtigung  der  Fehler  besprochen, 
soweit  es  in  den  Bahmen  des  Buches  passt«  Die  Anordnung  der  ein- 
seinen Capitel  in  diesen  drei  Theilen  hätte  wohl  eine  andere  sein  können, 
indem  Alles,  was  sich  auf  Uhren  besog,  in  einen  Theil,  das  Meridian- 
instrument für  sich  und  die  Mikrometer  mit  dem  Aequatoreal  in  einen 
Theil  vereint  wären. 

Der  letzte  Theil  enthält  die  physische  Astronomie  —  die  Abschnitte, 
welche  in  Deutschland  unter  deifi  Namen  der  Astrophysik  znsammen- 
gefasst  werden  — ,  Spectralanal jse ,  Photographie,  Photometrie  etc.,  das 
Gebiet,  auf  welchem  der  Verfasser  seine  grosse  Berühmtheit  erlangt  hat 

Die  sehr  zahlreichen  Abbildungen  sind,  wie  immer  bei  derartigen 
Werken,  eine  angenehme  Zugabe,  erleichtern  Yerständniss  und  Anschau- 
lichkeit. Im  vorliegenden  Buche  steht  ihre  Ausführung,  sowie  übrigens 
die  gesammte  Ausstattung,  wesentlich  hinter  anderen,  im  gleichen  Ver- 
lage erschienenen  illnstrirten  Werken  zurück  und  ganz  speciell  gegen  die 
El  ei  nasche  Anleitung  zur  Durchmusterung. 

Datselbe  giebt  in  drei  Abschnitten  das  Instrument  —  Fernrohr, 
Aufstellung,  Beobachtungsweise  — ,  das  Sonnensystem,  den  Sternen- 
himmel. Es  ist  geschrieben  für  die  Besitzer  von  grösseren  und  kleineren 
Fernrohren  an  erster  Stelle  und  soll  denselben  diejenigen  Objecto  be- 
zeichnen, welche  sich  mit  den  betreffenden  Hilfsmitteln  beobachten  lassen; 
an  zweiter  Stelle  wendet  es  sich  überhaupt  an  die  Freunde  der  Astro- 
nomie ,  ohne  sich  auf  irgendwelche  theoretische  Auseinandersetzungen  ein- 
zulassen. Die  Mehrzahl  der  Objecto  hat  Klein  selbst  im  Laufe  der 
Jahre  beobachtet  und  vermag  daher  über  ihre  Sichtbarkeitsverhältnisse 
eigenes  Urtheil  abzugeben.  In  sehr  vielen  Fällen  führt  er  aber  an  erster 
Stelle  die  besten  Beobachtungen  anderer  Astronomen  citirend  an.  Befe- 
rent  hat  bereits  früher  seine  Ansicht  über  die  vermeintlichen  Mondver- 
änderungen auseinandergesetzt  und  will  heute  nicht  auf  dieselben  zurück- 
kommen. Ihm  würde  das  Werk  noch  beträchtlich  lieber  sein,  wenn  der 
Verfasser  die  Veränderungen  auf  der  Mondoberfläche,  sowie  auch  an  den 
Nebelformen  nicht  so  positiv  behauptete  —  um  so  mehr,  da  es  sehr 
gefährlich  ist,  dem  grossen  Publicum  in  dieser  Weise  Anleitung  zu  geben, 
Veränderungen  selbst  zu  beobachten,  wo  solche  sicherlich  in  den  aller- 
meisten Fällen  nur  Täuschungen  irgendwelcher  Art  sind. 

Valbr^iunbr.   , 
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Lehrbuch  der  analytischen  Geometrie.  I.  Theil.  A.  u.  d.  T.  Lehrbuch 
der  analytischen  Curventheorie,  nebst  zwei  vorausgehenden  Ab- 
schnitten, enthaltend  die  Theorie  der  linearen  Raumgebilde  und 
die  Kinematik.  Von  R.  Hoppe,  Professor  a.  d.  Universität  Berlin. 
Leipzig  1880.  XV  u.  89  S.  8^ 
Den  im  XXII.  Jahrgang  dieser  Zeitschrift  angezeigten  „Principien 
der  Flächentheorie ^'  hat  Herr  Hoppe  das  in  der  Ueberschrift  angeführto 
Werkchen  folgen  lassen,  und  zwar  als  Vervollständigung  eines  Leitfadens 
der  analytischen  Geometrie  des  Raumes.  Abgesehen  von  einer  einleiten- 
den Zugabe,  in  welcher  auf  acht  Seiten  die  Elemente  der  Determinan- 
tentheorie abgehandelt  sind,  zerfällt  die  Schrift  in  drei  Abschnitte.  Auf 
S.  1—27  enthält  der  erste  Abschnitt  die  Geometrie  der  geraden  Linie 
und  der  Ebene  für  orthogonale  Coordinaten.  Es  finden  sich  in  diesem 
Abschnitte  ziemlich  vollständig  und  übersichtlich  alle  wesentlichen  Pro- 
bleme erörtert,  zu  welchen  die  Combination  von  gerader  Linie  und  Ebene 
Veranlassung  giebt,  wie  Winkel,  welchen  zwei  Geraden  oder  Ebenen 
einschliessen ,  Distanz  eines  Punktes  von  einer  Geraden  oder  Ebene  u.  s.  w. 
Den  Beschluss  macht  die  Transformation  der  Coordinaten  nebst  einigen 
Bemerkungen  über  Polarcoordinaten.  Dieser  Abschnitt  kann  nur  den 
Zweck  haben,  eine  Verweisung  auf  andere  Schriften ,  betreffend  die  ersten 
Elemente  der  Raumgeometrie,  vermeiden  zu  wollen.  Mit  dem  zweiten 
Abschnitte ,  welcher  die  kinematische  Grundlage  der  Curven  -  und  Flächen- 
theorie begreift,  beginnen  die  eigentlichen  Betrachtungen,  welche  die 
Schrift  verfolgt,  nämlich:  Anwendung  der  Infinitesimalrechnung  auf  die 
Geometrie  des  Raumes.  Lässt  man  einige  mechanische  Betrachtungen  bei 
Seite,  so  handelt  der  zweite  Abschnitt  von  den  einhüllenden  Flächen 
mit  besonderer  Rücksicht  auf  die  Ebene  als  eingehüllte  Fläche  und  die 
Bewegung  einer  Geraden.  Ob  die  Einführung  mechanischer  Begriffe  von 
Vortheil  ist,  möge  dahingestellt  bleiben.  Monge,  der  Erfinder  der  Lehre 
von  den  eingehüllten  Flächen  und  der  Erzeugung  von  Flächen  durch 
Curven,  welche  sich  nach  gegebenen  Gesetzen  bewegen,  hat  weder  den 
Begriff  der  Zeit,  noch  der  Geschwindigkeit  nöthig  gehabt.  Es  möchte 
auch  gut  gewesen  sein,  die  Terminologie  des  Erfinders  beizubehalten  oder 
wenigstens  anzumerken,  um  so  mehr,  als  die  Bezeichnungen  von  Monge 
allgemeine  Verbreitung  gefunden  haben. 

Der  wesentlichste  und  grösste  Abschnitt  des  I.  Theils  der  analyti- 
schen Geometrie  umfasst  die  Theorie  der  Curven.  In  Beziehung  auf 
diesen  Abschnitt  enthält  die  Vorrede  Folgendes:  „Die  Flächentheorie, 
welche  nur  Bekanntes  verarbeitete,  ist  bereits  in  Zeitschriften  einer  Kritik 
gewürdigt  worden;  ich  spreche  bei  dieser  Gelegenheit  den  Verfassern 
derselben  meinen  Dank  aus.  Die  Curventheorie  hingegen,  welche  man 
nach  Monge^s  Bearbeitung  50  Jahre  lang. ohne  Fortbildung  gelassen 
hatte,  habe  ich  principiell  neu  gestaltet  und  durch  die  in  §  54  definirte 


Recensionen.  173 

Scheidung    der    zwei    beBtimmenden    Fanctionen    auf   einen   Standpunkt 
gebracht,  wo  sie  nahezn  ein  geschlossenes  Ganze  bildet/' 

Die  erste  Abhandhing  von  Monge  über  Cnrven  im  Ranme  ist^ 
Memoire  snr  les  ddvelopp^es,  les  rayons  de  conrbure  et  les  differens 
genres  d'inflexious  des  courbes  k  double  courbare.  (M^moires  de  Math^- 
matiques  et  de  Physiqnes.  Pr^sent^s  k  TAcad^mie  R.  des  Sciences  par 
divers  S^avans.  Tome  X  pag.  511—550.  Paris  MDCCLXXXV.)  Der 
wesentlichste  Inhalt  dieser  Abhandlung  ist  im  §  XXVII  der  „Application 
de  Tanalyse  k  la  g^om^trie**  reproducirt  und  dadurch  weiter  bekannt 
geworden.  Die  erste  Ausgabe  des  bemerkten  Werkes  unter  anderem 
l'itel  ist  von  1795,  unter  dem  Titel  „  Application'*  von  1801.  Eine  un- 
gemeine Bereicherung  erhielt  die  Theorie  der  Curven  noch  zu  Lebzeiten 
von  Monge  durch  zwei  Abhandlungen  von  Laueret  in  den  „M^moires 
pr^sent^s  k  Vlnstitut  des  sciences,  heiles  lettres  et  arts  par  divers  savans. 
Sciences  mathematiques  et  physiques*'.  Die  erste  dieser  Abhandlungen 
in  Tome  I  (pag.  416 — 454.  Paris  1805)  heisst:  „Memoire  snr  les  courbes 
k  double  courbure";  dieselbe  enthält  neben  manchen  neuen  Elementen 
u.  A.  die  rectificirende  Gerade,  Ebene  und  Fläche  (S.  420),  die  Filar- 
evolventen  (S.  435)  etc.  Ferner  enthält  Tome  II  (p.  1—79.  Paris  1811) 
der  bemerkten  Publication  Laueret:  ,,Sur  les  d^veloppoMes  des  courbes 
planes,  des  courbes  k  double  conrbure  et  des  surfaces  d^veloppables.** 
Uebrigens  finden  sich  die  Abhandlungen  von  Laueret  schon  im  Trait^  von 
Lacroix  vom  Jahre  1819  verarbeitet.  Die  Fortbildung  der  Arbeiten  von 
Monge  hat  nicht  so  trostlos  lange  gedauert,  wie  Herr  Hoppe  meint.  Es 
mögen  bei  dieser  Gelegenheit  noch  einige  Arbeiten  erwähnt  werden,  welche 
gegenwärtig  die  eigentliche  Basis  einer  analytischen  Theorie  der  Raum- 
curven  bilden.  In  jedem  Punkte  einer  Curve  doppelter  Krümmung  exi- 
stiren  im  Allgemeinen  drei  gegenseitig  zu  einander  orthogonale  Geraden, 
welche  für  die  Untersuchung  der  Curven  wesentlich  sind.  Die  eine 
dieser  Geraden ,  die  Tangente,  bot  sich  aus  der  Geometrie  der  planen 
Curven  von  selbst  dar.  Nicht  so  ist  es  der  Fall  mit  den  beiden  übrigen 
Geraden,  auf  welche  zuerst  Cauchy  hingewiesen  hat.  In  seinen  „Lebens 
Bur  les  applications  du  calcul  infinitesimal  k  la  g^om^trie**  (2  vol.  Paris 
1826  u.  1828)  hat  Cauchy  (Tome  I  p.  276  —  328)  die  Curventheorie 
analytisch  in  einer  Ausführlichkeit  behandelt,  welche  sehr  geeignet  war, 
späteren  Untersuchungen  den  Weg  zu  ebnen.  Die  Normale  einer  ebenen 
Curve  hat  auf  den  ersten  Anschein  im  Ranme  kein  Analogen.  Um  zu 
einer  bestimmten  Geraden  zu  gelangen,  stellt  Cauchy  (l.  c.  I  p.  285) 
folgende  einfache  Betrachtung  an.  Von  einem  bestimmten  Punkte  der 
Curve  aus  trage  man  dieselbe  Länge  auf  der  Curve  und  auf  ihrer  Tan- 
gente in  gleicher  Richtung  ab.  Die  Endpunkte  der  beiden  Segmente 
verbinde  man  durch  eine  Gerade.  Lässt  man  die  Segmente  unendlich 
abnehmen,   so   convergirt  die  Gerade  gegen  eine  Grenzlage,   in  welcher^ 
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sie  normal  auf  der  Tangente  steht  and  dann  die  Hanptnormale  der 
Canre  in  dem  bestimmten  Punkte  heisst.  Später  (S.  299)  ergiebt  sieb, 
dass  Hanptnormale  und  Badins  des  oscnlatorischen  Kreises  dieselbe  Rich- 
tung haben.  Neben  der  Tangente  und  der  Hauptnormale  weist  Cauchy 
(8.  292)  auf  eine  dritte  Gerade  hin ,  welche  auf  jeder  der  beiden  erst- 
genannten in  ihrem  gemeinschaftlichen  Schnittpunkte  senkrecht  steht. 
Die  dritte  Gerade  hat  Cauchy  mit  keinem  besondern  Namen  belegt. 
In  seinem  umfangreichen  „Memoire  sur  les  lignes  non  planes"  (Journal 
de  TEcole  B.  Polytechnique ,  Cahier  30,  Tome  XVIII  p.  1—76.  Parts 
1845)  nennt  Saint-Venant  die  Gerade,  welche  in  einem  Punkte  einer 
Raumcurve  auf  ihrer  oscnlatorischen  Ebene  senkrecht  steht ^  die  Binor- 
male Ser  Curye  in  dem  bemerkten  Punkte.  Die  Bezeichnung  wird  da- 
durch motiyirt  (1.  c.  S.  17),  dass  die  Binormale  zu  zwei  Bogenelementen 
gleichzeitig  normal  ist,  während  alle  anderen  Normalen  nur  zu  einem 
Bogenelement  normal  sind.  Während  sich  bei  Saint-Venant  alle  ana- 
lytisch wichtigen  Bestimmungsstttcke  einer  Curve  durch  die  Differential- 
quotienten der  Ooordinaten  ausgedrückt  finden,  hatte  Serret  die  glück- 
liche Idee,  die  Cosinus  der  Winkel,  welche  die  Sichtungen  der  Tangente, 
Hauptnormale  und  Binormale  bestimmen,  in  Beziehung  auf  einen  Para- 
meter zu  differentiiren.  Es  ergab  sich,  dass  die  Differentialquotienten 
sich  wieder  durch  die  bemerkten  Cosinus  ausdrücken  lassen,  in  Verbin- 
dung mit  Krümmungsradius,  Torsionsradius  und  dem  Differentialquotien- 
ten  des  Bogens.  Die  von  Serret  gefundenen,  ebenso  einfachen  wie 
nützlichen  Formeln  sind  enthalten  in  Serret:  „Sur  quelques  formules 
relatives  ä  la  th^orie  des  courbes  ä  double  courbure"  (Journal  de  Math<S- 
matiques,  T.  XVI  Ann^e  1851  p.  193  —  207).  Von  seinen  Formeln  hat 
Serret  eine  Reihe  bemerkenswerther  Anwendungen  gemacht,  sowohl  in 
der  bemerkten  Abhandlung  selbst,  wie  in  einigen  folgenden.  In  seiner 
oben  erwähnten  Abhandlung  (Note  auf  S.  48)  hatte  Sain  t-Ven an t  unter 
anderen  Fragen  folgende  aufgeworfen:  Welche  Curve  kann  mit  einer 
zweiten  Curve  dieselben  Hauptnormalen  haben?  Dieses  Problem  wurde 
zuerst  von  Bertrand  in  dem  „Memoire  sur  les  courbes  ä  double  cour- 
bure''  (J.  d.  M.  Ann^e  1850  p.  332  —  350)  gelöst  und  eine  äusserst  ein- 
fache Bedingung  aufgestellt  (1.  c.  S.  347).  Dieselbe  Bedingung  hat  Serret 
in:  „Sur  un  th^or&me  relatif  aux  courbes  ä  double  courbure*'  (J.  d.  M. 
Ann^e  1851  p.  499  —  500)  durch  sehr  einfache  und  elegante  Rechnungen 
gefunden.  Einige  weitere  sehr  schöne  Anwendungen  seiner  Formeln  hat 
Serret  in  der  folgenden  Abhandlung  gegeben:  „ Memoire  sur  une  dasse 
d^^quations  diff^rentielles  simultan^es  qui  se  rattachent  ä  la  th^orie  des 
courbes  d  double  courbure"  (J.  d,  M.  Tome  XVIII  Ann^e  1853  p.  1—40). 
Bin  Theil  dieser  Abhandlung  (p.  30 — 40)  ist  dadurch  merkwürdig,  dass 
eine  Inversion  der  Formeln  auftritt  bei  Behandlung  der  Probleme,  ans 
der  Curve,  welche  den  Ort  der  Mittelpunkte  der  Q^ik^ns^b^Q,  Kjigel- 
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flächen  oder  der  oscnlatorischen  Kreise  bildet,  die  primitive  Carye  zu 
finden.  Es  scheint,  dass  die  oben  erwähnten,  Yon  Serret  gefundenen 
Formeln  schon  früher  in  etwas  verschiedener  Form  aufgestellt  worden 
sind.  Die  kurze  Abhandlung  Freuet 's:  „Sur  les  courbes  i  double 
courbure"  (J.  d.  M.  Tome  XVII  Annde  1852  p.  437-447)  enthält  die 
Fundamentalgleichungen  von  Serret,  sie  bildet  den  Auszug  einer  1847 
in  .Toulouse  bei  der  dortigen  Facultät  eingereichten  Dissertation.  In  dem 
Vorhergehenden  sind  nur  die  Arbeiten  angemerkt,  welche  zur  analytischen 
Fundamentirung  der  Curven  doppelter  Krümmung  wesentlich  beigetragen 
haben.  In  geometrischer  Beziehung  ist,  sowohl  was  Zusammenstellung 
der  Besultate,  wie  Erweiterung  derselben  anlangt,  auf  die  vorzügliche 
Schrift  zu  verweisen:  Schell,  „Allgemeine  Theorie  der  Ourven  doppelter 
Krümmung.  In  rein  geometrischer  Darstellung"  (Leipzig  1859,  106  S. 
8^)«  Die  vorstehenden,  etwas  ausgedehnten  historisch -literarischen  Bemer- 
kungen mögen  ihre  Entschuldigung  finden  durch  die  Genauigkeit  der 
Angaben  und  Mittheilung  einiger,  vielleicht  nicht  allgemein  bekannter 
Daten. 

In  seiner  Schrift  hat  Herr  Hoppe  die  Formeln  von  Serret  und 
Freuet  zu  Orunde  gelegt,  dieselben  in  §  49  vollständig  entwickelt  und 
zum  weiteren  Qebrauch  zusammengestellt.  Es  folgen  dann  weitere  Be- 
trachtungen über  Torsion,  Krümmungskreis,  osculir^nde  Spirale  (Schmie- 
gungshelix  auf  S*  82  bei  Schell)  und  Berechnung  der  Bestimmungs- 
grossen  einer  Curve  aus  ihren  Ooordinaten.  Es  werden  darauf  die 
Ausdrücke,  welche  das  Bogenelement  nicht  enthalten,  von  denen  unter- 
schieden, die  vom  Bogenelement  abhängen.  Vielleicht  legt  der  Herr 
Verfasser  zuviel  Werth  auf  diese  Bemerkungen,  die  sich  wohl  von  selbst 
Jedem  aufdrängen,  welcher  sich  mit  analytischer  Geometrie  beschäftigt, 
unter  der  Bezeichnung  „Elementaraufgaben"  enthalten  die  §§  56  und  57 
eine  Reihe  nützlicher  Anwendungen  der  Formeln  von  Serret.  Weitere 
Anwendungen  dieser  Formeln  werden  auf  eine  Eintheilung  .der  Curven 
in  Beziehung  auf  die  Torsion  gemacht. 

Besondem  Fleiss  hat  der  Herr  Verfasser  auf  das  dritte  und  letzte 
Capitel  seiner  Curventheorie  verwandt.  In  jedem  Punkte  P  einer  Curve 
bilden  die  Tangente,  Hauptnormale  und  Binormale  ein  variabeles  Coordi- 
natensystem ,  welches  der  Herr  Verfasser  ein  begleitendes  System  nennt. 
Dem  Punkte  P  entspreche  in  Beziehung  auf  das  bemerkte  System  ein 
Punkt  /\,  dessen  Ort  eine  neue  Curve,  die  begleitende  Curve,  bildet. 
Sieht  man  eine  Curve  als  Wendecurve  der  Enveloppe  ihrer  Krümmungs- 
ebenen an  (man  vergl.  hierüber  Serret  auf  S.  559  flg.  der  1850  erschie- 
nenen* 5.  Ausgabe  der  „Application  etc."  von  Monge),  so  wird  dieses 
Verfahren  zur  Bestimmung  einer  Anzahl  von  Begleitenden  angewandt. 
So  z.  B.  wird  angenommen ,  dass  die  Tangenten  der  Begleitenden  suc- 
cessive  den  Tangenten,  Binormalen,  Hauptnormalen,  rectificirenden^^e-.^ 
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raden  etc.  der  gegebenen  Cnnre  parallel  sind.  Die  gefundenen  Resultate 
lassen  sich  umkehren ,  der  Ort  des  Punktes  /\  wird  als  gegeben  angesehen 
und  dann  die  primitive  Curve  bestimmt.  Mit  diesen  vielfach  eigenartigen 
Untersuchungen  schliesst  die  Theorie  der  Curven.  Da  eine  Verwerthung 
der  Formeln  von  Serret  in  einem  kurzen  Abriss  einer  analytischen 
Theorie  der  Curven  doppelter  Krümmung  bisher  noch  nicht  vorhanden 
war,  so  möchte  die  Schrift  des  Herrn  Hoppe  Manchem,  der  keine  Ge- 
legenheit hat,  die  Originalabhandluugen  zu  lesen,  zeitgemäss  kommen. 
Der  Referent  kann  auf  manche  schöne  und  interessante  Resultate  von 
Laueret,  Jacobi,  Möllns  u.  A.,  welche  Herr  Hoppe  als  ausserhalb 
des  Rahmens  seiner  Schrift  liegend  angesehen  hat,  nicht  näher  eingehen. 
Man  findet  den  grössten  Theil  derselben  in  der  schon  oben  gerühmten 
Schrift  von  SchelU 

Göttingen.  Enneper. 


Die  Fundamentaltheorien  der  neueren  Geometrie  und  Elemente  der  Theorie 
von  den  Kegelsohnitten,  von  H.  Sbboer.  Braunschweig,  Vieweg 
&  Sohn.     1880. 

Das  vortreff lichte  Buch,  welches  ich  den  Lesern  dieser  Zeitschrift 
hiermit  anzuzeigen  die  Ehre  habe,  unterscheidet  sich  von  anderen  zur 
Einführung  in  die  neuere  Geometrie  bestimmten  Schriften  weniger  dem 
Inhalte  nach,  als  in  Bezug  auf  die  Form.  Der  Verfasser  hat  sich  hier- 
über in  einem  sehr  lesenswerthen  Schulprogramm  (Güstrow  1879)  aus- 
führlicher ausgesprochen  und  ich  erlaube  mir,  einen  Hauptpassus  daraus 
an  dieser  Stelle  zu  reproduciren. 

„Ich  meine ,^'  heisst  es  dort,  „dass  jedes  in  Schulen  zu  gebrauchende 
Lehrbuch  der  neueren  Geometrie  die  allgemeinen  Theorien  und  ihre  An- 
Wendungen,  in  zwei  auch  ftusserlich  getrennten  Theilen  streng  auseinan- 
derzuhalten hat.  Der  erste  Theil  hat  in  knapper,  von  der  Form  des 
entwickelnden  Vortrags  sich  sorgfältig  fernhaltender  Darstellung  von  der 
Conformität,  sowie  von  den  allgemeinen  Beziehungen  collinearer  und 
reciproker  Systeme  zu  handeln,  von  den  Kegelschnitten  aber  nur  soviel 
zu  lehren,  als  erforderlich  ist,  um  jene  allgemeinen  Betrachtungen  zu 
einem  befriedigenden  Abschlüsse  zu  bringen  oder  die  Hauptangriffspunkte 
für  die  spätere  Herleitung  der  so  mannichfaltigen  einzelnen  Eigenschaften 
der  Kegelschnitte  zu  gewinnen.  Der  zweite  Theil  legt  dem  Schüler,  damit 
dieser  in  der  Anwendung  der  Fundamentaltheorien  und  Fundamentaltheo- 
reme sich  übe,  und  damit  durch  diese  Uebungen  zugleich  der  Schatz  seine« 
geometrischen  Wissens  einen  reichen  Zuwachs  erfahre,  eine  geordnete  Samm- 
lung von  Lehrsätzen  aus  der  Theorie  der  Kegelschnitte  vor,  wobei  er  sich 
.  der  vollständig  ausgeführten  Beweise  soviel  wie  möglich  zu  enthalten  haf 
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Nach  dem  hiermit  gezeichneten  Plane  ist  nun  das  vorliegende  Buch 
gearbeitet.  Der  erste  Theil  nmfasst  77,  der  zweite  102,  die  beigefügte 
Anfgabensammlung  29  Seiten ,  nnd  Referent  ist  der  festen  Ueberzeagong, 
dass  in  diesem  engen  Ranme  ein  Material  vorliegt,  dessen  Reichhaltig- 
keit wohl  kein  Schnlmann  vermehrt  wünschen  möchte.  Ein  abschliessen- 
des Urtheil  über  den  praktischen  Werth  der  befolgten  Methode  kann 
freilich  nur  die  Erfahrung  an  die  Hand  geben.  Es  ist  auch  nicht  die 
Absicht  des  Verfassers  gewesen,  jeden  Lehrer,  welcher  sein  Buch  dem 
Unterrichte  zu  Grunde  legt,  streng  an  die  Methode  binden  zu  wollen. 
Weiter  heisst  es  in  dem  erwähnten  Programm:  „Hat  der  Schüler  sich 
mit  den  allgemeinen  Theorien  gut  vertraut  gemacht  und  hat  er  sich  darin 
geübt,  einen  Kegelschnitt,  je  nach  Bedürfniss,  bald  als  die  collineare 
Umbildung  eines  Kreises  oder  auch  als  seine  eigene  collineare  Umbil- 
dung, bald  als  das  Erzeugniss  con former  Punktreihen  oder  Strahlen- 
büschel, bald  als  die  Directrix  eines  Polarsystems  anzusehen,  so  wird 
ihm ,  im  Ganzen  genommen ,  die  Herleitung  der  elementaren  Eigenschaften 
des  Kegelschnitts  als  ein  heiteres  Spiel  erscheinen,  und  sollte  ihm  das 
Studium  jener  allgemeinen  Theorien  ja  einige  Selbstüberwindung  gekostet 
haben,  so  wird  er  sich  durch  den  Genuss,  den  ihm  ein  solches  Spiel 
bereiten  muss,  überreichlich  belohnt  finden.'^  Nach  diesen  frischen,  herz- 
erquickenden Worten  fftUt  es  allerdings  schwer,  die  sonst  so  naheliegende 
Einwendung  von  der  vis  inertiae  des  Schulstaubes  zu  machen.  Und 
trotz  des  im  ersten  Theile  hervortretenden  Muthes,  Anfängern  abstracto 
Theorien  auseinanderzusetzen,  glaubt  ganz  gewiss  auch  der  Verfasser  nicht, 
dasB  der  geometrische  Unterriebt  sich  je  ohne  den  ernstlichsten  Schaden 
von  der  Anschauung  entfernen  dürfe.  Heisst  es  doch  in  seinem  Programm : 
„Bei  der  schriftlichen  Bearbeitung  einer  geometrischen  Aufgabe  ist  zwar 
zunächst  richtige  und  gut  motivirte  Construction  zu  fordern.  Es  könnte 
aber  nicht  schaden,  wenn  hin  und  wieder  auch  mit  besonderem  Nach- 
druck Genauigkeit  der  Zeichnung  verlangt  und  dem  Schüler  beispiels- 
weise einmal  aufgegeben  würde,  die  Länge  der  beiden  Axen  einer  ge- 
wissen Bedingungen  genügenden  Ellipse  aus  der  Zeichnung  auf  ein 
Hundertstel  genau  zu  ermitteln.  Dazu  müsste  die  Aufgabe  bestimmte 
Angaben  über  die  Lage  der  gegebenen  Stücke  enthalten.  Dictirt  der 
Lehrer  die  gegebene  Figur  nach  Eingebung  des  Augenblicks,  so  ist  er  in 
Gefahr,  in  Bezug  auf  zweckmässige  Anordnung  derselben  es  manchmal 
recht  unglücklich  zu  treffen." 

Referent  kann  sein  Urtheil  dahin  zusammenfassen,  dass  ihm  das 
Büchlein  als  die  reife  Frucht  reicher  pädagogischer  Erfahrung  und  gedie- 
gensten Wissens  erschienen  ist.  Hoffentlich  haben  die  Leser  sich  selbst 
über  die  Methode  des  Verfassers  aus  den  mitgetheilten  Aeusserungen 
desselben  ein  klares  Bild  entwerfen  können.  Möge  es  dem  Herrn  Ver- 
fasser beschieden  sein,    dass  auch  andere  Lehrer  beim  Gebrauche  doi'^ 
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Baches  dieselben  günstigen  Erfahrungen  machen ,  von  denen  er  in  einer 
freundlichen  Zuschrift  dem  Referenten  Mittheilung  gemacht  hat. 

Zu  seinem  Schmerze  sind  dem  Verfasser  einige  zum  Theil  recht 
ärgerliche  Unrichtigkeiten  in  das  Buch  hineingerathen.  Die  Mehrzahl 
derselben,  wie  z.  B.  S.  31  Anm.  1,  S.  42  Z.  9  v.  u.  u.  s.  w,  sind  wohl 
der  Darlegung  von  Specialitäten  im  Eifer  des  Vortrags  entsprungen.  Refe- 
rent erlaubt  sich,  um  die  gegenwärtigen  und  zukttnftigen  Besitzer  des 
Buches  vor  Irrthümern  zu  schützen,  dieselben  an  den  Herrn  Verfasser 
dieserhalb  zu  verweisen,  falls  derselbe  nicht  vorziehen  sollte,  durch  Bei- 
gabe eines  gedruckten  kleinen  Fehlerverzeichnisses  dem  Buche  einen 
Sicherheitspass  mitzugeben. 

Coesfeld,  den  5.  Februar  1881.  K.  Sohwbrino. 


F.  JoAouiMSTHAL ,  Anweudung  der  Differential-  und  IntegralreohnnBn^ 
auf  die  allgemeine  Theorie  der  Flächen  und  der  Linien  doppelter 
Krümmung.     2.  Auflage,   bearbeitet  von   L.  Natami.     Mit  zahl- 
reichen Figuren   im  Text.     Leipzig  1881,    bei    B^  6.  Teubner. 
VIII,  242. 
Ein  Vierteljahrhundert  ist  vergangen ,  seit  FerdinandJoachims- 
thal  diese  Vorlesungen  in  Breslau  hielt  und  mit  dem  Gedanken  umging, 
sie  im  Druck  zu  veröffentlichen.     Neun  Jahre  sind  es,  dass  Dr.  Lierse- 
mann,    ein    Schüler    des   inzwischen    verstorbenen  Verfassers,    dem    er 
besonders  nahe  gestanden  sein  muss,  wie  daraus  zu  schliessen  ist,  dass 
Joachimsthal  durch  ihn  seiner  Zeit  die  wortgetreue  Niederschrift  der 
Vorträge  hatte  anfertigen  lassen ,  die  Herausgabe  wirklich  vollzog.    Aehn- 
lieh  wie  JoachimsthaTs  Analytische  Oeometrie  der  Ebene  wurde  anch 
dieses  Buch  mit  dem  allgemeinsten  Beifall  begrüsst.     Zeigte  es  doch  die 
gleichen  Tugenden   der  Kürze,   der  Fasslichkeit ,  welche  jedoch   nie  in 
dem  Maasse  bevorzugt  sind,  dass  die  nothwendige  Strenge  darüber  ver- 
loren gegangen  wäre.     Heute  gelangen  wir  in  Besitz  einer  zweiten  Auf- 
lage, durch  deren  Besorgung  Herr  L.  Na  tan  i  sich  verdient  gemacht  hat. 
Herr  Natani  sagt  in   der  Vorrede,  es  sei  im  Einverständniss  mit 
Dr.  Liersemann    seine  Absicht   gewesen,    das  Buch  als   Joachims- 
thars  Eigen  thum  und  als  Elementarbuch  bestehen  zulassen.    In  beiden 
Beziehungen  ist  es  ihm  vollauf  gelungen,  dieser  Absicht  zu  genügen,  in 
der  ersteren  so  sehr,   dass  wohl  keinem  Leser  der  neuen  Auflage  der 
Gedanke  kommen  kann,  es  seien  gegen  die  erste  Auflage  wesentliche 
Veränderungen   eingetreten,     und  doch  ist  dem  so.     Herr  Natani  hat 
nicht  nur  diejenigen  Joachimstharschen  Untersuchungen!  welche  in 
der  ersten  Auflage  die  Nachträge  bildeten,  in  den  fortlaufenden  Text 
hineingearbeitet,  er  hat,  wie  genaue  Vergleichung  der  beiden^i^lagen 
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erkennen  lässt ,  an  den  veracbiedensten  Stellen  die  bessernde  und  ergän- 
sende  Hand  angelegt,  deren  ein  jedes  Werk,  mag  es  mit  noch  so  grosser 
Anfinerksamkeit,  mit  noch  so  viel  Liebe  zum  Bracke  vorbereitet  worden 
sein,  bei  zweiter  Auflage  dringend  bedarf.  Man  sehe  die  §§  1,'3,  4,  5, 
8,  12,  21,  29,  35,  46»,  52,  62,  64%  70,  71,  76,  76%  77,  82,  91,  101» 
durch,  nnd  man  wird  finden,  dass  nur  Nothwendiges ,  wir  möchten  sagen 
Unentbehrliches,  in  fast  unmerklicher  Weise  geschehen  ist.  Wir  erwähnen 
beispielsweise  die  Lehre  von  den  Indicatricen ,  welche  früher  fehlte  und 
g^enwXrtig  die  Darstellung  durchzieht.  So  ist  trotz  engerem  Satze  der 
Umfang  der  Joachi ms thaT sehen  Vorlesungen  von  174  auf  201  Seiten 
angewachsen. 

Den  Schlnss  bildet  auf  S.  202 — 242  ein  Anhang  zur  zweiten  Auf- 
lage, für  welchen  Herr  Natani  in  der  Vorrede  die  alleinige  Verantwort- 
lichkeit beansprucht,  welche  zu  tragen  das  sicherlich  übereinstimmende 
Urtheil  der  Leser  ihm  keinenfalls  schwer  machen  wird.  Von  dessen  vier 
Abtheilungen  ist  die  erste  einem  directen  Beweise  des  Ja cobi' sehen 
Satzes  über  Baumdreiecke  gewidmet,  deren  aus  Curven  bestehende  Seiten 
die  Eigenschaft  besitzen,  dass  je  zwei  Seiten  in  ihrem  Schnittpunkte  eine 
gemeinschaftliche  Hauptnormale  haben.  Die  zweite  Abtheilung  ist  einem 
neuen  Goordinatensystem  gewidmet,  dessen  Veränderliche  5,  /,  m  heissen 
nnd  welches  von  dem  Erfinder  den  Namen  der  Coordinaten  der  einfach- 
sten Transformationen  erhalten  hat,  weil  beim  Uebergange  zu  einem  neuen 
System  jede  Coordinate  mit  der  gleichnamigen  des  neuen  Systems  eine 
constante  Summe  oder  Differenz  besitzt.  Die  Bedeutung  von  s  ist,  wie 
gewöhnlich,  die  der  Bogenlänge;  /  ist  der  Winkel,  welchen  die  Be- 
lührungslinie  an  die  durch  das  System  zu  bestimmende  Curve  in  einem 
Funkte  M  mit  einer  ersten  Berührangslinie  bildet;  m  ist  der  Winkel,  den 
die  Krümmungsebene  in  M  mit  einer  ersten  Krümmungsebene  bildet.  Die 
Gleichung  /*(/,  «)  =  0,  die  bei  ebenen  Curven  ausreicht,  nennt  Herr 
Natmni  die  Bogengleichung.  Krümmungsgleichung  heisst  ihm  die  bei 
doppeltgekrttmmten  Curven  hinzutretende  9>(/,  m)  =  0.  Eine  dritte  Ab- 
theilung liefert  Ergänzungen  zur  Theorie  der  Flächenkrümmung,  ins- 
besondere zur  sogenannten  Totalkrümmung  von  Gauss,  deren  Verallge- 
meinerung eben  zu  dem  in  der  ersten  Abtheilung  bewiesenen  Satze  von 
Jmcobi  geführt  hat.  Die  vierte  und  letzte  Abtheilung  beschäftigt  sich 
mit  Elementargrössen  der  Flächentheorie. 

Wir  sind  überzeugt,  dass  die  Studirenden  unserer  Hochschulen ,  für 
welche  das  Buch  recht  eigentlich  bestimmt  ist,  der  neuen  Auflage  mit 
noch  besserem  Erfolge  sich  bedienen  werden,  als  seither  der  früheren, 
nnd  dass  es  bei  dieser  zweiten  Auflage  nicht  bleiben  wird,    q^^i^qi^ 
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Analytisöhe  Geometrie  der  Ebene  und  def  Banmes,  für  höbere  Lehranstal- 
ten bearbeitet  von  J.  Franz  Mbteb,  Lehrer  der  Mathematik  and 
Mechanik  an  der  königl.  Realschule  L  0.  zn  Hildesheim.  Han- 
nover 1881,  Helwing'sche  Verlagsbucbbandlnng  (Tb.  Mierzinskj, 
königl.  Hof  buchbändler).  VI ,  166. 
Wir  haben  hier  über  ein  Bach  zu  berichten,  nm  welches  es  schade 
ist,  dass  die  Form  den  Inhalt  in  so  wenig  günstigem  Liebte  erscheinen 
lässt.  Der  Verfasser  hat  es  verstanden,  den  gewöhnlich  behandelten 
Stoff  anders,  als  in  den  meisten  Lehrbüchern  und,  wie  wir  zugeben, 
recht  hübsch  anzuordnen.  Er  hat  theilweise  neue  originelle  Beweise 
geliefert,  worunter  wir  die  Darstellung  der  Berührungslinien  an  die  El- 
lipse hervorheben,  ausgehend  von  der  Eigenschaft,  dass  die  Entfernungs- 
summe eines  Punktes  der-Berübrungslinie  nach  den  Brennpunkten  im  Be- 
rührungspunkte ein  Minimum  sein  muss,  und  die  auf  ähnliche  Eigen- 
schaften sich  gründende  Erörterung  der  Berührungslinien  an  Hyperbel 
und  Parabel.  Aber  er  hat  leider  nicht  verstanden,  lesbar  zu  schreiben; 
er  hat  nicht  verstanden,  sehr  sinnentstellende  Druckfehler  zu  vermeiden ; 
er  hat  in  Dem,  was  die  Vorrede  Knappheit  der  Form  nennt,  sich  so  weit 
verstiegen,  dass  Vieles  geradezu  falsch  ist,  was  bei  Zufttgung  weniger, 
offenbar  absichtlich  weggelassener,  aber  nothwendiger  Worte  richtig  wäre. 
Wir  nennen  eine  Schreibweise  unlösbar,  wenn  S.  15  von  X  und  F  als 
Gleicbungspolynomeu  zweier  Geraden  die  Rede  ist,  welche  nicht  die 
Coordinatenaxen  sind,  und  wenn  ebenda  jene  Axen  X  und  Y  beissen; 
oder  wenn  S.  65  plötzlich  ein  Winkel  v  vorkommt,  während  vorher  u 
und  V  regelmässig  die  Leitstrahlen  bedeuteten;  oder  wenn  S.  116  derselbe 
unglückliche  Buchstabe  v  in  der  Gleichung  cosv^^vN  links  vom  Gleich- 
heitszeichen einen  Winkel,  rechts  eine  Verhältnisszahl  bedeutet!  Wir 
nennen  es  sinnentstellende  Druckfehler,  wenn  S.  32  Z.  13  oder  statt  und, 
S.  57  Z.  21  positiv  statt  negativ  stehen  blieb.  Der  Luxus  des  ss  in 
Assjmptoten  scheint  fast  kein  Druckfehler  zu  sein ,  so  häufig  tritt  er  auf, 
wenn  gleich  nicht  so  häufig,  wie  das  Wörtchen  nun,  welches  in  seiner 
fortwährenden  Wiederkehr  geradezu  aufregend  wirkt.  Welcher  Druck- 
fehler 8.  132  sich  eingeschlichen  hat,  um  den  Satzbau  „Zeichnet  man  :c 
aber,  die  Kurve,  auf  eine  Ebene,  d.  h.  giebt  man  die  Gleichung  einer 
Projektion  der  Kurve  an,  so  ist  alsdann  x,  y  beschränkt  veränderlich" 
zu  ermöglichen,  ist  uns  unerfindlich.  Falsch  durch  mangelnde  Zusätze 
sind  so  massenhaft  auftretende  Stellen,  dass  wir  nur  beispielsweise  fol- 
gende anführen:  S.  64  „Der  Ausdruck  rechts  ist  aber  als  Ellipsengleich- 
ung gleich  1**;  S.  68  „Beschreibe  über  PFy^  einen  Kreis*';  8. 149  „Unter 
einem  Kegel  versteht  man  eine  Oberfläche,  die  entsteht,  wenn  eine  Ge- 
rade beständig  durch  einen  Punkt  geht  und  dabei  stets  eine  Kurve  be- 
rührt*'.    Ihnen  reiht  sich  auch  die  Definition  des  Ellipsoids  auf  S.  156  an. 
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Lehrbuch  Eur  Einführung  in  die  moderne  Algebra.  Mit  einigen  hundert 
Beispielen  von  Dibdr.  Auo.  Elempt,  Realscbnllehrer  in  Rostock. 
Leipzig,  B.  6.  Teubner.     1880.    XII,  260  S. 

Das  ans  vorliegende  Bach  zerfällt  in  nean  Abschnitte,  welche  die 
Ueberschriften  führen:  1.  Combinatorik ,  2.  Determinanten,  3.  Lineare 
Gleichungen  und  Functionen,  4.  Homogene  lineare  Functionen  zweiten 
Grades,  5.  Allgemeine  Sätze  tiber  ganze  algebraische  Functionen  n*^" 
Grades  mit  einer  Veränderlichen,  6.  Symmetrische  Functionen  der  Wur- 
zeln, T.Elimination,  8.  Die  Discriminante,  9.  Canonische  Formen.  Diese 
Abschnitte  sind  von  ungemein  verschiedenem  Umfange.  Während  der 
erste  fast  3,  der  zweite  mehr  als  4 ,  der  dritte  etwas  mehr  als  2  Druck- 
bogen in  Anspruch  nimmt,  entfallen  auf  sämmtliche  tibrige  Abschnitte 
nicht  ganz  5  Bogen ,  ja  die  drei  letzten  Abschnitte  müssen  sich  mit  einer 
Ausdehnung  von  5,  5,  7  Seiten  begnügen. 

Wir  dürfen  diese  Ungleichmässigkeit,  möchte  sie  auch  besser  ver- 
mieden worden  sein,  and  sei  es  nur  dadurch,  dass  bei  unverändertem 
Inhalte  eine  geringere  Zahl  von  Abschnitten  unterschieden  worden  wäre, 
dem  Verfasser  nicht  verübeln.  Er  sagt  ausdrücklich  in  seinem  Vorworte, 
seine  Absicht  gehe  nur  dahin ,  den  Leser  in  die  schönen  Untersuchungen 
der  genialen  Schöpfer  der  modernen  Algebra  einzuführen ,  und  demgemäss 
musste  der  zweite  und  dritte  Abschnitt  ziemlich  erschöpfend  behandelt 
werden,  so  weit  es  mit  elementaren  Hilfsmitteln  möglich  war,  während, 
je  weiter  der  Leser  fortschreitet,  um  so  eher  ein  Uebergang  zu  den  Ori- 
ginalabhandlungen thunlich  ist.  Ihr  Stadium  empfiehlt  das  Vorwort  mit 
Fug  und  Recht  >—  nur  hätte  alsdann  auch  auf  die  Quellen  hingewiesen 
werden  sollen,  während  es  uns  als  die  empfindlichste  Lücke  des  Lehr- 
baches erscheint,  dass  —  man  möchte  fast  glauben,  grundsätzlich  —  kein 
einziger  Satz  nach  Ursprung  und  Fundort  bezeichnet  ist.  Wir  glauben, 
Herr  Klempt  hätte  besser  gethan,  dem  entgegengesetzten  Beispiele  zu 
folgen,  welches  S.  Günther  unter  Anderen  in  seinem  Lehrbuche  der 
Determinantentheorie  (Erlangen  1877)  gegeben  hat. 

Befriedigt  fühlen  wir  uns  dagegen  durch  die  zahlreichen  Beispiele, 
welche  einen  Schwerpunkt  des  Buches  in  dem  Maasse  bilden,  dass  der 
Verfasser  ihrer  in  dem  Titel  ausdrücklich  gedachte.  Sie  sind  durchweg 
gut  gewählt  und  werden  den  Leser  verhältnissmässig  rasch  in  den  Gegen- 
stand einführen.  Cantob. 


Lagrange'f  Xafhemi^tiiche  ElementarvorleBongen.    Deutsche  Separataus- 
gabe von  Dr.  H.  NiEDBRMÜLLBR,  Oberlehrer  am  Nicolaigymnasium 
in  Leipzig.     Leipzig,  B.  6.  Teubner.     1880.    1,116  8. 
Wenn   der  Uebersetzer  in  seinem  Vorworte  behauptet,   die  mathe«, 

mmtischen  Elementarvorlesungen,  welche  Lagrange  im  Jahre  1795^1^'^^ 
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der  äcole  normale  in  Paris  hielt,  seien  heute  noch,  was  Inhalt  sowohl 
wie  Methode  betrifft,  für  den  Lehrer  und  den  Studirenden  der  Mathe» 
matik  von  grosser  Wichtigkeit,  so  können  wir  diesen  Ausspmch  lediglich 
unterschreiben.  Wahr  ist  es  auch,  was  er  hinznsetat,  dass  der  erste 
Abdruck  dieser  Vorlesungen  in  den  ungemein  seltenen  S^ances  des  Ek^oles 
normales,  wie  der  zweite  im  Journal  de  TEcole  polytechnique,  Cahier 
VII  u.  VIII,  pag.  173  —  278  nur  verhältnissmftssig  wenigen  Mathemati- 
kern unserer  Tage  bekannt  ist,  und  wenn  auch  der  neueste  Abdruck  im 
VIL  Bande  der  von  J.  A.  Serret  besorgten  Gesammtansgabe  von  La- 
grange *s  Schriften  allgemeinere  Aufmerksamkeit  auf  sich  gezogen  haben 
dürfte,  so  ist  es  doch  nicht  Jedermanns  Sache,  ein  so  bftndereiches,  kost- 
spieliges Werk  sich  anzuschaffen. 

Von  diesen  verschiedenen  Gesichtspunkten  aus  können  wir  es  nur 
billigen,  dass  der  Uebersetzer  eine  Sonderausgabe  gerade  dieser  Vor- 
lesungen ermöglichte,  und  wünschen  dem  kleinen  Schriftchen,  welchem 
auch  die  bekannte  saubere  Ausstattung,  welche  alle  Bücher  aus  dem 
gleichen  Verlage  auszeichnet,  zur  Empfehlung  dienen  wird,  eine  recht 
weite  Verbreitung,  insbesondere  unter  Lehrern  oberer  Gjmnasialdassen, 
deren  Unterricht  nur  dadurch  gewinnen  kann,  je  genauer  sie  sich  an  das 
trotz  seines  Alters  von  86  Jahren  keineswegs  veraltete  Musterwerk  an- 
schliessen.  Nicht  als  ob  wir  glaubten,  ein  Schüler  der  mittleren  Classen, 
in  welchen  der  Gegenstand  der  Lagrange^ sehen  Vorlesungen  zuerst 
behandelt  zu  werden  pflegt,  könne  zu  deren  Verständniss  reif  sein,  aber 
in  den  höchsten  Classen  der  Gymnasien  sollte  solches  der  Fall  sein ,  und 
alsdann  werden  zwei  Monate  etwa  auf  eine  Repetition  nach  Lagrange's 
Gedankengang  verwandt,  wie  uns  scheint,   in   fruchtbarster  Weise  be- 

«'»*»^  «"°-  Cantor. 


Grundlage  zu  einer  Theorie  allgemeiner  Cofunctionen  und  iliren  Anwen- 
dungen.   Von  Dr.  Hermann  Schapira,  Mitglied  der  neurussischen 
Naturforscher -Gesellschaft.     Erster  Theil.     Lineare  homogene  Co- 
functionen.  Elementare  Behandlung:  ohne  Anwendung  der  Theorie 
der  complexen  Variabein.     I.  Abtheilung.    Fanctionen  einer  Varia- 
bein.    1.  Lieferung  (Abdruck   aus   dem  IIL  Bande  der  Memoiren 
der  Mathematischen  Section   der  neurussischen  Naturforscher -Ge- 
sellschaft).    Odessa  1881. 
Wir  haben  S.  103 — 104  eine  Veröffentlichung  der  Seh api ratschen 
DntersuchuDgen   über  Cofunctionen  in  Aussicht  gestellt.     Heute  können 
wir  das  Erscheinen  der  1.  Lieferung  von  14  Druckbogen  bestfttigen.    Der 
Oeffentlichkeit  gehören   die  Ergebnisse  trotz  des  Abdruckes  leider  noch 
nicht  an,  da  das  Werk,  in  russischer  Sprache  erscheinend,  für  die  mei- 
sten Mathematiker  und  so   auch  für  den  Unterzeichneten  ein  Bach  mit 
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sieben  Siegeln  ist.  Nur  ein  dentscbes  Inhaltsyerzeichnies  ist  beigegeben, 
welcbea  wir  im  Abdrncke  folgen  lassen.  Einleitung.  Definitionen  jind 
einige  Fnndamentalsätze.  Erster  Abschnitt.  Allgemeine  Eigenschaf- 
ten der  Cofnnctionen.  Capitel  1.  Gegenseitigkeit  der  Cofnnctionen  erster 
Dimension.  Capitel  2.  Cofnnctionen  ans  Summen  etc.  Circnmplexe  Par- 
tialfnnctionen  und  partiale  circnmplexe  Functionen.  Derivirte  von  Co- 
fnnctionen und  Cofnnctionen  aus  Derivirten.  Capitel  3.  Subordinirte 
Oofnnctionen.  Zweiter  Abschnitt.  Symmetrische  Functionen  der 
Cofnnctionen.  Capitel  1.  Cyklo  •  symmetrische  Determinanten  und  die 
Zerlegung  derselben  in  Factoren  aus  gleichnamigen  Determinanten.  Ca- 
pitel 2.  Darstellung  der  symmetrischen  Functionen  der  Cofnnctionen  in 
Form  eyklo  -  symmetrischer  Determinanten  aus  coordinirten  Cofnnctionen. 
Capitel  3.  Darstellung  der  symmetrischen  Functionen  der  Cofnnctionen 
in  Form  successiver  partieller  Ableitungen.  Capitel  4.  Die  Jacob  lösche 
Fnnctionaldeterminante  der  Cofnnctionen.  Dritter  Abschnitt.  An- 
wendung auf  algebraische  Gleichungen.  Capitel  1.  Einheitliche  Lösung 
der  ersten  vier  Grade.  Capitel  2.  Gleichungen  specieller  Natur.  Ca- 
pitel 3.  Die  Coefficienten  einer  Gleichung  als  snccessive  Ableitungen 
von  einander  und  die  Zurtickftthrung  der  Lösung  algebraischer  Gleich- 
nngen  auf  die  Umkehrung  eines  Integrals.  Capitel  4.  Cyklische  Alge- 
braische Gleichungen.  Cantor. 


Erhard  Weigel,  weiland  Professor  der  Mathematik  und  Astronomie  zu 
Jena,   der  Lehrer  von  Leibnitz  und  Pnfendorf.     Ein  Lebensbild 
aus  der  üniversitäts-  und  Gelehrtengeschichte  des  17.  Jahrhunderts, 
gleichzeitig  ein  Beitrag  zur  Geschichte  der  Erfindungen,  sowie  zur 
Geschichte   der  Pädagogik.     Nach  gedruckten  und  ungedruckten 
Quellen  gezeichnet  von  Lic.  Dr.  Edmund  Spibss,  d.  Z.  Schloss- 
pfarrer in  Cüstrin  a.  d.  Oder,  vordem  Professor  der  Theologie  an 
der  Universität  Jena.   Leipzig  1881,  bei  Julius  Klinkhardt.   157  S. 
Gleich   auf  der  ersten  Seite  der  uns  vorliegenden  Schrift  ist  des 
,, treffliehen"  Aufsatzes   ober  Erhard  Weigel  gedacht,  welchen  Bar- 
tholomäi   im  Supplementhefte    zu  Bd.  XIII  (1868)   dieser  Zeitschrift 
8.  1 — 44  veröffentlicht  hat.     Wir  billigen  durchaus  das  jenem  Aufsätze 
gegebene  Beiwort  und  haben  uns  durch  neuerdings  wiederholtes  Lesen 
noch  mehr  von  dessen  Berechtigung  überzeugt;  aber,  möchten  wir  fragen, 
war  es  nach  dieser  trefflichen  Studie  denn  nothwendig,  noch  ein  beson- 
deres Buch  Aber  Weigel  zu  schreiben,  war  es  gerade  Herr  Spiess, 
der  ^n   solches  schreiben  musste?     Herr  Spiess  nennt  sich  selbst  in 
maikemuitcis  nur  Laie  (S.  51),  und  dass  er  mit  dieser  Bezeichnung  nicht 
falsche  Bescheidenheit  übt,  dafür  zeugt  statt  vieler  eine  einzige  Stelle, 
welche  wir  unseren  Lesern  nicht  vorenthalten  wollen:      ^yu.^uüy vnOOglC 
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„Die  Gymnasien  der  Gegenwart  haben  allerdings  anch  jetzt  noch 
nicht  den  Zweck ,  fertige  Mathematiker  heranzubilden ,  so  wenig  als  sie 
die   Absicht  haben,   fertige  Philologen  herzustellen.     Aber  doch  geht 
das  Lehrziel   schon   hier  weit  über  die  vier  niederen  Bechnnngsarten 
hinaus    und    erweitert  sich,    indem   es  Potenzirung,    Radicirung  und 
Logarithmirung  herbeizieht.     Ja,  wie  die  Programme  mancher  (nament« 
lieh   norddeutscher)  Gymnasien  beweisen,   begütigt  man  sich  an  den- 
selben nicht  einmal  mit  jenen  sieben  Rechnungsoperationen  und  ihren 
natürlichen  Anwendungen  auf  die  algebraischen  Gleichungen  des  ersten 
und  zweiten  Grades  und,  was  damit  zusammenhängt,  auf  arithmetische 
und  geometrische  Progressionen ,  sondern  man  lehrt  sogar  die  Theorie 
der  Kettenbrüche,  die  Bestimmung  der  Logarithmen  von  Zahlen  durch 
unendliche  Reihen,  die  Verwandlung  der  irrationalen  Quadratwurzeln 
in  Kettenbrüche,   die  Permutationen,  Combinationen  und  Variationen, 
den   binomischen   (selbst   den   polynomischen)  Lehrsatz,   die  figurirten 
Zahlen,    Polygonal*   und  Pyramidalzahlen,   die  arithmetischen  Reihen 
höherer  Ordnung,  die  kardanische  Formel,  die  Auflösung  der  Gleich* 
ungen    durch   trigonometrische  Formeln   u.    dergl.   —   Aufgaben,    die 
eigentlich  polizeilich  verboten   sein  sollten,   weil  sie  auf  Kosten  viel 
nöthigerer  und  nützlicherer  Dinge  Zeit  und  Kraft  der  Schüler  über 
Gebühr  in  Anspruch  nehmen/*     (S.  64.) 
Der  deutsche  Reichskanzlisr  soll  einmal  gesprächsweise  gesagt  haben, 
es  sei  schade,   dass   nicht  jedem  Leitartikel  politischer  Tagesblätter  die 
Photographie  des  Verfassers  beigegeben  sei,  damit  jeder  Leser  sich  gegen- 
wärtig halten   könne:   so  sieht   der  Mensch  aus,  der  sich   über  diesen 
Gegenstand  äussert.     Wir  wissen  nicht,  ob  diese  Anekdote  auf  Wahrheit 
beruht,  aber  Herr  Spiess  hat  jedenfalls  den  betreffenden  Wunsch  erfüllt; 
S.  64  ist  seine  geistige  Photographie,    und   aus  ihren  Zügen  geht  mit 
Bestimmtheit  hervor:   der  Mann  ist  Laie  in  der  Mathematik.     Nun  war 
Erhard   Weigel    vorzugsweise  Mathematiker;    wie    komnjt    der  Nicht- 
mathematiker  dazu,   über  ihn   zu  schreiben?     Wie   würde  Herr  Spiess 
selbst  es  nennen,  wenn  Referent  etwa  aus  dem  Umstände,  dass  Melanch- 
thon  in  einem  Briefe   einmal  über  den  Rechenunterrioht  sich  geäussert 
hat,   die   Berechtigung  herleitete,    ein   Lebensbild  Melanchthon's   zu 
zeichnen   und   dabei   nicht  blos   den  Theologen   in  ihm  vorzugsweise  zu 
berücksichtigen,   sondern  auch   den  heutigen  Religionslehrem  an  Mittel- 
schulen Weisungen  zu  ertheilen,  was  sie  in  ihren  Unterricht  aufnehmen 
oder  nicht  aufnehmen  dürfen?     „Ne  suior  supra  crepidam'^  hat  Plinius 
gesagt,  ein  Mann  universellen  Wissens  für  seine  Zeit,  und  wir  glauben, 
er  hat  heute  noch  Recht. 

Die  naturgemässen  Folgen,  wie  es  gehen  muss,  wenn  man  über 
Dinge  schreibt,  in  denen  man  eingestandenermassen  Laie  ist,  erweisen 
sich  auch  an  dem  uns  vorliegenden  Buche  selbst.     Der  grösste  Theil  ist 
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ein  ohne  VentändniM  gemaehter  Ansang  ans  Bartholomäi's  Abhand- 
lung durch  passende  und  unpassende  Einschaltungen  zu  mehr  als  dop- 
peltem Umfange  aufgebauscht;  uns  ist  Barth olomäi  viel  lieber.  Neu 
ist  nur,  dass  Weigel  um  1691/92  eine  Reise  nach  Holland  gemacht  bat 
(S.  36),  von  welcher  B.  Nichts  wusste;  neu,  dass  er  bei  dieser  Gelegen- 
heit Huygens  kennen  lernte ,  der  sich  geäussert  habe  (wo?),  der  Besuch 
Yon  WeigeTs  Schüler,  Leibnite,  würde  ihm  lieber  gewesen  sein  (S.  38). 
Das  ist  die  ganae  Ausbeute  der  ersten  100  Seiten  unseres  Buches! 

Auf  Seite  100  beginnt  das  40  Seiten  lange  IX,  Capitel:  Weigel 
als  pädagogischer  Theoretiker  und  Praktiker.  Referent  würde  von  seinem 
eigenen  Schustersleisten  sich  zu  weit  entfernen,  wenn  er  dieses  Capitel, 
welches  von  BartholomHi  vollständig  unabhängig  ist,  zu  beurtheilen 
sich  unterfinge.  Ist  Herr  Spiess,  was  wir  nicht  wissen,  in  der  Päda- 
gogik aus  seinem  Laienstande  herausgetreten  und  sind  seine  Angaben, 
was  wir  nicht  prüfen,  zuverlässiger  als  in  den  vorhergehenden  Theilen, 
so  ist  dieses  Capitel  in  der  That  dankenswerth. 

Endlich  finden  sich  S.  140 — 157  Schlussbetrachtungen,  welche  in 
einer  Polemik  gegen  die  heutigen  Universitäten  gipfeln,  an  welchen  nur 
die  Theologen  es  seien,  welche,  den  alten  Begriff  der  universiias  liUerarum 
festhaltend,  auch  andere  Vorlesungen,  als  die  ihres  eigentlichen  Faches 
besuchen.  Wir  sind  die  Ersten,  welche  sich  darüber  freuen,  wenn  das 
Interesse  des  Studirenden  über  die  Schranken  der  einstigen  Früfnngs- 
gegenstände  hinausreicht,  und  doch  würden  wir  darauf  verzichten ,  wenn 
dieses  immerhin  nur  aufnehmende  Interesse  den  Glauben  an  erquickliche 
leichte  Selbstthätigkeit  auf  dem  gestreiften  Gebiete  erwecken  sollte. 

Cantor. 


De  Stephano  Alexandrino  Hermanni  üseneri  Commentutio.  Bonnae  apud 
A.  Marcum.  1880.  58  S.  4^. 
Die  uns  vorliegende ,  aus  drei  Beilagen  zu  Bonner  Vorlesungsanzei- 
gen vereinigte  Schrift  des  gelehrten  Philologen,  von  dessen  Bemühungen 
um  die  Geschichte  der  ezacten  Wissenschaften  im  byzantinischen  Reiche 
schon  im  XXI.  Bande  dieser  Zeitschrift  (hist.-lit.  Abthlg.  S.  183— 184) 
berichtet  werden  durfte,  giebt  uns  das  Bild  einer  wesentlich  früheren 
Zeit,  als  des  XIV.  S.,  dem  die  „Symbola  ad  historiam  astronomiae '* 
galten.  Wir  haben  es  heute  mit  dem  ersten  Dritttheil  des  VII.  S.  zu 
thun.  Als  im  Jahre  529  die  Philosophenschule  zu  Athen  durch  Kaiser 
Justinian  geschlossen,  fast  gleichzeitig  die  Universität  zu  Eonstantinopel 
gegründet  wurde,  deren  anfangs  fast  nur  theologischer  und  juristischer 
Charakter  den  mathematischen  Studien  keine  Heimath  versprach,  da  war 
für  diese  doch  noch  eine  Stätte  an  dem  Orte  geblieben,  wo  sie  in  frühe- 
ren Jahrhunderten  ihre  höchste  Ausbildung  erreicht  hatten,  in  Alexandria! ^ 

Hiit-Ut  Abth.  d.  Z«ltMlir.  f.  Mftth.  u.  Fhji.  XXVI,  S  13 
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Herrn ias  war  von  Athen  dorthin  übergesiedelt.  Sein  Söhn  Ammonins 
(natürlich  nicht  zu  verwechseln  mit  dem  gleichnamigen  Gründer  des  Nen- 
platonismns  im  II.  S.)  eröffnete  eine  Philosophenscbnle,  in  welcher  am 
Ende  des  V.  und  Anfang  des  VI.  S.  neben  eigentlicher  Philosophie  aach 
Arithmetik,  Geometrie,  Astronomie  gelehrt  wurden.  Zu  den  Zöglingen 
dieser  Schule  zählte  Olympiodorns,  von  dessen  Beobachtung  eines 
Kometen  im  Jahre  565  ein  Bericht  erhalten  ist.  Es  ist  nicht  unwahrschein- 
lich, dass  Stephanus,  von  dessen  Wirksamkeit  unsere  Vorlage  handelt, 
wieder  ein  Schüler' des  Olympiodorns  gewesen  sein  mag,  wenn  auch 
erst  in  dessen  spätesten  Lebensjahren.  Stephanus  von  Alexandria 
kam  nämlich  —  und  damit  ist  seine  Lebenszeit  bestimmt  —  nach  Kon- 
stantinopel, als  Kaiser  Heraklius  (610  —  641)  sich  bemühte,  die  Wissen- 
schaft und  ihre  Lehre  wieder  einigermassen  zu  heben,  die  unter  Phokas' 
achtjähriger  Missregierung  (602  —  610)  dort  vollends  herabgekommen 
waren.  Stephanus  nahm  die  Stelle  eines  ötdtiaxak'og  ölKovfieviKog  ein, 
d.  h.  etwa  eines  Seminardirectors ;  wenigstens  wurde  jener  Gelehrte  mit 
gleichem  Titel  bezeichnet,  welchen  Leon  Isaurus  725  mit  seinen  zwölf 
Hilfslehrern  in  seiner  Schule  selbst  verbrennen  Hess,  weil  er  die  der 
Strenggläubigkeit  widersprechenden  Meinungen  dieses  Kaisers  anzunehmen 
verweigerte.  Stephanus  hielt  in  Konstantinopel  Vorlesungen  Überschrif- 
ten des  Piaton  und  des  Aristoteles,  über  Geometrie,  Arithmetik, 
Musik,  Astronomie.  Was  seine  schriftstellerischen  Leistungen  auf  dem 
Gebiete  der  Sternkunde  betrifft,  von  welchen  Herr  üsen er  vorzugsweise 
Rechenschaft  giebt,  so  waltete  ein  eigen thüml icher  Zufall.  Ein  echtes 
Werk  des  Stephanus  drohte  ihm  entzogen  zu  werden,  ein  unter  seinem 
Namen  erhaltenes  Werk  dagegen  ist  unecht.  Echt  ist  nämlich  ein  un- 
gemein breiter  Commentar  zu  den  Handtafeln  des  Theon  von  Alexan- 
dria, geschrieben  für  Kaiser  Heraklius ,  der  es  nicht  verschmähte ,  selbst 
in  einigen  noch  breiteren  Zusatzcapiteln  den  Beweis  zu  liefern ,  wie  un- 
endlich schwer  es  ihm  geworden  ist,  sich  in  die  Osterrechnung  u.  s.  w. 
hineinzufinden.  Wegen  dieser  Zusätze,  welche  Herr  Usener  vollständig 
nebst  den  Anfangscapiteln  von  Stephanus  (S.  38 — 54)  veröffentlicht, 
gilt  in  einzelnen  Handschriften  das  ganze  Werk  als  Eigen thum  des 
Kaisers.  Die  zweite  Schrift,  von  der  wir  reden,  gleichfalls  und  zwar 
vollständig  im  Drucke  veröffentlicht  (S.  17—33);  ist  eine  Weissagung 
über  die  Geschichte  der  Araber  durch  Stephanus  aus  der  Nativität  des 
Muhammed  gezogen.  Für  diese  Prophetie  gilt,  was  für  alle  derartige 
Schriften  als  kritisches  Kennzeichen  angenommen  ist:  dass  ihr  allzn- 
genaues  Zutreffen  den  Beweis  liefert,  dass  sie  erst  verfasst  wurde,  als 
die  angekündigten  Thatsachen  sich  schon  ereignet  hatten,  und  dass  die 
genaue  Entstehungszeit  sich  ermitteln  lässt,  wenn  von  einem  bestimmten 
Datum  an  die  geschichtliche  Bewahrheitung  ein  Ende  hat.  Erwägungen 
dieser  Art  ermöglichten  die  Datirung  im  vorliegenden  Falle  auf-^fis^ahr 
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776,  nach  dem  Tode  Almansnr's,  also  auch  jedenfalls  mehr  als  ein 
Jahrhundert  nach  Stephanus  von  Alexandria,  der  mithin  unmöglich 
der  Verfasser  sein  kann,  als  welchen  die  Handschriften  ihn  nennen;  das 
hat  Herr  Usener  mit  zwingender  Gewissheit  zu  Tage  gebracht. 

Cantor. 


Le  matematiohe  nello  studio  dl  Padoira  dal  principio  del  Secolo  XIV 
alla  fine  del  XVI  per  Antonio  Favaro.  Padova  1880.  95  S.  4^ 
Die  hohe  Bedeutsamkeit  einiger  unter  den  Männern,  welche  an  der 
Universität  Padua  Mathematik  lehrten,  macht  die  Aufgabe  zu  einer  dank- 
baren, die  Geschichte  der  mathematischen  Lehrstühle  jener  Anstalt*  in 
fortlaufender  Darstellung  zu  bearbeiten.  Herr  Favaro  hat  dieser  Auf- 
gabe sich  unterzogen  und  bietet  uns  heute  den  I.  Theil  seiner  Unter- 
suchungen; ein  II.  Theil  wird  die  18  Jahre  behandeln,  während  welcher 
Galilei  in  Padua  wirkte;  ein  III.  Theil  soll  Galilei' s  Nachfolgern 
gewidmet  sein.  Die  vollendet  vorliegende  erste  Abtheilung  ist  etwa  als 
Namensregister  der  betreffenden  Persönlichkeiten  aufzufassen ,  soweit  die- 
selben Überhaupt  bekannt  geworden  sind.  Der  Grund  dieser  Kürze  ist 
theils  darin  zu  finden,  dass  jene  Männer  und  ihre  Leistungen  nur  sehr 
mangelhaft  bekannt  sind,  trotz  der  auf^s  Höchste  anzuerkennenden  Mühe, 
welche  der  Verfasser  sich  gab,  ihre  Spuren  in  Druckwerken  und  Hand- 
schriften zu  verfolgen,  theils  und  zwar  hauptsächlich  darin,  dass  der 
Verfasser  selbst  in  seiner  im  Bulletino  Boncompagni  XII  (1879)  veröffent- 
lichten Monographie  über  Prosdocimo  da  Beldomandi  ausführlich 
über  noch  mehrere  Mathematiker  von  Padua  ausser  demjenigen,  welcher 
der  Abhandlung  den  Titel  gab,  sich  verbreitete  und  nunmehr  vorzog,  auf 
diese  frühere  Arbeit  zu  verweisen,  als  sie  ganz  oder  theilweise  zu  wie- 
derholen. Durchaus  ohne  Frucht  wird  übrigens  auch  die  lakonischere 
Darstellung  für  den  Leser  sich  nicht  erweisen.  Er  wird  insbesondere 
mit  Interesse  bei  der  Darstellung  der  Beziehungen  verweilen,  welche  in 
alter  Zeit  zwischen  den  Professoren  der  Medizin ,  der  Astrologie  und  der 
Astronomie  fast  regelmässig  obgewaltet  zu  haben  scheinen,  und  wird  auch 
über  den  Aufenthalt  einzelner  hervorragender  Männer  in  Padua,  des 
Peurbach,  des  Regiomontanus,  des  Luca  Pacioli,  des  Triaca 
(Lehrer  des  Coppernicus),  des  Cardanus  Wissenswerthes  sich  an- 
eignen  können.  •  f,^^^^^^ 


Oalileo  Galilei  ed  il  „Dialogo  deCeooo  diBonehitti  daBruzen«  in  per- 
paosito  de  la  itella  nnora".   Stodi  e  ricercbe  di  Antohio  Favaso.  , 
Veneaia  1881.    84  S.  .,«,,....,  ^OOglc 
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Im  October  1604  erschien  am  Himmel  im  Sternbilde  des  Ophinchus 
ein  neuer  Stern,  welchen  Galilei  am  10.  des  genannten  Monats  in 
Padua  beobachtete.  Laien  nnd  Gelehrte  waren  durch  die  Erscheinung 
erschreckt  und  in  Aufregung.  Glänzender  selbst  als  die  Sterne  erster 
Grösse  trat  das  Phänomen  auf,  und  wenn  es  auch  nicht  aller  Erfah- 
rung widersprach,  dass  ein  neuer  Himmelskörper  erschien  und  wieder 
verschwand  —  wir  erinnern  an  den  Stern  in  der  Cassiopeia,  welchen 
Tycho  Brahe  von  11.  November  1572  bis  zum  März  1574  hatte  be- 
obachten können  — ,  so  widersprach  doch  jede  solche  Erscheinung  der 
aristotelischen  Lehre  von  der  Dnveränderlichkeit  des  Himmels  und  war 
dadurch  ein  Gegenstand  des  Jubels  ftir  die  Coppernicaner,  des  Aei^er- 
nisses  für  die  noch  weitaus  die  Mehrzahl  bildenden  Peripatetiker  auf 
den  Lehrstühlen  der  Astronomie.  Galilei  hielt  zu  Anfang  December 
drei  zahlreich  besuchte  Vorlesungen  über  den  neuen  Stern.  Antonio 
Lorenzini  von  Montepulciano  schrieb  gegen  diese  Vorlesungen  oder 
mindestens  gegen  deren  Inhalt  eine  breitspurige  Abhandlung,  deren  Vor- 
rede vom  15.  Januar  1605  datirt  ist.  Sechs  Wochen  später,  zu  Ende 
Februar,  wurde  eine  Gegenschrift  gegen  Lorenzini  veröffentlicht,  ein 
Dialog  in  der  Mundart  von  Padua:  Dialogo  de  Cecco  di  Bonchitti 
da  Bruzene  in  perpuosito  della  nuova  Stella.  Den  Wieder- 
abdruck dieser  sehr  selten  gewordenen  Streitschrift  haben  wir  vor  uns, 
vermehrt  um  eingehende  und  gewissenhafte  Untersuchungen  über  den 
Verfasser.  Herr  Favaro  hat  so  gut  wie  sicher  gestellt,  dass  es  einen 
Cecco  di  Ronchitti  niemals  gegeben  hat,  dass  sich  ein  gewisser 
Girolamo  Spinelli,  ein  Benedictinermönch  von  vielbewegtem  Leben, 
dieses  Pseudonyms  bedient  hat,  dass  endlich  Galilei  selbst  der  geistige 
Urheber  des  Gespräches  gewesen  sein  muss,  aus  welchem  seine  Eigen- 
thümlichkeiten  satjrischer  Fechtweise  unverkennbar  hervorspringen.  Da- 
mit ist  aber  der  Wiederabdruck  reichlich  gerechtfertigt,  wenn  auch  das 
Lesen  des  im  Dialekt  geschriebenen  Dialogs  für  Jeden,  der  nicht  Ita* 
liener  von  Geburt  ist,   mit  erheblichen  Schwierigkeiten  verbunden  sein 

^^'^^'  Cahtor. 


Heraion  und  Artemision,  zwei  Tempelbauten  loniens.     Ein  Vortrag  von 
Friedrich  Hültsch.      Berlin   1881,  Weidmann'sche   Buchhand- 
lung.    52  S.     (40  S.  Text  und  12  S.  Anmerkungen.) 
In   geradezu  vollendeter  Form  und  mit  der  an  ihm  bekannten  Be- 
herrschung des  schwierigen  Inhalts  hat  unser  gelehrter  Freund  über  den 
Bauplan  des  Heratempels  auf  Samos  und  des  Artemistempels  zu  Ephesus 
gehandelt.     Wir  dürfen   auch  mathematische  Leser  auf'  das  kleine  sty- 
listisohe  Meisterwerk  hinweisen,  aus  welchem  sie  Qenuss  und  Belehrung 
in  Fülle  schöpfen  werden.    Finden  sich  doch  in  demselben  die  Grund- 
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silge  griechueher  Maasskunde  entwiekelt.  In  dieser  vermengen  sich  von 
Aegypten  und  von  Babylon  übernommene  Maasse  und  Eintbeilungen  mit 
nationalgrieebischen  Maassbegriffen.  Aegypten  entstammen  die  beiden 
nralten  Ellen ,  eine  grössere  und  eine  kleinere,  Babylon  lieferte  die  mit 
astronomisehen  Anschauungen  verquickte  Sechzigtheilung  und  die  Länge 
von  240  Schritten  oder  360  Ellen.  Der  griechische  Fuss  fand  sich  in 
dieses  System  als  der  600.  Theil  der  zuletzt  genannten  Länge,  die  nun 
den  Namen  Stadion  erhielt.  Für  Tempelbauten  ward  es  Regel,  den 
Umfang  entweder  genau  zu  einem  Stadion  anzunehmen,  wie  bei  dem 
Zenstempel  zu  Olympia  und  bei  dem  ältesten  Bau  des  Parthenon  zu 
Athen,  oder  so,  dass  er  durch  das  Stadion  in  kleinen  Yerbältnisszahlen 
sieh  messen  Hess.  Wir  möchten  freilich  nicht  Alles  unterschreiben ,  was 
8.  28  flg.  über  die  Entstehung  der  Sechzigtheilung  gesagt  ist.  uns 
scheint  nach  wie  vor  das  Jahr  von  360  Tagen  der  astronomische  Grund- 
begriff gewesen  zu  sein,  aus  welchem  erst  die  Zahl  60  ihre  Bedeutung 
gewann,  welche  die  weiteren  Zusammenhänge  erkennen  Hess.  Allein  die 
der  unserigen  einigermassen  entgegenstehende  Auffassung  wird  der  Leser 
nicht  leicht   deutlicher  und  schöner  auseinandergesetzt  finden,    als  bei 

^^^^^^^^  Cantor. 

lieber  Causalit&t  in  den  Hatnrwisieiisehaften,  Rede,  gehalten  bei  der 
üebergabe  des  Frorectorats  der  Albertus  •Universität  zu  Königs- 
berg von  Professor  Dr.  H.  Wbbbr.  Leipzig  1881,  bei  Wilh.  Engel* 
mann.  30  S. 
unter  allen  Gelehrten  sind  wohl  die  Mathematiker  am  schlimmsten 
daran,  wenn  sie  einen  gemeinverständlichen  Vortrag  zu  halten  in  die  Lage 
kommen.  Nur  die  der  Zahl  nach  Wenigen,  denen  die  Geschichte  ihrer 
Wissenschaft  zum  Forschungsgebiete  dient,  können  Gegenstände  ihrer 
gewohnten  Thätigkeit  behandeln ;  die  Anderen  werden  meistens  wohl  oder 
übel  zu  philosophischen  Stoffen  greifen,  der  Mathematik  wohl  verwandt, 
nicht  ihr  selbst  angehörend.  So  haben  die  Grundzüge  der  Wahrschein- 
lichkeitsrechnung ganz  besonders  häufig  dem  nach  einem  Vortragsstoffe 
Fahndenden  sich  dargeboten,  so  häufig,  dass  es  kaum  möglich  schien, 
ihnen  eine  noch  neue  Seite  abzugewinnen.  Wir  haben  mit  diesem  Aus- 
spruche bereits  unsere  Anerkennung  der  uns  vorliegenden  kleinen  Schrift 
nach  einer  Richtung  hin  ausgesprochen.  Es  ist  deren  Verfasser  gelungen, 
die  Frage  so  zu  stellen,  dass  die  Wahrscheinlichkeitsrechnung  selbst  erst 
als  Folgerung  aus  der  Beantwortung  entspringt.  Was  man  unter  Cau- 
salität  verstehe,  hat  er  untersucht,  und  er  hat  die  Ergebnisse  in  eine*. 
Form  gebracht,  welcher  nur  ein  paar  Functionalzeichen  fehlen,  um 
eine  mathematische  genannt  werden  zu  können.  Weber  unterscheidet. 
Classen  von  Ereignissen,   d.  h.  von  Zustandsänderungin'' innerhalb  der 
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Zeit.     Sind  alsdann   zwei   Classen  ^  ü^   W  derart  in  Abhän^gkeit   unter 
einander,    dass  jedem    ^-Ereignisse    ein    (/-Ereigniss  vorausgeht»     daas 
jedem    (/-Ereignisse    ein    ^-Ereigniss    nachfolgt,    so    ist    die    (7<C1as8e 
die  Ursachsclasse  der  Wirkungsciasse  der   W,     Er  zeigt  nun,  wie  unter 
den  Wirkungsclassen  auf  der  einen,  unter  den  Drsachsclassen   auf  der 
andern  Seite  einfachere  ausgeschieden  werden  können.     Sind  beide  sit* 
sammengehörige   Classen   der    27  und   W  einfach,  so   heisst  ihre  gegen- 
seitige Beziehung  Naturgesetz.     Naturgesetze  wurden  meistens  so   auf- 
gefunden,  dass  man  von   einer  ^-Classe  ausgehend  die  entsprechende 
l^-Classe  aufsuchte.     Dass  man  aber  überhaupt  für  jede   ^-Classe  eine 
{/-Classe  als  vorhanden   annimmt,   beruht  auf  der  dem  Menschen  inne- 
wohnenden Ueberzeugung  von  der  Oesetzmfissigkeit  der  Natur.     Weber 
nennt  als  Grundlage  sehr  passend  ein  Princip  der  Stetigkeit  der  Natur, 
darin  bestehend,   dass  geringfügige  Aenderungen  in  den  Ursachen  auch 
nur  geringfügige  Aenderungen  in  den  Wirkungen  hervorrufen,  ein  Prin- 
cip, dessen  Folge  das  sogenannte  Gesetz  der  grossen  Zahlen  in  der  Wahr- 
scheinlichkeitsrechnung ist.    Weber  prüft  nun  die  hier  in  dürftiger  Skisse 
dargelegten  Gedanken  an  der  Wirkungsciasse  der  Planetenbewegnng.    £r 
zeigt,  was  der  Eant'schen  Hypothese  von  1755  und  der  Laplace'schen 
von  1796,  welche   beide  die  ürsachsclassen  bilden  können,  gemeinsam, 
was   zwischen  ihnen  unterscheidend   ist.     Er  bespricht  insbesondere  die 
Kometentheorie  beider  und  kommt  schliesslich  auf  Grund  der  bisher  in 
die  Erfahrung  aufgenommenen  Thatsachen  zu  der  „Laplace'schen  An- 
nahme,   dass  die  Kometen  fremden  Ursprungs  seien,   als  der  ungleich 
allgemeineren   und   darum  nach  unserer  jetzigen  Kenntniss  wahrschein- 
licheren".    Die  Sprache,  in  welche  Weber  seine  feinen  Ausführungen 
gekleidet  hat,  ist  eine  nach  Möglichkeit  leicht  verständliche,  so  dass  auch 
nach   dieser  Richtung  der  Vortrag  seine  Leser  gewiss  befriedigen  wird* 

Cantor, 
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Historisch-literarische  Abtheilung. 


Kecensionen. 


Theorie  der  Oberflächen  asweiter  Ordnung  nnd  der  Ranmcnryen  dritter 
Ordnung  als  Erzengnisf  e  proj'ectiyischer  Gebilde.  Nach  Jacob  Stei- 
ner's  Principien  auf  synthetifichem  Wege  abgeleitet  von  Dr.  Hein- 
rich SoHROBTBR,  Professor  der  Mathematik  an  der  Universitftt  zu 
Breslau. 
In  kurzer  Aufeinanderfolge  ist  die  Literatur  der  synthetischen  Geo- 
metrie durch  zwei  Werke  bereichert  worden,  welche  denselben  Stoff 
behandeln,  nftmlich  die  Gebilde  zweiter  Ordnung.  —  Im  Jahre  1880 
erschien  Beyers  Geometrie  der  Lage,  II.  Theil,  qnd  im  Jahre  1881 
Schroeter's  vorliegendes,  718  Seiten  starkes  Werk:  Theorie  der  Ober- 
flächen zweiter  Ordnung  und  der  Raumcurven  dritter  Ordnung.  Ueber 
das  Verhalten  des  letzteren  Werkes  zum  ersten  spricht  sich  der  Verfasser 
im  Vorwort  aus:  „Während  Beye's  vortreffliches  Werk  sich  allgemei- 
nere Ausgangspunkte  gewählt  und  weitere  Grenzen  gesteckt  hat,  indem 
es  die  projecti  vischen  Systeme  dritter  Stufe,  die  Strahlen  Systeme  und 
Strahlen compl exe,  die  Fläche  dritter  Ordnung  und  das  Flächengebttsch 
in  den  Kreis  seiner  Betrachtung  zieht,  war  es  die  Absicht  des  Verfassers 
vorliegenden  Buches,  auf  die  Erforschung  der  beiden  einfachsten  Erzeug- 
nisse projecti vischer  Gebilde  im  Räume,  der  Fläche  zweiter  Ordnung  und 
der  Raumcurve  dritter  Ordnung  sich  zu  beschränken  und  auf  diesem 
engeren  Gebiete  eingehender  und  mit  den  einfachsten  Mitteln  zu  Werke 
zu  gehen. ^^  Wer  das  Rey ersehe  Werk  kennt,  wird  diesen  Entschluss 
Schroeter^s  nur  freudig  willkommen  heissen;  jenes  nimmt  an  jeder 
Stelle  alle  vorher  abgeleiteten  Resultate  ganz  und  voll  in  Anspruch  und 
verlangt  daher  eingehendes  Studium ,  welches  häufig  durch  die  oft  knappe 
Beweisfahrung  recht  mühevoll  wird.  Schroeter^s  Werk  setzt  stets  nur 
die  einfachsten  Mittel  voraus,  ist  im  Ausdruck  und  in  der  Beweisführung 
nicht  so  knapp  und  gestattet,  irgend  eine  Stelle  mit  Verständniss  zu 
lesen,  ohne  alles  Vorhergehende  durchgearbeitet  zu  haben. 

Steiner  hat  in  seinem  bahnbrechenden  Werke  „Systematische  Ent- 
wickelung    der    Abhängigkeit    geometrischer  Gestalten    unter    einander*' 

Blsk-Ut.  AbtUg.  d.  ZeltMhr.  f.  Math.  o.  Phyi.  XXVI,  6.  14 
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einen  Plan  vorgezeichnet,  nach  welchem  er  die  synthetische  Geometrie 
zu  behandeln  gedachte.  Er  selbst  hat  ihn  nicht  weiter  ausgeführt  Diesen 
Plan  durchzuführen,  bat  der  Verfasser  des  vorliegenden  Werkes  unter- 
nommen. Nachdem  er  die  „Theorie  der  Kegelschnitte,  gestützt  auf  pro- 
jectivische  Eigenschaften  *S  bearbeitet  und  im  Jahre  1876  die  zweite 
Auflage  besorgt  hatte,  sah  er  sich  naturgemäss  „der  grösseren  Aufgabe 
gegenüber,  die  Eigenschaften  der  einfachsten  Erzeugnisse  projectivischer 
Oebilde,  der  Flächen  zweiter  Ordnung  und  der  Raumcurven  dritter  Ord- 
nung in  einer  einheitlichen  und  möglichst  vollständigen  Darstellung  zu- 
sammenzufassen".    Diese  Aufgabe  hat  er  im  vorliegenden  Werke  gelöst. 

Die  räumlichen  Grundgebilde  theilen  sich  in  Stufen,  je  nach  der 
Mannichfaltigkeit  ihrer  Elemente.  Im  ersten  «Abschnitte  werden  die  Ge- 
bilde erster  Stufe,  das  ebene  Strahlenbüschel,  die  gerade  Punktreihe  und 
das  Ebenenbüschel  nebst  ihren  Erzeugnissen,  den  geradlinigen  Flächen 
zweiter  Ordnung  und  Raumcurven  dritter  Ordnung  behandelt.  Der  zweite 
Abschnitt  beschäftigt  sich  mit  den  Gebilden  der  zweiten  Stufe,  dem 
Strahlenbündel,  dem  Ebenenbündel,  dem  Punktfelde,  dem  Strablenfelde 
und  ihren  Erzeugnissen,  den  Oberflächen  zweiter  Ordnung,  die  keine 
Gerade  enthalten. 

In  den  ersten  vier  Paragraphen  werden  die  projecti vischen  Be- 
ziehungen der  Ebenenbüschel  in  perspectivischer  und  schiefer  Lage 
besprochen,  die  Doppelelemente  coaxialer  Ebenenbüschel  und  die  invo- 
lutorische  Lage  derselben  bebandelt.  Zwei  Aufgaben  über  Involutionen, 
welche  häufiger  verwendet,  findet  man  im  folgenden  §  5:  „Durch  eine 
gegebene  hyperbolische  Strahleninvolution  eine  gleichseitig -hyperbolische 
Ebeneninvolution  zu  legen '*  und  „Ein  ebenes  Strahlenbüschel  und  ein 
projectivisches  Ebenenbüschel  in  perspectivische  Lage  zu  bringen".  Darauf 
wendet  sich  die  Untersuchung  dem  Kegel  zweiter  Ordnung  und  zweiter 
Classe  zu.  Der  letztere  wird  definirt  als  der  Ort  sämmtlicher  Ebenen, 
welche  durch  die  Punkte  einer  Reihe  und  durch  die  homologen  Strahlen 
eines  projectivischen  Strahlenbüschels  gelegt  werden  können.  Aus  dieser 
Definition  ergiebt  sich  die  Identität  d^s  Kegels  zweiter  Classe  mit  dem 
Orte  sämmtlicher  Ebenen ,  welche  einen  festen  Punkt  mit  den  Tangenten 
eines  Kegelschnitts  verbinden.  Dual  gegenüber  steht  die  Erzeugung  des 
Kegels  als  Strahlengebilde  durch  die  Schnittlinien  homologer  Ebenen 
projectivischer  Ebenenbüschel,  deren  Axen  sich  schneiden.  Da  jeder 
ebene  Schnitt  eines  Kegels  ein  Kegelschnitt  ist,  so  geht  der  Kegel  aus 
der  Perspective  des  Kegelschnitts  hervor,  erscheint  jedoch  andererseits 
als  dualistisch  gegenübersthendes  Gebilde  des  ebenen  Kegel- 
schnittes. Den  Punkten  des  Kegelschnittes  entsprechen  die  Berührungs- 
ebenen des  Kegels,  den  Tangenten  des  ersteren  die  Kegelstrahlen,  der 
Ebene  des  Kegelschnittes  der  Mittelpunkt  des  Kegels.  —  Denkt  man  sich  das 
ebene  Polarsystem  aus  einem  Punkte  projicirt,  so  erhält  man  das  Polar- 
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bttndel;  die  incidenten  Elemente  desselben  bilden  die  Strahlen  und 
Bertthrnngsebenen  eines  reellen  oder  imaginären  Kegels.  Die  allgemeinen 
Eigenschaften  des  Polarbtindels  ergeben  sich  zwar  aus  der  Perspective 
des  ebenen  Polarsystems,  werden  jedoch  (§§  7  und  8)  unabhängig  davon 
aus  den  Elementen  der  projecti vischen  Gebilde,  welche  den  Kegel  erzeu- 
gen, hergeleitet. 

Als  besonders  einfacher  Fall  wird  das  orthogonale  Polarbündel 
hervorgehoben;  darunter  werden  die  sämmtlichen  Strahlen  eines  Punktes 
und  die  in  ihm  dazu  rechtwinkligen  Ebenen  als  Polarstrahlen  und  Polar- 
ebenen verstanden.  Der  Kernkegel  dieses  Polarbtindels,  d.  i.  die 
Geaammtheit  seiner  incidenten  Strahlen  und  Ebenen,  ist  imaginär  und 
schneidet  die  unendlich  ferne  Ebene  in  ihrem  imaginären  Kreise. 

Zunächst  werden  die  Hauptaxen  und  Hauptebenen  des  Polar- 
bündels und  darauf  seine  Brennstrahlen  und  Kreisebenen  behan- 
delt, d.  h.  diejenigen  Strahlen,  in  denen  die  Involutionen  conjugirter 
Ebenen  und  diejenigen  Ebenen,  in  denen  die  Involutionen  conjugirter 
Strahlen  orthogonal  sind.  Die  Eigenschaften  der  einen  lassen  sich  aus 
denen  der  anderen  ableiten,  wenn  man  rechtwinklig  auf  einander  bezo- 
gene Strahlen-  und  Ebenenbündel  zu  Hilfe  nimmt,  ein  Mittel,  das 
häufiger  angewendet  wird.  Die  abgeleiteten  Eigenschaften  des  Kegels, 
„welche  sich  an  die  Brennstrahlen  und  Kreisebenen  anschliessen  und 
deren  Analogie  mit  den  Brennpunktseigenschaften  der  Kegelschnitte  durch 
eine  uneingeschränkte  Dualität  ergänzt  wird*S  ergeben  andere  Erzeu- 
gongsarten  des  Kegels. 

In  der  Geometrie  des  Raumes  (,, Punktes'*  steht  S.  67  Z.  2)  nimmt 
ein  besonderer  Kegel,  der  orthogonale,  eine  ähnliche  Stellung  ein, 
wie  der  Kreis  in  der  Geometrie  der  Ebene.  Er  ist  der  Ort  der  Schnitt- 
linien zweier  orthogonalen  Ebenen,  welche  durch  zwei  feste  sich  schnei- 
dende Gerade  gehen.  Zu  diesen  Geraden  sind  die  Kreisschnitte  recht- 
winklig; die  Ebene  dieser  Geraden  ist  eine  Hauptebene.  Die  Analogie 
dieses  Kegels  mit  dem  Kreise  tritt  noch  mehr  hervor.  Wie  dieser  durch 
zwei  projectivisch- gleiche  Strahlenbüschel,  so  kann  jener  auf  unendlich 
viele  Arten  durch  projectivisch -gleiche  Ebenenbüschel  erzeugt  werden; 
wie  der  Kreis  der  Ort  eines  Punktes  ist,  dessen  Abstände  von  zwe^ 
festen  Punkten  ein  constantes  Verhältniss  haben,  so  ist  der  orthogonale 
Kegel  der  Ort  eines  Punktes,  dessen  Abstände  von  zwei  festen  sich 
schneidenden  Geraden  in  einem  unveränderlichen  Verhältnisse  stehen. 
Ergänzt  werden  auch  hier  wieder  die  Eigenschaften  dieses  Kegels  durch 
diejenigen  des  dualen  Gebildes,  welches  auf  folgende  Art  erzeugt  wird: 
„Wenn  die  Schenkel  eines  rechten  Winkels  mit  unbewegtem  Scheitel  sich 
in  zwei  festen  Ebenen  EE^  bewegen,  so  umhüllt  seine  Ebene  einen  Kegel, 
welcher  die  Ebenen  EE^  berührt  und  dessen  Brennstrahlen  zu  diesen 
Ebenen  normal  sind."  L.,ytizedby  vnOOglC 
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Die  in  diesem  umfassenden  Znsammenbange  wobl  zum  ersten  Male 
znsammengestellten  Eigenschaften  des  orthogonalen  Kegels  eignen  sich 
wegen  ihrer  ausgeprägten  Analogie  mit  denen  des  Kreises  dürcbans  Bnm 
Ausgangspunkte  elementarer  Forschung,  welche  in  der  Darlegung  der 
Beziehungen  räumlicher  Gebilde  eigentlich  noch  nirgends  so  recht  zur 
OeltuDg  gekommen  ist.  In  der  weiteren  Besprechung  wird  sich  noch 
öfter  Gelegenheit  finden,  auf  den  elementaren  Charakter  mancher  räum- 
lichen Gebilde  aufmerksam  zu  machen.  Es  mag  vorweg  erwähnt  werden 
der  gleichseitige  Kegel,  das  orthogonale  Hyperboloid,  das  gleichseitige 
Hyperboloid,  besonders  auch  in  seinen  Beziehungen  zum  Tetraeder,  daa 
hyperbolische  Paraboloid.  Alle  diese  Flächen  sind  der  elementaren 
Untersuchung  durphaus  zugänglich,  d.  h.  sie  verlangen  zur  Erforschung 
ihrer  wesentlichsten  Eigenschaften  nicht  die  projectivischen  Beziehungen. 

Bei  der  Behandlung  der  ebenen  Schnitte  eines  Kegels  entsteht  die 
Frage  nach  denjenigen  Schnitten,  welche  besondere  Curven  zweiter  Ord- 
nung, also  namentlich  Kreise  oder  gleichseitige  Hyperbeln  herausschnei- 
den. In  Beantwortung  der  ersten  Frage  ist  gezeigt,  dass  es  nur  zwei 
Stellungen  einer  Ebene  giebt,  in  denen  sie  den  Kegel  in  Kreiden  schnei- 
det, welche  seinen  cyklischen  Ebenen  parallel  sind.  Gleichseitige  Hyper- 
beln kann  eine  Ebene  jedoch  in  unendlich  vielen  Stellungen  aus  dem 
Kegel  herausschneiden.  Zieht  man  nämlich  im  Mittelpunkte  9  eines 
Kegels  senkrecht  zu  einem  Kegelstrahle  x  eine  normale  Ebene  |,  welche 
den  Kegel  in  den  Strahlen  y  und  z  schneidet,  so  schneidet  jede  zu  den 
Ebenen  [o:^]  und  [a?z]  parallele  Ebenen  den  Kegel  in  einer  gleichseiti- 
gen Hyperbel.  Wenn  die  Ebene  einer  solchen  gleichseitigen  Hyperbel 
auf  einem  Kegelstrahle  x  senkrecht  steht,  so  bilden  die  Strahlen  xyz 
ein  rechtwinkliges  Dreikant.  Der  Kegel  heisst  in  diesem  Falle  ein 
gleichseitiger  Kegel;  auf  ihm  liegen  unendlich  viele  rechtwinklige 
Dreikante  und  jede  zu  einem  Kegelstrahle  senkrechte  Ebene  schneidet 
ihn  daher  in  einer  gleichseitigen  Hyperbel. 

Eine  Analogie  dieses  Kegels  mit  der  gleichseitigen  Hyperbel  lässt 
die  folgende  Eigenschaft  erkennen:  „Jeder  Kegel  zweiter  Ordnung,  wel- 
cher durch  ein  Dreikant  und  seinen  Höhenstrahl  gelegt  werden  kann, 
ist  ein  gleichseitiger  Kegel."  Aus  der  Betrachtung  eines  Dreikants  und 
seines  Höhenstrahles  folgt  eine  interessante  Eigenschaft  des  Tetraeders: 
Bei  einem  Tetraeder  kreuzen  sich  alle  drei  Paare  von  Gegenkanten  recht- 
winklig, wenn  zwei  Paare  dieses  thun.  Von  diesem  Tetraeder,  auf  wel- 
chen Baltzer  in  seinen  Elementen  der  Mathematik  aufmerksam  macht, 
werden  S.  85 — 87  noch  andere  Eigenschaften  abgeleitet,  so  unter  anderen, 
dass  seine  Höhen  sich  in  einem  Punkte  schneiden,  in  welchem  sich  auch 
die  kürzesten  Abstände  der  Gegenkanten  treffen. 

Die  Untersuchung  der  geradlinigen  Flächen  zweiter  Ordnung  wird 
in  den  folgenden  Paragraphen  fortgesetzt;  es  wird  zunächst  die  Identität 
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der  Erzeugnisse  projectivischer  Ebenenbüschel  und  projectiviscber  Funkt- 
reihen  nachgewiesen ,  deren  Axen  sich  nicht  schneiden.  Ein  solches 
£rzengniss  heisst  eine  Regelschaar;  sie  ruft  sofort  noch  eine  zweite 
hervor  und  beide  bilden  ein  einfaches  Hyperboloid.  Ans  der  Ent- 
wickelang seiner  EigenschaPten  ergiebt  sich,  dass  die  vier  Höhen  eines 
Tetraeders  hyperbolische  Lage  haben,  d.h.  einer  Begelschaar  angehören, 
dass  also  die  vier  Höhen  eines  Tetraeders  sich  treffen,  wenn  zwei  sich 
schneiden. 

Zn  dem  Mittelpunkte  und  den  Hauptaxen  des  Hyperbo- 
loids gelangt  man  auf  folgendem  Wege.  Wenn  /  und  g^  l^  und  g^,  /, 
und  g^  drei  Paare  paralleler  Erzeugender  der  beiden  Regeischaaren  sind, 
80  bilden  die  Ecken  (/^j)»  iho)^  (^^i)*  ih9)  ^^^  Ecken  eines  Parallelo- 
gramms, dessen  Diagonalenschnittpunkt  mit  dem  Mittelpunkte  2Sl  des 
Hyperboloids  zusammenfällt.  Die  Parallelen  durch  ihn  zu  den  Erzeu- 
genden des  Hyperboloids  bilden  den  Asymptotenkegel,  dessen  Haupt- 
axen mit  denen  des  Hyperboloids  sich  decken.  Da  jede  Ebene  das 
Hyperboloid  und  seinen  Asymptotenkegel  in  ähnlichen  Curven  schneidet, 
80  gelangt  man  gleichzeitig  zu  den  Kreisschnitten  beider  Flächen. 

Für  die  Anschauung  ist  es  ungemein  schwierig,  sich  aus  der  Erzeu- 
gung des  Hyperboloids  von  der  Form  desselben  eine  richtige  Vorstellung 
zu  machen,  also  beispielsweise  der  Bewegung  einer  Geraden  zu  folgen, 
weiche  auf  drei  anderen  sich  nicht  schneidenden  Geraden  gleitet.  Des- 
halb wird  es  Jeder,  der  an  das  Studium  dieser  Flächen  herantritt,  dank- 
bar anerkennen,  dass  der  Verfasser  durch  eingehende  Discussion  der 
Schnitte  in  den  HaupteBenen  und  durch  Construction  des  Hyperboloids 
ein  deutliches  Bild  dieser  Fläche  entwirft. 

Einige  lineare  Construction en  des  Hyperboloids,  welche  geeignet 
sind,  die  Vorstellung  von  seiner  Form  zu  vervollständigen,  1.  aus  drei 
Erzeugenden  einer  Regelschaar,  2.  aus  zwei  Paaren  von  Erzeugenden 
beider  Schaaren  und  einem  Punkte,  3.  aus  zwei  Erzeugenden  der  einen, 
einer  der  andern  Schaar  und  zwei  Punkten,  4.  zwei  Erzeugenden  einer 
Schaar  und  vier  Punkten,  5.  aus  einer  Erzeugenden  aus  jeder  Schaar 
und  fünf  Punkten,  6.  aus  sechs  Punkten,  entwickelt  §  16. 

Die  einfachen  projectivischen  Beziehungen  der  Gebilde,  welche  das 
Hyperboloid  erzeugen,  führen  zu  polaren  Zuordnungen  und  zum  räum- 
lichen Polarsystem.  Doch  wird  die  Betrachtung  des  letzteren  an 
dieser  Stelle  bald  abgebrochen,  weil  es  später  (§  19)  eingehender  unter- 
sucht wird.  Wie  vom  Kegel  zum  Polarbündel,  so  gelangt  man  also  vom 
Hyperboloid  zum  räumlichen  Polarsystem ;  „  die  Polareigenschaften  treten 
naturgemäss  in  den  Mittelpunkt  der  Betrachtung^'. 

Aus  drei  Erzeugenden  ll^l^  der  einen  Regelschaar  und  drei  Erzeu- 
genden ggig^  der  andern  lassen  sich  sechs  windschiefe  Sechsseite  zusam- 
menstellen, welche  ganz  auf  dem  Hyperboloid  verlaufen.  ^,y@;t>ijp<le^jnftn.  ^ 
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je   zwei   aufeinanderfolgende   Seiten   eines  Sechsecks   durch  Ebenen,    so 
erhält  man  ein  einfaches  Sechsflach.     In  einem  solchen  Sechsseite  schnei* 
den   sich  die   drei  Verbindungslinien    der  gegenüberliegenden   Ecken   in 
einem  Punkte  und  in  einem  solchen  Sechsflach  schneiden  sich  die  gegen- 
überliegenden Ebenen  in  drei  Geraden,  die  in  einer  Ebene  liegen.    Diese 
interessanten   Sätze,   welche   den  Sätzen   des   Pascal  und   Briauchon 
analog  sind,   enthalten  letztere   als  specielle  Fälle  und  nicht  nur  diese, 
sondern  auch  ihre  St  ein  er' sehe  Erweiterung,  wenn  man  die  räumliche 
Figur   durch   eine  Transversalebene  schneidet.     Wie  sehr  die  Polaritäts- 
beziehungen  den  Mittelpunkt  der  Untersuchungen  bilden,  zeigt  sich  auch 
an  dieser  Stelle  dadurch ,  dass  die  Eigenschaften  des  windschiefen  Sechs- 
seits  und   Sechsflachs   polare  Zuordnungen   ergeben,   die  wiederum   zum 
räumlichen  Polarsystem  führen ,  „  dessen  Zusammenhang  und  Eigenschaf- 
ten sich  durch  weitere  Verfolgung  dieser  Untersuchung  ergeben  würden*^ 
Der  Verfasser  zieht  es  jedoch  vor,  dasselbe  unmittelbar  £us  den  Elemen- 
ten der  projectivischen  Gebilde  zu  construiren,   welche  das  Hyperboloid 
erzeugen.     Sind   H^ABC ,..  X)  und  1^{^A^B^C^.,.X^   zwei  projectivische 
Punktreihen,   deren  Träger   sich   nicht  schneiden,  so   sind  die  Ebenen- 
bttschel  /  [i^i  B^C^,,,  X^  und  l^[ABC.,,X]  auch  projectivisch  und  erzeu- 
gen dieselbe  Begelschaar,  wie  jene  Punktreihen.     Eine  Ebene  E  treffe  / 
und  l^  in  X  und  Fj;  die  Verbindungslinie  X^  7  der  entsprechenden  Punkte 
treffe  E  in  P^;   macht  man  X^YP^P  harmonisch,   so   heisst  P  der  Pol 
der  Ebene  J?.     In  umgekehrter  Folge  ergiebt  sich  zum  Punkte  P  die 
Polarebene  E,     Wie  aber   das  Hyperboloid   gleichzeitig  durch  projec- 
tivische Punktreihen  und   projectivische  Ebenenbüschel  erzeugt  wird,  so 
folgt    aus  der  zweiten  Erzeugung  eine  zweite   Definition  von   Pol  und 
Polarebene,  welche  als  identisch  mit  der  ersten  nachgewiesen  wird.    Das 
System  der  in  dieser  Weise  einander  zugeordneten  Punkte  und  Ebenen  ist 
das  schon  wiederholt  gefundene  räumliche  Polarsystem.     Aus  dieser  ein- 
fachen Constituirung   des  Polarsystems  ergeben   sich  seine  wesentlichen 
Beziehungen  und   führen   unter  Anderem  zu  einem  Gebilde,   das  wegen 
seines  häufigen  Vorkommens  und  seiner  wichtigen  Bolle  in  allen  Unter- 
suchungen  über  Flächen  zweiter  Ordnung  hervorgehoben  werden,  musa, 
zum    Polartetraeder,    in    welchem   je    zwei    Gegenkanten    conjugirte 
Strahlen  sind  und  jede  Ecke  ihre  Gegenseite  als  Polarebene  hat. 

Die  Znordnung  der  Punkte,  Strahlen  und  Ebenen,  wie  sie  im  Polar- 
system ihren  Ausdruck  gefunden  hat,  ging  aus  der  projectivischen  Be- 
ziehung derselben  Punktreihen  und  Ebenenbüschel  hervor,  welche  das 
Hyperboloid  erzeugen.  Dieses  steht  daher  mit  dem  Polarsystem  in  eng- 
stem Zusammenhange,  welcher  in  der  That  dadurch  einen  neuen  Aus- 
druck erhält,  dass  jeder  Punkt  des  Hyperboloids  auf  seiner  Polarebene 
liegt,  dass  jede  Berührungsebene  desselben  durch  ihren  Pol  geht,  dass 
je  zwei  conjugirte  Strahlen ,  welche  sich  begegnen ,  auf  dem  Hyperboloid 
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liegen ,  dass  jede  sich  selbst  conjagirte  Gerade  ein  Hyperboloidstrabl  ist, 
oder  in  anderer  Fassung:  ,|Alle  incidenten  Elemente  des  Polarsystems 
liegen  auf  dem  Hyperboloid.  Letzteres  kann  man  auf  unendlich  viele 
Arten  durch  zwei  projectivische  Punktreihen  oder  Ebenenbüschel  erzeu- 
gen ;  die  aus  den  verschiedenen  projectivischen  Beziehungen  hervorgehen- 
den Polarsysteme  sind  identisch.  Dadurch  wird  die  Unabhängigkeit  des 
Polarsystems  von  den  erzeugenden  Gebilden  erwiesen.  Die  Abhängigkeit 
des  Polarsystems  und  Hyperboloids,  welche  derart  ist,  dass  das  eine  als 
Vertreter  des  andern  angesehen  werden  kann,  muss  sich  auch  darin  zei- 
gen, dass  jedes  aus  derselben  Zahl  bestimmender  Elemente  construirt 
werden  kann.  Von  der  Wahl  dieser  Bestimmungsstttcke  wird  es  abhängen, 
ob  es  im  Polarsystem  incidente  Elemente  giebt  oder  nicht,  ob  dasselbe 
eine  Kern  fläche  hat  oder  nicht.  Im  letzteren  Falle  einer  imaginären 
Eernfläche  ist  das  Polarsystem  als  Vertreter  dieser  Fläche  anzusehen. 
Wenn  das  Polarsystem  incidente  Gerade,-  d.  i.  sich  selbst  conjugirte 
Strahlen  hat,  so  ist  die  Kernfläche  ein  einfaches  Hyperboloid,  im  andern 
Falle  eine  Oberfläche  zweiter  Ordnung,  auf  welcher  keine  reellen  Gera- 
den liegen. 

So  gelangt  die  Darstellung  durch  Construction  des  Polarsystems  zu 
sämmtlichen  Oberflächen  zweiter  Ordnung.  Bei  dieser  Construction  gilt 
als  einfaches  Bestimmun gssttick  ein  Paar  conjugirter  Punkte  oder  Ebenen, 
als  zweifaches  eine  Gerade  mit  ihrer  zugehörigen  Punkt-  oder  Ebenen- 
involution, als  dreifaches  ein  Paar  Pol  und  Polarebene  oder  eine  sich 
selbst  conjugirte  Gerade,  als  vierfaches  ein  Paar  conjugirter  Strahlen, 
als  fünffaches  ein  ebenes  Polarsystem  oder  ein  Polarbündel,  als  sechs- 
faches ein  Polartetraeder,  als  achtfaches  ein  Paar  Pol  und  Polarebene 
mit  dem  im  ersteren  liegenden  Polarbündel.  Hieraus  ergiebt  sich,  dass 
neun  einfache  Bestimmungsstücke  zur  Construction  des  Polarsystems 
erforderlich  sind. 

Aus  der  näheren  Untersuchung  eines  Polartetraeders  (§  22)  ergeben 
sich  weitere  Eigenschaften  des  Polarsystems,  welche  drei  AYten  von 
Polar  Systemen  unterscheiden  lassen  (§  23).  Die  erste  Art  hat  auf 
jedem  Paare  conjugirter  Strahlen  ungleichartige  Involutionen  und  stets 
eine  reelle  Kernfläche  ohne  reelle  Gerade;  die  zweite  und  dritte  Art 
haben  auf  jedem  Paare  conjugirter  Strahlen  gleichartige  Involutionen  und 
entweder  eine  reelle  Kernfläche  mit  reellen  Geraden  oder  eine  imaginäre 
Kernfläche. 

Vermittelst  zweier  Gebilde  von  zweifach  unendlicher  Mannichfaltig- 
keit,  eines  Ebenenbündels  und  Strahlenbttndels,  deren  reciproke  Beziehung 
aus  den  Eigenschaften  des  Polarsystems  folgt,  wird  dann  die  Kernfläche 
des  räumlichen  Polarsystems  unabhängig  davon  construirt,  ob  dieselbe 
Gerade   enthält  oder  nicht  (§  24).     Umgekehrt  kann  diese  Beciprocität 
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(§  26)  zur  Constrnction  der  Flächen  zweiter  Ordnung  und  zur  Herstellnng 
des  räumlichen  Folarsjstems  benatzt  werden. 

Nach  der  Untersuchung  des  allgemeinen  Hyperboloids  wendet  sich 
der  Verfasser  zur  Betrachtung  specieller  Hyperboloide,  zunächst  des 
ortbogonalen  Hyperboloids.  Es  wird  definirt  als  Kernfläche  in  demjenigen 
räumlichen  Polarsystem,  in  welchem  die  zugehörigen  Ebeneninvolutionen 
zweier  conjugirten  Strahlen  orthogonal  sind ;  es  erscheint  auch  als  Durch- 
schnitt je  zweier  senkrechten  Ebenen  zweier  Ebenenhüschel ,  deren  Axen 
sich  nicht  schneiden.  Als  charakteristische  Eigenschaft  ergiebt  sich,  dass 
seine  Ereisschnitte  zu  den  Axen  dieser  Ebenenbüschel  senkrecht  stehen. 
Zwischen  dem  orthogonalen  Kegel  und  orthogonalen  Hyperboloid  wird 
ausser  den  angeführten  analogen  Eigenschaften  noch  dadurch  eine  nähere 
Beziehung  hergestellt,  dass  der  Asymptotenkegel  des  orthogonalen  Hyper- 
boloids ein  orthogonaler  Kegel  ist,  woraus  sich  sofort  ergiebt,  dass  das 
orthogonale  Hyperboloid  durch  projectivisch  -  gleiche  Ebenenbüschel  sich 
erzeugen  lässt.  Eine  weitere  Analogie,  auch  mit  dem  Kreise,  findet  sich 
darin ,  dass  das  Verhältniss  der  Abstände  irgend  eines  Hyperboloidpunk- 
tes von  den  Axen  der  orthogonalen  Ebeneninvolutionen  constant  ist. 

Auf  einen  wesentlichen  unterschied  mit  dem  orthogonalen  Kegel 
muss  noch  aufmerksam  gemacht  werden.  Während  der  erstere  nur  zwei 
Brennstrahlen,  d.  i.  Gerade  mit  orthogonalen  zugehörigen  Ebeneninvo- 
lutionen, hat,  hat  das  letztere  eine  vierfach  -  unendliche  Schaar  von  con- 
jugirten Strahlenpaaren,  in  denen  die  Ebeneninvolutionen  conjugirter 
Ebenen  orthogonal  sind.  Auch  für  je  zwei  dieser  conjugirten  Strahlen 
gilt  die  Eigenschaft,  dass  jeder  Punkt  des  Hyperboloids  von  ihnen  ein 
constantes  Abstandsverhältniss  hat.  Der  Werth  des  letzteren  ist  ver- 
änderlich. —  Diese  merkwürdige  Eigenschaft  findet  sich  mitgetheilt  in 
einer  Abhandlung  „üeber  ein  einfaches  Hyperboloid  von  besonderer  Art. 
Von  H.  Schröter'*,  Journal  für  die  reine  und  angewandte  Mathematik 
Band  85.  In  das  vorliegende  Werk  hat  sie  der  Verfasser  nicht  auf- 
genommen. 

An  die  Untersuchung  des  orthogonalen  Hyperboloids  schliesst  sich 
diejenige  des  gleichseitigen  Hyperboloids  an,  „welches  sich  zu  jenem  in 
ähnlicher  Weise  verhält,  wie  die  gleichseitige  Hyperbel  zum  Kreise". 
Eine  Haupteigenschaft  des  gleichseitigen  Hyperboloids  ist  diejenige,  von 
jeder  zu  einer  Erzeugenden  senkrechten  Ebene  in  einer  gleichseitigen 
Hyperbel  geschnitten  zu  werden. 

Auf  eine  einfache  Transformation  des  Kreises  in  die  gleichseitige 
Hyperbel,  des  orthogonalen  Kegels  in  den  gleichseitigen  und  des  ortho- 
gonalen Hyperboloids  in  das  gleichseitige  möchte  Referent  aufmerksam 
machen ,  welche  das  ähnliche  Verhalten  dieser  Gebildepaare  klar  darlegt. 
Senkrecht  zu  einer  Erzeugenden  g  eines  orthogonalen  Kegels  oder  Hyper- 
boloids sei  dieses  in  einem  Kreise  if  geschnitten,  dessen  Peripherie  der 
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Oeraden  ^  in  ^  begegnet;  in  G  sei  a  die  Tangente  an  E.  Dem  Punkte 
G  liegt  diametral  gegenüber  der  Punkt  ^;  legt  man  durch  die  Geraden 
g  und  a  eine  Ebene  a,  bo  liegen  alle  Punkte,  welche  die  Punkte  des 
orthogonalen  Kegels  oder  Hyperboloids  von  A  und  a  harmonisch  trennen, 
auf  einem  gleichseitigen  Kegel  oder  Hyperboloid  und  alle  Punkte,  welche 
die  Punkte  des  Kreises  K  von  A  und  a  harmonisch  trennen,  auf  einer 
gleichseitigen  Hyperbel. 

Jedes  gleichseitige  Hyperboloid  enthält  unendlich  viele  Tripel  senk- 
reehter  Erzeugender.  Sind  ll^l^  drei  solche  einer  Regelschaar,  gOiQ^  die 
ihnen  parallelen  der  andern ,  so  bilden  diese  sechs  Geraden  ein  rechtwink- 
liges räumliches  Sechsseit,  dessen  Ecken  auf  einer  mit  dem  Hyperboloid 
concentrischen  Kugel  liegen,  welche  auch  die  Schnittpunkte  je  dreier  zu 
einander  normaler  Bertihrungsebenen  enthält.  —  Die  sechs  Seiten  dieses 
Sechsecks  sind  sechs  Kanten  eines  Parallelepipedons,  dessen  tibrige  sechs 
Kanten  nicht  auf  dem  Hyperboloid  liegen.  Sind  a^b^c*  die  Potenzen  der 
Involutionen  auf  seinen  Hauptaxen ,  so  haben  alle  solche  Parallelepipeda 
das  constante  Volumen  4a bc. 

Zum  gleichseitigen  Hyperboloid  steht  ein  allgemeines  Tetraeder  in 
der  Beziehung,  dass  seine  vier  Höhen  stets  auf  einem  gleichseitigen 
Hyperboloid  liegen;  es  können  also  drei  beliebige  Erzeugende  eines  sol- 
chen stets  als  drei  Höhen  eines  Tetraeders  angenommen  werden.  Auch 
die  hieran  sich  knüpfende  Frage,  welche  Lage  drei  Gerade  haben  müssen, 
um  Höhen  eines  Tetraeders  sein  zu  können,  findet  ihre  Erledigung  (S.  207). 
In  Analogie  mit  einem  bekannten  Dreieckssatze  wird  folgende  hübsche 
Eigenschaft  des  Tetraeders  nachgewiesen,  dass  sein  Schwerpunkt,  der 
Mittelpunkt  der  umgeschriebenen  Kugel  und  der  Mittelpunkt  des  gleich- 
seitigen Hyperboloids,  auf  welchem  die  vier  Tetraederhöhen  liegen,  auf 
einer  Geraden  sich  befinden. 

Wenn  der  Mittelpunkt  eines  Hyperboloids  ins  Unendliche  rückt,  so 
nennt  man  dasselbe  ein  hyperbolisches  Paraboloid,  dessen  charak- 
teristische Eigenschaft  darin  besteht,  dass  die  Erzeugenden  der  einen 
Begelschaar  irgend  zwei  der  andern  in  ähnlichen  Punktreihen  schnei- 
den. Die  unendlich  ferne  Ebene  schneidet  die  Fläche  in  zwei  reellen 
Erzeugenden,  so  dass  also  sämmtliche  Erzeugende  einer  Begelschaar 
einer  festen  Ebene  parallel  laufen.  Als  Bedingung  für  die  Erzeugung 
eines  hyperbolischen  Paraboloids  durch  projectivische  Ebenenbüschel 
findet  man,  dass  dasjenige  Ebenenpaar,  welches  auf  dem  kürzesten  Ab- 
stände der  Axen  senkrecht  steht,  ein  Paar  entsprechender  Ebenen  ist. 
Analog  mit  einer  bekannten  Parabelerzeugung  wird  gezeigt,  dass  die 
Senkrechten  aus  den  Punkten  einer  Geraden  auf  die  homologen  Ebenen 
eines  projecti vischen  Ebenenbüschels  eine  Begelschaar  eines  hyperboli- 
schen Paraboloids  bilden.  Dann  wird  die  Bichtung  der  Axe  bestimmt 
und  nachgewiesen,   dass  die  Fläche  nur  parabolische  a;;^4u^b7P^J[b<^i^^lc 
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Schnitte  hat,  dass  die  Parabelschnitte  in  den  beiden  Hanptebenen  ihre 
Oeffnungen  nach  entgegengesetzter  Richtung  kehren  und  endlich,  dass 
ein  hyperbolisches  Paraboloid  auf  zweifach -unendlich  viele  Arten  durch 
projectivisch  •  gleiche  Puuktreihen  erzeugt  werden  kann. 

Stehen  die  beiden  unendlich  fernen  Erzeugenden  auf  einander  senk- 
recht, so  erhält  man  ein  gleichseitig-hyperbolisches  Paraboloid,  bei  welchem 
die  Parabeln  in  den  Hauptschnitten  einander  gleich  werden.  Als  Beding 
ung,  unter  welcher  zwei  projectiyische  Pnnktreihen  ein  gleichseitig -hyper- 
bolisches Paraboloid  erzeugen ,  ergiebt  sich  das  projectivische  Entsprechen 
der  beiden  Punkte,  in  denen  die  Träger  von  ihrem  kürzesten  Abstände 
getroffen  werden.  Die  Begelschaaren  dieses  Paraboloids  erhält  man  auch, 
wenn  man  aus  den  Punkten  einer  jeden  von  zwei  Geraden  Senkrechte 
auf  die  andere  flillt.  —  Von  solchen  conjugirten  Geraden,  in  denen  die 
Ebeneninvolutionen  conjugirter  Ebenen  orthogonal  sind,  hat  jeder  Punkt 
der  Fläche  gleichen  Abstand. 

Besonders  aufmerksam  wird  darauf  gemacht,  dass  das  gleichseitig- 
hyperbolische Paraboloid  die  charakteristischen  Eigenschaften  des  ortho- 
gonalen und  gleichseitigen  Hyperboloids  in  sich  vereinigt.  Allerdings 
degeneriren  die  Kreisschnitte  in  Linienpaare,  welche  durch  die  Kreis- 
punkte der  unendlich  fernen  Erzeugenden  gehen. 

Hiermit  wird  die  Untersuchung  der  geradlinigen  Flächen  zweiter  Ord- 
nung geschlossen.  —  Ausser  der  Fülle  neuer  Eigenschaften ,  welche  dem 
Leser  geboten  werden,  ist  besonders  hervorzuheben,  dass  nirgends  eine 
ähnliche,  so  ins  Einzelne  gehende  Zusammenstellung  und  Herleitung  der 
Eigenschaften  dieser  Flächen  gefunden  werden  dürfte.  Die  Entwickelnng 
derselben  geht  tiberall  von  den  einfachsten  projectivischen  Beziehungen 
aus  und  ist  so  einfach,  klar  und  übersichtlich,  dass  man  das  Buch  mit 
Leichtigkeit  lesen  kann;  ohne  schwierigeres  und  anstrengendes  Stu- 
dium gelangt  auch  der  Anfänger  zur  vollständigen  Vertrautheit  mit  diesen 
Flächen  und  besonders  auch  durch  die  anschauliche  Art  der  Darstellung 
zur  Fähigheit,  sich  dieselben  deutlich  vorstellen  zu  können.  Viele  der 
mitgetheilten  Eigenschaften  und  Erzeugungsarten  sind  metrischer  Natur 
und  haben  dadurch  mehr  oder  weniger  elementaren  Charakter.  Sie  lassen 
sich  deshalb  auch  meist  auf  elementarem  Wege,  also  ohne  Benutzung 
projectivischer  Beziehungen  ableiten,  wie  der  Verfasser  selbst  in  der  schon 
erwähnten  Abhandlung  im  Crelle-Borchard tischen  Journal  gezeigt 
hat.  Hierin  aber  liegt  eine  Anregung  zur  Beschäftigung  mit  diesen 
Flächen,  die  trotz  der  grossen  Erfolge  der  synthetischen  Geometrie  and 
der  allmälig  sich  auch  auf  unseren  Universitäten  weiter  ausbreitenden 
geometrischen  Studien  doch  noch  immer  nicht  eines  allgemeineren  syn- 
thetischen Studiums  von  Seiten  der  Mathematiker  sich  erfreuen. 

Aber  nicht  nur  Bekanntschaft  mit  diesen  Flächen  gewährt  die  vor- 
liegende Bearbeitung  derselben,  sondern  auch  Anregung  und  Anleitung 
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ZQ  eigener  Bescbäftignng  durch  die  Art  der  Behandlang  nnd  das  Hervor- 
beben  der  analogen  Eigenschaften.  So  dürfte  es  nicht  schwer  werden 
nnd  ist  im  Interesse  eigenen  Schaffens  durchaus  anznratben,  die  beim 
allgemeinen  Kegel  oder  beim  orthogonalen  and  gleichseitigen  angewen- 
dete Art  der  Ableitung  der  Eigenschaften  bei  dem  allgemeinen  oder  ortho- 
gonalen oder  gleichseitigen  Hyperboloid  nachzubilden,  zumal  immer  nur 
die   einfachsten   projectivischen  Beziehungen   als  Ausgangspunkt  dienen. 

Wie  die  geradlinigen  Flächen  das  Erzeugniss  zweier  projectivischen 
Gebilde  sind,  so  ist  die  Raumcurve  dritter  Ordnung  das  Erzeugniss  dreier 
projectiyischen  Ebenenbfischel ,  erscheint  demnach  auch  als  Durchschnitt 
zweier  einfachen  Hyperboloide,  die  eine  Erzeugende  gemein  haben.  Aus 
dieser  Erzeugungsart  werden  die  bekannten  Eigenschaften  der  Raum- 
curve abgeleitet  (§  31),  wird  ihre  Construction  aus  gegebenen  Punkten 
gefolgert  (§  32),  die  lineare  Construction  eines  siebenten  Punktes  aus 
sechs  gegebenen  auf  verschiedene  Arten  gelehrt,  die  Zahl  der  Schnitt- 
punkte zweier  Ranmcurven  dritter  Ordnung  auf  einem  Hyperboloid 
bestimmt  nnd  schliesslich  gefolgert  (8.  251),  dass  im  Allgemeinen  nur 
viermal  vier  homologe  Ebenen  von  vier  projectivischen  Ebenenbüscheln, 
deren  Axen  sich  nicht  schneiden,  in  einem  Punkte  zusammentreffen,  ein 
Satz ,  der  bei  der  Bestimmung  des  gemeinschaftlichen  Polartetraeders  von 
zwei  Flächen  benutzt  wird.  Nach  einigen  Constructionen  der  Raumcurve 
aus  Punkten  und  Secanten  (§  33)  gelangt  die  Darstellung  in  §  34  zur 
Behandlung  der  Tangenten  und  Schmiegungsebenen ,  von  denen  der  von 
Möbius  herrührende  Satz  bewiesen  wird:  „Die  sämmtlichen  Schmie- 
gungsebenen schneiden  auf  einer  beliebigen  festgehaltenen  Schmiegungs- 
ebene  gerade  Linien  aus,  die  einen  Kegelschnitt  umhüllen. '* 

Dieser  Satz  ist  übrigens  dual  zu  dem  S.  231  abgeleiteten ,  dass  die 
Raumcurve  dritter  Ordnung  aus  jedem  ihrer  Punkte  durch  einen  Kegel 
projicirt  wird,  und  liefert  so  ein  Beispiel  zu  der  Bemerkung  auf  S.  28, 
dass  der  Kegel  öfter  als  dual  gegenüberstehendes  Gebilde  des  Kegel- 
schnitts erscheint. 

Aus  dem  Satze  von  Möbius  folgt  dann  die  Identität  der  Ranmcur- 
ven dritter  Ordnung  mit  dem  Erzeugniss  dreier  projectivischen  Punkt- 
reihen, also  mit  der  Raumcurve  dritter  Classe. 

Wie  vom  Kegel  zum  Polarbündel,  vom  einfachen  Hyperboloid  zum 
räumlichen  PoUrsystem ,  so  schreitet  hier  die  Darstellung  von  der  Raum- 
curve zum  Nullsystem  fort.  —  „Die  Dualität,  welche  die  Raumcurve, 
als  Punkt-  und  Ebenengebilde  aufgefasst,  darbietet,  führt  zu  einem  eigen- 
thümlichen  Polarsystem  im  Räume,  welches  sich  von  dem  allgemeinen 
Polarsystem  zwar  wesentlich  unterscheidet,  aber  seine  charakteristischen 
Eigenschaften  besitzt.^^  Diese  führen  zu  den  wohl  zuerst  von  Möbius 
hervorgehobenen  Beziehungen  zweier  Tetraeder,  von  denen  jedes  dem 
andern    gleichzeitig    ein-    und  umgeschrieben  ist    (Möbius,    Grell e*.8^' 
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Journal  Bd.  III  S.  273).  Die  bekannte  Eintbeilung  der  Ranmcnrven 
dritter  Ordnung  mit  den  von  Seydewitz  eingeführten  Benennungen: 
kubische  Ellipse,  kubische  Hyperbel,  kubische  parabolische  Hyperbel, 
kubische  Parabel,  und  eine  anschauliche  Darlegung  des  Verlaufs  dieser 
Curven,  wie  er  sich  auf  den  Cylindern  gestaltet,  welche  durch  jene 
gelegt  werden  können,  findet  sich  in  §  37.  Hieran  schliesst  sich  die 
Untersuchung  der  in  den  Schmiegungsebenen  einer  Raumcurve  dritter 
Classe  enthaltenen  Kegelschnitte ,  welche  die  Schnittlinien  einer  jeden  mit 
allen  übrigen  einhüllen.  Eine  Menge  neuer  Sätze  findet  man  abgeleitet, 
so  z.  B.  dass  die  Mittelpunkte  dieser  Kegelschnitte  auf  einem  Kegel- 
schnitte liegen,  dass  diese  Kegelschnitte  bei  der  kubischen  Parabel  lauter 
Parabeln  sind,  dass  die  Mittelpunktsebenen  aller  Kegel,  welche  durch 
die  kubische  Ellipse  gelegt  werden  können,  in  Ellipsen,  und  alle  Kegel, 
welche  durch  die  kubische  Hyperbel  gelegt  werden  können,  in  Hyper- 
beln schneidet,  welche  durch  drei  reelle  Punkte  gehen. 

Denkt  man  sich  die  Punkte  einer  Raumcurve  dritter  Ordnung  aus 
ihrem  unendlich  fernen  Punkte  projicirt,  so  bilden  die  Projectionsstrahlen 
einen  Cylinder.  Die  Hauptaxen  dieser  Cylinder  haben  die  Eigenschaft, 
dass  sie  die  Mittelpunkte  sämmtlicher  Secanten  enthalten,  welche  ihnen 
begegnen.  Deshalb  heissen  diese  Cylinderaxen  Durchmesser  der 
Raumcurven  dritter  Ordnung.  Alle  Secanten,  welche  einen  Durchmesser 
treffen,  bilden  eine  Regelschaar  eines  Hyperboloids.  Eine  kubische 
Ellipse  hat  also  einen,  eine  kubische  Hyperbel  drei  Durchmesser.  Die 
Mittelpunktsebene,  auf  welcher  die  Mittelpunkte  der  Kegelschnitte  in  den 
Schmiegungsebenen  liegen,  begegnet  einer  kubischen  Hyperbel  in  drei 
reellen  Punkten  ^qBqCq  und  den  drei  Asymptoten  in  j^iB^C^]  die  Ver- 
bindungslinien Jq^i^  ^o^i>  ^0^1  ^^°^  ^^^^  ^'^^  Durchmesser,  d.  h.  sie 
halbiren  die  sie  treffenden  Secanten. 

Hiermit  endigt  der  erste  Abschnitt  (340  Seiten).  Der  zweite  (378 
Seiten)  beginnt  in  §  40  mit  den  projecti vischen  Beziehungen,  der  Col- 
linearität  und  Reciprocitftt,  der  vier  Grundgebilde  zweiter  Stufe,  d.  i, 
von  doppelt-unendlicher  Mannichfaltigkeit,  des  Strahlenbttndels,  des 
Ebenen  bündeis,  des  Punktfeldes,  des  Strahlenfeldes.  —  Die  Oesammtheit 
aller  Punkte  des  Raumes  wird  als  ein  Gebilde  von  dreifach  und  die 
Gesammtheit  aller  Geraden  als  ein  solches  von  vierfach  unendlicher  Man- 
nichfaltigkeit  nachgewiesen.  Den  Ursprung  der  projecti  vischen  Beziehung 
eines  Strahlenbündels  und  Punktfeldes  oder  Ebenenbündels  und  Strahlen- 
feldes bildet  die  perspectivische  Lage  (§  41);  sie  lässt  erkennen,  dass  es 
zwei  Paare  von  gleichen  entsprechenden  Punktreihen  und  Strahlen- 
büscheln in  zwei  coUinearen  Ebenen  giebt.  Diese  vermittelst  der  per- 
spectivischen  Lage  gefundenen  Punktreihen  und  Strahlenbüsohel  finden 
sich  auch  wieder,  wenn  die  coUineare  Beziehung  irgendwie,  z.  B.  durch 
vier    homologe   Elementenpaare    festgesetzt    wird»     Daraus   wird   dann 
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gefolgert,  dass  sich  zwei  collineare  Ebenen  snf  zwei  wesentlich  yon  ein* 
ander  verschiedene  Arten  in  perspectivische  Lage  bringen  lassen.  In  der 
Entwickelung  dieser  Eigenschaft  ist  auch  die  Lösung  der  Aufgabe  ent- 
halten, zwei  gegebene  Vierecke  AB  CD  nnd  A^B^C^D^  so  im  Eanme  zu 
legen,  dass  die  Geraden  AA^^  BB^^  CC^^  DD^  sich  in  einem  Punkte 
treffen.  Referent  möchte  darauf  aufmerksam  machen,  dass  die  Lösung 
der  letzteren  Aufgabe  auch  auf  elementarem  Wege  nicht  schwierig  ist 
und  dann  den  Beweis  enthält,  dass  zwei  collineare  Ebenen  durch  vier 
Paare  homologer  Elemente  gegeben  sind.  Die  Construction  der  drei 
Doppelelemiente  zweier  coUinearen  Ebenen,  deren  Träger  zusammenfallen, 
giebt  §  43.  Es  folgen  die  analogen  Untersuchungen  für  collineare  Btin- 
del  in  perspectiv!  seh  er  und  allgemeiner  Lage,  aus  denen  hervorgeht,  dass 
zwei  collineare  Bändel  sich  stets,  ein  Bündel  und  eine  collineare  Ebene 
nicht  immer  in  perspectivische  Lage  bringen  lassen.  Darauf  wird  die 
involutorische  Lage  zusammenliegender  collinearer  Ebenen  betrachtet  und 
die  Bedingung  aufgestellt,  welche  erfüllt  sein  muss,  damit  zwei  collineare 
Ebenen  sich  in  involutorische  Lage  bringen  lassen.  Diese  wird  (S.  400) 
so  formulirt,  dass  diejenigen  Strahlenpaare  ss  und  s^s\^  welche  die 
Träger  entsprechender  gleicher  Punktreihen  der  beiden  coUinearen  Ebe- 
nen sind,  in  beiden  Ebenen  denselben  Abstand  haben.  Die  involuto- 
rische Lage  wird  dann  erhalten,  wenn  man  zwei  von  ihnen,  s  und  9|, 
identisch  zur  Deckung  bringt. 

Wenn  in  zwei  coUinearen  Ebenen  zwei  entsprechende  congruente 
Dreiecke  in  cyklischer  Vertauschung  aufeinander  fallen,  also  ABC  auf 
^i^i^D  ^^  ^^^^  ^^^^  immer  ein,  d.h.  die  einem  Punkte  {XV^  entspre- 
chenden Punkte  Xy^  und  Y  fallen  stets  mit  zwei  entsprechenden  Punkten 
Z  und  2|  zusammen,  so  dass  also  die  congruenten  Dreiecke  XYZ  und 
Y^Z^X^  sich  in  cyklischer  Vertauschung  befinden.  Diese  besondere  Lage 
collinearer  Ebenen  wird  die  trilineare  Lage  genannt  und  es  wird 
nachgewiesen ,  dass  zwei  collineare  Ebenen  sich  auf  unendlich  viele  Arten 
in  trilineare  Lage  bringen  lassen.  Hieran  schliesst  sich  die  Betrachtung 
der  besonderen  Fälle  collinearer  Beziehung:  Affinität,  Aehnlichkeit, 
Gleichheit. 

Eingehende  Behandlung  haben  die  reciproken  Gebilde  erfahren.  Sind 
E  und  E^  zwei  reciproke  Ebenen,  so  heissen  die  den  unendlich  fernen 
Geraden  entsprechenden  Punkte  die  Mittelpunkte  der  Punktfelder 
und  die  durch  sie  gezogenen  Geraden  Durchmesser.  Zwei  Durch- 
messer heissen  conjugirt,  wenn  jeder  durch  die  entsprechenden  Punkte 
des  andern  geht.  Diese  bilden  in  den  Mittelpunkten  zwei  projectivische 
Strahlenbüschel.  In  jedem  derselben  giebt  es  ein  einziges  Paar  orthogo- 
naler Strahlen,  deren  entsprechende  auch  orthogonal  sind.  Diese  Paare 
heissen  die  Axen  der  reciproken  Ebenen.  Legt  man  die  reciproken 
Systeme    so    auf   einander,    dass    ihre  Axen   zusammenfallen,    so   sind 
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je  zwei  entsprechende  Elemente  Pol  und  Polare  eines  ebenen  Polar- 
systems. 

Wenn  awei  Bündel  reciprok  auf  einander  bezogen  sind,  so  giebt  es 
in  jedem  ein  einziges  Tripel  orthogonaler  Strahlen ,  deren  entsprechende 
Ebenen  auch  orthogonal  sind;  daher  lassen  sich  zwei  solche  Bündel  stets 
zu  einem  Polarsystem  vereinigen,  wenn  man  jene  orthogonalen  Dreikante 
zur  Deckung  bringt. 

Incidente  Elemente  zweier  reciproken  Felder  werden  solche  Ele- 
mentenpaare genannt,  bei  denen  der  Strahl  durch  den  entsprechenden 
Punkt  geht.  Es  ergiebt  sich,  wie  der  Verfasser  in  Crelle-Borchardt*6 
Journal  Bd.  77  S.  105:  „Untersuchung  zusammenfallender  reciproker  Ge- 
bilde in  der  Ebene  und  im  Räume",  nachgewiesen  hat,  dass  alle  Punkte 
der  einen  Ebene  E^  welche  auf  ihren  entsprechenden  Strahlen  liegen, 
einen  Kegelschnitt  K^  erfüllen,  den  Kernkegelschnitt  eines  durch  die 
reciproke  Beziehung  bedingten  Polarsystems.  Ebenso  berühren  alle  Ge- 
raden von  E^  die  durch  ihre  entsprechenden  Punkte  gehen ,  einen  Kegel- 
schnitt ft^,   der  den  vorigen  doppelt  berührt. 

Die  Erzeugung  der  Baumcurve  dritter  Ordnung  durch  coUineare 
Bündel  wird  in  §  51  behandelt;  es  ergeben  sich  aus  ihr  theils  die  frühe- 
ren, theils  ergänzende  Resultate  der  in  §  31  bis  §  39  behandelten  Raum- 
curvenerzeugung  durch  projectivische  Ebenenbüschel.  Hieran  schliesst 
sich  die  Erzeugung  der  Oberfläche  zweiter  Ordnung  durch  reciproke 
Bündel,  die  Ableitung  ihrer  Haupteigenschaften  und  in  §  53  die  von 
Chasles  gegebene  Construction  aus  neun  gegebenen  Punkten.  Für 
andere  Constructionen  dieses  fundamentalen  Problems  werden  die  Quel- 
len angegeben  (S.  474  und  475).  Es  ergiebt  sich  aus  der  Erzeugung 
sofort,  dass  jede  Fläche  zweiter  Ordnung  in  einem  Kegelschnitte  getrof- 
fen wird;  hieraus  aber  folgen  die  Polareigenschaften.  Aus  der  Construc- 
tion der  Oberfläche  durch  neun  Punkte  folgt,  dass  durch  acht  Punkte 
sich  unendlich  viele  Oberflächen  legen  lassen,  die  ein  Büschel  bilden  und 
jede  Ebene  in  einem  Kegelschnittbüschel  schneiden. 

Die  polaren  Beziehungen  des  Oberflächenbüschels  oder,  wie  Reye 
kurz  es  nennt,  des  F*- Büschels  werden  später  §  72  untersucht. 

Aehnlich  wie  in  §  19  die  Polareigenschaften  eines  Hyperboloids  aus 
den  einfachsten  projecti vischen  sich  ergeben,  lassen  sich  diese  Eigen- 
schaften für  eine  beliebige  Fläche  zweiter  Ordnung,  ohne  Benutzung  der 
Eigenschaft,  dass  dieselbe  von  jeder  Ebene  in  einem  Kegelschnitte  ge. 
troffen  wird,  unmittelbar  aus  der  Erzeugung  der  Fläche  durch 
reciproke  Bündel  in  folgender  Weise  herleiten.  Sind  §  56  S.  496  O  und 
0|  zwei  reciproke  Bündel,  x  und  ^i  (im  Texte  steht  y)  zwei  Strahlen 
derselben  durch  einen  Punkt  Ä^  ^^  und  ti  die  entsprechenden  Ebenen, 
so  lege  man  durch  die  Schnittlinie  |||i}|  und  X  eine  dritte  Ebene  und 
die   ihr  zugeordnete  harmonische  Ebene  £,    so  sind  X  und  ^.J^Ljand 
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Polarebene  eines  räumlichen  PolarsystemB ,  dessen  Kernfläcbe  F^  das 
Erzengniss  der  reciproken  Bündel  0  und  0|  ist. 

Die  Eintheilnng  der  Flftchen  zweiter  Ordnung  geschieht  nach  dem 
Charakter  ihrer  Berührungsebenen ,  woraus  sich  drei  Hauptclassen  ergeben, 
und  innerhalb  derselben  tritt  das  Verbalten  ihrer  unendlich  fernen  Ele- 
mente hinzu.  —  Je  nachdem  eine  und  also  jede  Bertthrungsebene  mit 
der  Fläche  zwei  Gerade  oder  eine,  oder  einen  Punkt  gemein  hat,  erhält 
man  das  einfache  Hyperboloid  oder  den  Kegel ,  oder  eine  Fläche,  welche 
keine  Geraden  enthält.  Solcher  Flächen  giebt  es  drei  Arten:  das  zwei- 
schalige  Hyperboloid,  das  elliptische  Paraboloid,  das  Ellipsoid. 

Zu  diesen  gesellt  sich  die  imaginäre  Fläche  zweiter  Ord- 
nung als  Kernfläche  eines  elliptischen  Polarsystems.  Der  Mittelpunkt 
der  Fläche  zweiter  Ordnung  ist  der  Mittelpunkt  eines  Polarbündels  in 
dem  ihr  zugehörigen  Polarsystem;  drei  Strahlen  eines  Polardreikants 
dieses  Bündels  heissen  drei  conjugirte  Durchmesser.  Die  Strahlen  des 
einzigen  stets  reellen  Polardreikants  dieses  Bündels  (S.  48)  heissen  die 
Hauptaxen  der  Fläche  zweiter  Ordnung. 

Sehr  eingehend  werden  in  §  58  die  metrischen  Beziehungen  conju- 
girter  Durchmesser  untersucht.  Unter  anderen  findet  man  das  „räumliche 
Analogen  ^^  einer  bekannten  Hyperbel eigenschaft  in  folgendem  Satze  aus- 
gedrückt: „Diejenigen  {Berührungsebenen  eines  zweischaligen  Hyper- 
boloids, deren  Berührungspunkte  die  Mittelpunkte  der  Ellipsen  sind,  in 
welchen  sie  den  Asymptotenkegel  treffen ,  schneiden  von  diesem  ein  con- 
stantes  Volumen  ab.'^  —  Ferner  findet  man ,  dass  die  Summe  der  Poten- 
zen /ff  +  ^»  +  ^c  der  drei  Punktinvolutionen  auf  drei  conjugirten  Durch- 
messern  constant  ist,   dass   ferner  die  Summe  ihrer  reciproken  Werthe, 

also   ^H"  +  "n"  +  TT »  ^'^f  ^®^  Hauptaxen ,  ausserdem  die  Summe  der  Pro- 

ducte  PaPb  +  PbPe+  PcPaj  äIso  auch  PaPbPo  coustaut,  Sätze,  deren 
Analogie  mit  den  bekannten  Kegelschnittssätzen  erkennbar  ist. 

Hieran  schliesst  sich  die  Entwickelung  metrischer  Beziehungen  für 
das  räumliche  Polarsystem.  Der  Pol  der  unendlich  fernen  Ebene  heisst 
der  Mittelpunkt  des  Systems.  Aus  der  Menge  der  abgeleiteten  Eigen- 
schaften seien  folgende  hervorgehoben.  Der  Ort  des  Schnittpunktes  dreier 
orthogonalen  Berührungsebenen  einer  Fläche  zweiter  Ordnung  ist  eine 
mit  ihr  concentrische  Kugel,  welche  jede  einem  Polartetraeder  umge- 
schriebene Kugel  rechtwinklig  schneidet.  Wenn  man  die  Eigenschaften 
des  Kugelbündels  und  Kugelbüschels  benutzt,  so  lässt  sich  dieser  Satz 
auch  ohne  Rechnung  erweisen.  Gleichzeitig  findet  die  Aufgabe  ihre 
Lösung:  Aus  drei  conjugirten  Durchmessern  die  Axen  zu  bestimmen. 
Dieselben  sind  die  Wurzeln  der  kubischen  Gleichung  afi  —  c^a?  +  c^x 
.— C3=0,  in  welcher  die  Coefficienten  von  der  Grösse  und  Lage  der  Durch- 
messer abhängige  Constanten  sind.  DigitizedbyGoOgle 
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Die  Eigenschaften  der  Focalkegelschnitte,  zuerst  von  Chasles  in 
seinem  ,,  Apercu  historiqne  snr  Torigine  et  le  d^veloppement  des  m^thodes 
en  g^om^trie'*  ohne  Beweis  angegeben,  werden  im  Zusammenhange 
(§§  61  —  66)  entwickelt.  Durch  jeden  Punkt  im  räumlichen  Polarsystem 
giebt  es  zwei  reelle  und  vier  imagin&re  Strahlen,  deren  zugeordnete 
Eben^ninvolutionen  orthogonal  sind.  Fallen  die  beiden  reellen  Strahlen 
zusammen,  so  ist  das  Polarbttndel  ein  rotatorisches.  Von  dem  Punkte 
lässt  sich,  falls  er  ausserhalb  der  Kernfläche  des  Polarsystems  liegt,  an 
diese  ein  gerader  Kreiskegel  als  Berührungskegel  legen.  Alle  Punkte, 
deren  Berührungskegel  gerade  Kreiskegel  sind ,  erfüllen  drei  Kegelschnitte 
in  den  drei  Hauptebenen ,  die  Focalkegelschnitte  der  Kernfläche  des 
Polarsystems,  ein  Satz,  der  von  Steiner  herrührt.  Von  ihnen  ist  der 
eine  Ellipse,  der  zweite  Hyperbel,  der  dritte  imaginär.  Mit  ihnen  stehen 
die  Kreisschnitte  der  Fläche  zweiter  Ordnung  in  enger  Beziehung.  Nur 
einer  der  reellen  Focalkegelschnitte  schneidet  die  Fläche ;  die  vier  Schnitt* 
punkte  heissen  die  Kreispunkte  derselben;  jede  Ebene  parallel  zu  der 
Berührungsebene  in  einem  Kreispunkte  schneidet  die  Fläche  in  einem 
Kreise. 

Die  Modificationen ,  welche  die  Eigenschaften  der  Focalkegelschnitte 
beim  Paraboloid  erfahren,  werden  in  §  63  eingehend  dargelegt.  —  In 
§§  64  —  66  findet  man  eine  Fülle  von  Sätzen  über  Focalkegelschnitte, 
metrische  Beziehungen  derselben  und  eingehende  Discussion  der  Kreis- 
schnitte. 

Die  einfachen  metrischen  Beziehungen,  zu  denen  die  Focalkegel- 
schnitte führen,  liefern  neue  Erzeugungsarten  der  Oberflächen  dritter 
Ordnung,  die  von  Mac-Cullagh,Jacobi  und  Salmon  angegeben  sind. 

Alle  Flächen  zweiter  Ordnung,  deren  Kegelschnitte  in  den  drei 
Hauptebenen  dieselben  Brennpunkte  und  dieselben  Focalkegelschnitte 
haben ,  bilden  eine  Schaar  von  confocalen  Flächen  zweiter  Ordnung ,  als 
deren  Grenzflächen  die  Focalkegelschnitte  erscheinen.  Die  Berührungs- 
kegel an  alle  confocalen  Flächen  aus  einem  Punkte  haben  dieselben 
Hauptazen  und  Brennstrahlen.  Durch  irgend  einen  Punkt  gehen  drei 
confocale,  zu  einander  orthogonale  Flächen,  ein  Ellipsoid,  ein  einscha- 
liges und  ein  zweischaliges  Hyperboloid.  Von  den  drei  Berührungs- 
ebenen heissen  zwei  in  Bezug  auf  die  Fläche,  welche  sie  nicht  berühren, 
die  Hauptnormalebenen.  Die  Raumcurven  vierter  Ordnung,  in  denen 
zwei  dieser  Flächen  die  dritte  schneiden,  heissen  Krümmungslinien 
dieser  Fläche.  Von  diesen  Linien  wird  eine  Menge  von  metrischen 
Beziehungen  entwickelt,  die  auf  analytischem  Wege  von  Heilermann 
in  dem  Aufsatze:  „lieber  die  Focalpunkte  der  Flächen  zweiten  Grades^*, 
Crelle-Borchardt*s  Journal,  Bd.  56  S.  345,  abgeleitet  sind.  Hervor- 
gehoben mag  folgender  Satz  werden:  „Wenn  man  in  jedem  Punkte  einer 
Mittelpunktsfläche  zweiter  Ordnung  (die  keine  Gerade  enthält)  -di^j|>eiden 
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Hauptnormalebenen  constrnirt,  so  treffen  dieselbeD  jede  der  drei  Haupt- 
azen  in  Punktpaaren  einer  Involution ,  deren  Mittelpunkt  der  Mittelpunkt 
der  Fläche  ist/*  Die  Doppelpunkte  dieser  Involution  heissen  die  Focal- 
punkte  der  Fläche;  das  EUipsoid  hat  vier  reelle  und  zwei  imaginäre, 
das  zweischaalige  Hyperboloid  hat  zwei  reelle  und  vier  imaginäre  Focal- 
punkte.  Man  construirt  sie  als  Ecken  des  Parallelogramms,  welches 
die  Normalen  in  den  Kreispunkten  bildeu.  Die  Kugeln  um  die  Focal- 
punkte  mit  ihreo  Abständen  von  den  Kreispunkten  nennt  der  Ver- 
fasser Focalkugeln.  Nennt  man  die  Focalkugeln  um  die  auf  der 
grössten  Axe  des  Ellipsoids  liegenden  Focalpunkte  die  äusseren,  die  an- 
deren die  inneren,  nennt  man  die  Tangente  an  eine  Focalkugel  einen 
Focalstrahl,  so  gilt:  Für  alle  Punkte  einer  Krümmungslinie  einer  Fläche 
zweiter  Ordnung  mit  einem  Mittelpunkte  ist  entweder  die  Summe  oder 
die  Differenz  der  Focalstrahlen  an  zwei  zusammengehörige  Focalkugeln 
constant,  nämlich  gleich  der  durch  die  Focalpunkte  gehenden  Hauptaze 
derjenigen  Fläche ,  welche  die  Krümmungslinie  bestimmt.  Dieser  Eigen- 
schaft der  Focalkugeln ,  welche  eine  gewisse  Analogie  mit  den  bekannten 
Kegelschnittssätzen  von  der  constanten  Summe  oder  Differenz  zweier 
Brennpunktsstrahlen  zeigt,  schliesst  sich  ^ine  zweite  an  von  gleich  ana- 
logem Charakter:  Nennt  man  die  Polarebene  eines  Focalpunktes  die 
Directriz,  so  spricht  sich  diese  Eigenschaft  aus:  Für  alle  Punkte  einer 
Krümmungslinie  steht  ein  Focalstrahl  zu  dem  Abstände  von  der  zugehö- 
rigen Directriz  in  unverändertem  Verhältniss. 

Es  folgt  eine  kurze  Entwickelung  der  Haupteigenschaften  eines 
Flächenbüschels  zweiter  Ordnung  und  Flächenbündels  zweiter  Ordnung. 
Dass  der  Ort  der  Pole  einer  festen  Ebene  in  Bezug  auf  alle  Flächen 
eines  Bündels  eine  Fläche  dritter  Ordnung  ist,  wird  S.  710  angeführt, 
doch  leider  nicht  bewiesen.  Mit  dem  Nachweise  der  27  Geraden  auf 
einer  Fläche  dritter  Ordnung  schliesst  das  inhaltsvolle  Werk  und  eröffnet 
die  Perspective  auf  die  Fortsetzung  desselben  und  die  Behandlung  der- 
jenigen Abschnitte  von  den  Oberflächen  zweiter  Ordnung,  welche  vor- 
läufig ausgeschlossen  werden  mussten,  weil  sie  sofort  in  die  Theorie  der 
Flächen  dritter  Ordnung  überführen.  Es  sind  dies  die  Abschnitte  über 
Flächenbüschel  und  Bündel  zweiter  Ordnung  und  die  daran  sich  knü- 
pfende Theorie  der  Baumcurve  vierter  Ordnung  und  der  Fläche  dritter 
Ordnung,  zu  welcher  das  Flächenbündel  unmittelbar  führt,  über  die 
Axen  der  Kegelschnitte,  die  auf  einer  Fläche  zweiter  Ordnung  liegen, 
über  die  Normalen  einer  solchen  Fläche,  mit  denen  die  Theorie  des 
quadratischen  Strahlen complezes  in  enger  Beziehung  steht,  endlich  die 
Theorie  des  Flächengebüsches  zweiter  Ordnung,  aus  welcher  die  Eigen- 
schaften der  Stein  er 'sehen  und  Kummer' sehen  Fläche  vierter  Ordnung 
sich  ergeben.  Flächenbüschel,  Flächenbündel  und  Flächengebüsch  zweiteiL 
Ordnung  eröffnen  in  der  That  „so  umfangreiche  Forschungsgebiete,  dask'^ 

Hiit.-Ut.  Abih.  d.  Z«itMlir.  i.  M»t1i.  n.  Phjs.  XXVT,  6.  15 
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dnrch    eine    eingehende    und   erschöpfende  Darstellung  bei  weitem  der 
zulässige  Umfang  dieses  Baches  überschritten  worden  wäre*'. 

In  Betreff  der  Darstellung  ist  der  Verfasser  der  Ansicht  Stein  er*  s 
gefolgt:  „Stereometrische  Betrachtungen  sind  nur  dann  richtig  aufgefasst, 
wenn  sie  rein,  ohne  alle  Versinnlichungsmittel ,  nur  durch  die  innere 
Yorstellnng  angeschaut  werden.  Wenigstens  ist  dieses  für  die  synthe- 
tische Betrachtungsweise  erforderlich  und  vorzugsweise  für  Denjenigen, 
der  darin  erfinderisch  zu  Werke  gehen  will.*'  So  wahr  dieser  Satz  an 
und  für  sich  sein  mag ,  so  gilt  er  praktisch  vorzugsweiser  für  Diejenigen, 
die  „erfinderisch  zu  Werke"  gehen  wollen.  Dies  gilt  aber  doch  nur  von 
einem  kleinen  Theile  der  Leser  eines  Werkes  und  bekanntlich  hat  das 
Verschmfthen  aller  Versinnlichungsmittel  der  Verbreitung  des  ausgezeich- 
neten V.  Staudt' sehen  Werkes  hindernd  im  Wege  gestanden.  Hierzu 
kommt  allerdings  bei  letzterem,  wie  Reye  urtheilt,  eine  merkwürdige 
Knappheit  des  Ausdrucks  und  eine  sehr  gedrängte,  beinahe  wortknappe 
Darstellung,  nur  das  Nothwendige  wird  gesagt,  selten  ein  erläuterndes 
Wort  hinzugefügt.  Von  dieser  Klippe  hält  sich  Schroeter's  Werk  fem. 
Die  Forderungen  an  die  Vorstellung  sind  auch  für  Anfänger  nicht  zu 
hoch  gespannt;  die  Darstellung  hält  die  richtige  Mitte  zwischen  Kürze 
und  Weitläufigkeit;  die  Theilung  der  Flächen  durch  ihre  Hauptebenen 
und  die  Discussion  der  in  ihnen  liegenden  Kegelschnitte  ruft  die  richtige 
Anschauung  wohl  hervor.  Doch  dürften  bildliche  Darstellungen  dem 
Anfänger  keinen  Schaden  bringen,  in  vielen  Fällen  aber  dem  Vorstel- 
lungsvermögen grosse  Erleichterung  schaffen.  Man  vermisst  die  Figur 
am  meisten  bei  der  Entwickelung  metrischer  Beziehungen,  wo  es  im 
Allgemeinen  weniger  auf  die  Anschauung  der  ganzen  räumlichen  Figur, 
als  auf  Vergleich ung  der  einzelnen  Theile  durch  Congruenz,  Aehnlich- 
keit,  Involution  ankommt.  Aber  auch  als  Abbildung  einer  Fläche  ist  sie 
mitunter  erwünscht.  So  ist  es  z.  B.  ungemein  schwer,  eine  Vorstellung 
von  der  Bewegung  einer  Geraden,  die  auf  drei  anderen  windschiefen 
Geraden  gleitet,  also  von  der  Form  eines  einfachen  Hyperboloids  sich 
zu  verschaffen,  wenn  keine  Figur  oder  Modell  zu  Hilfe  kommt.  Selbst 
Reye  giebt  ein  Bild  desselben,  Geometrie  der  Lage  Fig.  55.  Das  räum- 
liche Verständniss  muss  durch  constructive  Vorbereitung  vermittelt  und 
durch  einfache  Versinnlichungsmittel  unterstützt  werden;  dadurch  wird 
die  ideelle  Anschauung  so  gekräftigt,  dass  sie  schliesslich  solche  Mittel 
gern  entbehrt.  Die  Organisation  unserer  Schulen  gestattet  meist  nicht, 
so  viele  Zeit  auf  die  Kräftigung  des  räumlichen  Denkens  zu  verwenden, 
als  Steiner  für  nöthig  hält.  Dazu  kommt,  dass  viele  von  den  Lehrern, 
dem  analytischen  Zuge  auf  unseren  Universitäten  folgend,  selbst  sich 
nicht  eingehend  mit  Geometrie  beschäftigt  haben  und  diese  deshalb  mehr 
oder  weniger  leiden  lassen.  Daher  werden  viele  der  von  unseren  Sehnlen 
abgehenden  Studenten  nur  ein  gering  durchgebildetes  Vorstellmigever- 
mögen  auf  die  Universität  mitbringen.     Von  diesen  —  und  für  sie  ist  es 
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ja  wohl  geschrieben  —  wird  vorliegendes  Werk  mit  lebhafter  Anerken- 
nung begrüsst  werden ;  die  ungemein  klare  und  ausführliche  Darstellung, 
die  immer  nur  die  einfachsten  und  unmittelbarsten  projectivischen  Be- 
ziehungen in  Anspruch  nimmt,  lässt  allmftlig  die  richtige  Anschauung 
hervortreten.  Reye's  Geometrie  der  Lage  setzt  tiberall  die  vorher  behan- 
delten Theile  ganz  und  vollständig  voraus,  gelangt  dadurch  natürlich 
schneller,  aber  für  den  Studirenden  mühsamer  weiter.  Schroeter's 
Buch  kann  man  lesen,  das  von  Beye  muss  man  studiren.  Beide  Werke 
ergänzen  einander;  das  erstere  wird  dem  Anfänger  willkommener  sein, 
das  letztere  von  dem  schon  Geübten  vorgezogen  werden. 

Sehr  anzuerkennen  ist  die  glückliche  Verbindung  der  Geometrie  der 
Lage  mit  derjenigen  des  Maasses  und  dadurch  der  höheren,  projectivi- 
sehen  Geometrie  mit  der  elementaren.  Meist  wohl  durch  das  Mittel  der 
Involution  sind  aus  den  projectivischen  Erzeugungsarten  der  Gebilde 
durch  metrische  Beziehungen  elementare  abgeleitet.  Es  dürfte  keine 
undankbare  Aufgabe  sein,  den  umgekehrten  Weg  zu  gehen,  aus  den 
elementaren  Erzeugungsweisen  die  Gebilde  zweiter  Ordnung  zu  con- 
strniren  und  aus  ihnen  die  projectivischen  Eigenschaften  abzuleiten. 
Steiner  selbst  hat  bei  den  Kegelschnitten  diesen  Versuch  gemacht  und 
er  lässt  sich  auch  bei  Oberflächen  durchführen.  In  der  schönen  Abhand- 
lung in  Crelle-Borchardt's  Journal:  „Ueber  ein  besonderes  Hyper- 
boloid" hat  der  Verfasser  selbst  diesen  Weg  eingeschlagen.  Wer  die 
Elemente  der  projectivischen  Geometrie  sich  auf  der  Universität  angeeig- 
net hat  —  und  die  Zahl  der  Mathematiker,  die  dies  nicht  gethan  haben, 
ist  nicht  klein  — ,  wird  sich  dieselben  später  im  Lehreramte  nicht  zu  eigen 
machen  oder  dieselben  doch  nicht  so  zu  handhaben  lernen,  dass  er  sie 
in  elementare  Form  zu  kleiden  versteht.  Soll  daher  das  Studium  der 
Oberflächen  zweiter  Ordnung  allgemeinen  Eingang  finden,  so  müssen 
die  Eigenschaften  derselben  auf  ganz  elementarem  Wege  abgeleitet  wer- 
den. Hierzu  aber  wird  Schroeter^s  Buch  helfend  beitragen  und  so 
seinen  Wirkungskreis  mittelbar  erweitem.  Die  meisten  Eigenschaften  der 
Focalkegelschnitte,  die  doch  bis  jetzt  im  Allgemeinen  ein  ziemlich  un- 
bekanntes Gebiet  bildeten,  haben  eine  elementare  Ableitung.  Weitere 
Beispiele  übergehe  ich;  im  Laufe  der  Besprechung  sind  sie  vielfach  her- 
vorgetreten. Aus  ihr  ergiebt  sich  in  ziemlicher  Ausführlichkeit  der 
ungemein  reiche  Inhalt,  der  natürliche  Fortschritt  vom  engeren  zum 
weiteren  Gebilde  und  hoffentlich  die  sichere  Erkenntniss  von  seinem 
fundamentalen  Werthe   für  das   Studium  der  Flächen   zweiter  Ordnung. 

Zum  Schlüsse  sei  der  Hoffnung  Ausdruck  gegeben,  dass  es  dem  Ver- 
fasser vergönnt  sein  möge,  das  geometrische  Publicum  mit  einer  ausführ- 
lichen Darstellung  der  nur  kurz  behandelten  oder  übergangenen  Gebiete 
bald  zu  erfreuen.  ^  t 

Weissenburg  im  Elsass,  März  1881.  ^Q'MilinÖwskiS^^ 
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Zur  Grundlegung  der  Psychophysik.  Kritische  Beiträge  von  Dr.  Gbobo 
Elias  Mt^LLBa,  Privatdocent  der  Philosophie  an  der  Universität  zu 
Göttingen.     1878. 

Das  vorliegende  sehr  verdienstvolle  Werk  bildet  den  23.  Band  der 
im  Verlag  von  Th.  Grieben  in  Berlin  erscheinenden  „Bibliothek  fSr 
Wissenschaft  und  Literatnr*^  -  Der  Verfasser  giebt  in  demselben,  dem 
dermaligen  Staude  der  Wissenschaft  entsprechend,  eine  eingehende  ünter- 
snchang  über  die  Giltigkeit,  Bedeutung  und  Zweckmässigkeit  des  Web  er- 
sehen Gesetzes.  Das  Buch  zerfällt  in  vier  Hauptabschnitte.  Der  erste 
ist  der  Kritik  der  bei  Prüfung  des  Web  er' sehen  Gesetzes  zur  Verwen- 
dung gekommenen  psychophysischen  Maassmethoden  gewidmet.  Der  Ver- 
fasser weist  nach,  dass  eine  grosse  Anzahl  dieser  Methoden  für  den  vor- 
liegenden Zweck  unbrauchbar  ist  und  dass  die  durch  principiell  richtige 
Methoden  gewonnenen  Zahlenresultate  vielfach  unrichtige  Verwendung  fan- 
den. Von  besonderem  Interesse  ist  in  diesem  Abschnitte  die  Aufstellung 
von  Formeln  für  die  Methode  der  richtigen  und  falschen  Fälle,  sowie 
die  Bemerkungen  über  die  „Methode  der  kleinsten  Unterschiede",  wie 
der  Verfasser  die  Combination  der  Methode  der  eben  merklichen  Unter- 
schiede mit  der  Methode  der  eben  unmerklichen  Unterschiede  nennt.  — 
Der  zweite  Abschnitt  beschäftigt  sich  mit  den  Thatsachen  des  Weber- 
schen  Gesetzes;  in  ihm  werden  die  vorhandenen  Versuchsreihen  einer 
näheren  Prüfung  unterworfen,  aus  welcher  dann  auf  das  Maass  der  Gil- 
tigkeit des  Web  er' sehen  Gesetzes  geschlossen  wird.  —  Im  Gegensatz  zu 
Fechner's  psychophysischer  Deutung  des  Web  er' sehen  Gesetzes  (Em- 
pfindungsstärke proportional  dem  Logarithmus  der  Sinnesnervenerregung, 
letztere  proportional  dem  äussern  Reize),  vertheidigt  der  Verfasser  im 
dritten  Abschnitte  die  sogenannte  physiologische  Auffassung  (Empfindungs- 
stärke proportional  der  Sinnesnervenerregung,  letztere  proportional  dem 
Logarithmus  des  äussern  Reizes)  als  die  wahrscheinlichere  von  beiden 
Ansichten.  Als  eine  wesentliche  Stütze  der  physiologischen  Deutung 
wird  die  unter  Voraussetzung  ihrer  Richtigkeit  mögliche  Erklärung  der 
interessanten  Proportionalität  des  Präcisionsmaasses  und  der  absoluten 
Unterschiedsem  pfindlichkeit  angeführt,  während  die  psycho  physische  An- 
sicht nicht  im  Stande  sei,  eine  Erklärung  dieser  auffallenden  Thatsache 
zu  geben.  —  Der  vierte  Abschnitt  endlich  handelt  von  der  Zweckmässig- 
keit des  Web  er' sehen  Gesetzes.  Es  wird  darin  hauptsächlich  die  Be- 
deutung seiner  annähernden  Giltigkeit  für  die  Wiedererkennung  früher 
wahrgenommener  Objecte  besprochen. 

Das  Werk,  von  dem  wir  nur  diese  kurze  Inhaltsübersicht  geben 
können,  ist  überaus  reichhaltig  und  zeichnet  sich  durch  klare,  lebhafte 
Darstellung  aus.  Dietrich. 
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J.  SoMOFF,  Theoretische  Mechanik.  Deatsch  von  Ziwet.  2  Theile. 
Leipzig,  Teubner.  1878. 
Das  Werk  ist  ans  langjährigen  Vorlesungen  über  theoretische  Mecha- 
nik an  der  Universität  St.  Petersburg  hervorgegangen.  Es  enthält  alle  die 
Theorien,  welche  in  der  neueren  Zeit  in  die  Mechanik  eingeführt  wor- 
den sind,  zum  Theil  von  dem  Verfasser  selbst  herrührend:  die  Methode 
des  geometrischen  Differentiirens,  die  Sätze  über  die  Beschleunigungen 
verschiedener  Ordnung,  über  die  Differentialparameter  erster  und  zweiter 
Ordnung  u.  s.  w.  Bei  der  Behandlung  des  Stoffes  findet  vielseitige  An- 
wendung der  geometrischen  Grössen  und  Punktfunctionen,  sowie  Über- 
haupt geometrischer  Methoden  statt.  Der  erste  Theil  behandelt  die 
Kinematik,  der  zweite  die  Statik  und  eine  Einleitung  in  die  Statik  und 
Dynamik,  der  eine  „Geometrie  der  Massen 'Vorausgeschickt  wird.  Unter 
dem  Titel  ,, Variation  der  Massen  und  Raumgrössen  *'  wird  eine  ganz 
allgemeine  Theorie  der  Momente  gegeben.  Das  Werk  ist,  wie  man  sieht, 
für  das  höchste  Studium  der  Mechanik  bestimmt,  für  den  Theoretiker 
und  Mathematiker,  nicht  für  praktische  Zwecke.  Die  Uebersetzung  ist 
lobenswerth,  gut  zu  lesen.  Bei  den  Haupttheorien  ist  immer  auf  die 
Quellen  verwiesen,  insbesondere  auf  die  zahlreichen  Abhandlungen  des 
Verfassers  in  den  Memoiren  der  Petersburger  Akademie  der  Wissen- 
schaften.    Somoff  ist  1876  in  Petersburg  gestorben  p  2bch. 


Clausius,  Mechanische  Wärmetheorie.  2.  Aufl.  II.  Bd.  Braunschweig, 
Vieweg.  1879. 
Der  berühmte  Verfasser  stellt  in  diesem  Bande  seine  Untersuchungen 
über  elektrische,  insbesondere  elektrodynamische  Erscheinungen  zusam- 
men. Es  sind  diese  Untersuchungen  so  erweitert  worden ,  dass  der  Band 
auch  unter  dem  besondern  Titel:  „Die  mechanische  Behandlung  der 
Elektricität  *'  erschienen  ist.  Einem  dritten  Theile  wird  der  Rest  der 
mechanischen  Wärmetheorie  vorbehalten.  Die  dielektrischen  Medien,  die 
elektrische  Entladung,  der  elektrische  Strom,  die  Elektrolyten,  dieThermo- 
ströme,  die  Ampir ersehen  Sätze  und  die  Elektrodynamik  bilden  den 
reichen  Inhalt  des  Werkes.  p  7gQ„ 
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263.  Nombre    des   points   d'intersectiou   des   diagonales   d'un   polvgone   convexe. 

D'Ocague.    N.  ann.  matb.  XXXIX,  44.  —  Lionnet  ibid.  456. 
Vergl.  Fanctionen  343.    Wabrscbeinlicbkeitsrecbnung. 

Cryttallograpbie. 

264.  lieber  die  Berechnung  der  Elemente  einer  monoklinischen  Ei7Btallgattung. 

Websky.    Berl.  Akad.-Ber.  1880,  239. 

Cnbatnr. 

265.  Sur  r^valuation  de  certains  volumes.    Maleys.    N.  ann.  math.  XXXIX,  529. 

266.  Exceutrischer  Eugelsector.    Hoppe.    Grün.  Archiv  LXV,  176. 

Cyoloide. 

267.  Th^orömes  sur  les  cycloYdes  et  ^picycloides.  Fouret.  N.  ann.  math.XXXlX,  63. 

Vergl.  Geometrie  (höhere)  364.    Geschichte  der  Mathematik  373. 

Cylittderftmetionen. 

268.  Ueber  Reihenentwickelung  nach  Besserschen  Functionen.    J.  König.    Math. 

Annal.  XVII,  85. 

269.  Zur  Theorie  der  Besserschen  Functionen.  Lommel.  Mathem.  Annal.  XVI,  183. 

270.  Recherches  sur  les  fonctions  cylindriques  et  le  d^veloppement  des  fonctions 

continues  en  s^ries.    Sonine.    Mathem.  Annal.  XVl,  1. 


Dstenninanton. 

271.  Elemente  der  Determinantentheorie.    Hoppe.    Grün.  Archiv  LXV,  66. 

272.  üeber  gewisse  Determinanten,  welche  in  der  Lehre  von  den  Kegelschnitten 

vorkommen.    Pasch.    Grelle  LXXXIX,  247. 

273.  Beiträge  zur  Theorie  der  Determinanten.    Fürstenau.    Grelle  LXXXIX,  86. 

274.  On  a  determinant  theorem  of  M.  Glaisher.    Scott.    Quart.  Journ.  math.  XVII, 

129.     [Vergl.  Bd.  XXV,  Nr  310.J 

275.  Ueber  eine  Glasse  symmetrischer  Determinanten.    Noether.    Mathem.  Annal. 

XVI,  661. 

276.  Sur  les  dätermiuants  compos^s.    Borchardt.    Grelle  LXXXIX,  82.    [Vergl. 

Bd.  XXV,  Nr.  305.  J 

277.  Sur  la  transformation  du  determinant  de  M.  Sylvester  en  celui  de  Gauchy. 

Biehler.    N.  ann.  math.  XXXIX,  110.  —  Ventäjol  ibid.  188. 

Differentialgleiohimgen. 

278.  Ueber  eine  Glasse  von  Functionen  mehrerer  Variabelen,  welche  durch  Um- 

kehrun^  der  Integrale  von  Lösungen  der  linearen  Differentialgleichungen 
mit  rationalen  Goefficienten  entstehen.  Fuchs.  Grelle  LXXXIX,  151; 
XC,  71. 

279.  Ueber  algebraisch  -  logarithmische  Integrale  nicht- homogener  linearer  Diffe- 

rentialgleichungen.   Königsberger.    Grelle  XG,  267. 

280.  Sur  les  ^quations  diff^rentielles  lin^aires  k  coefficients  doublement  p^riodiquee. 

E.  Picard.    Grelle  XG,  281. 

281.  Ueber  lineare  Differentialgleichungen.    S.  Spitzer.    Grün.  Archiv  LXV,  306. 

282.  Gonstruction   einiger  linearer   Differentialgleichungen  höherer  Ordnung.     S. 

Spitzer.    Grün.  Archiv  LXV,  321. 

283.  Sur  la  thäorie  des  ^quations  diff^rentielles  ordinaires.    Laureut.    N.  ann. 

math.  XXXIX,  153. 

284.  On  the  relations  of  certain  symbols.    Gockle.    Quart.  Journ.  math.  XVII,  20, 

208. 

285.  Ueber  die  allgemeinen  Integrale  der  dvnamischen  Differentialgleichungen  und 

ihre  Verwerthnng  durch  die  Methoden  von  Lie.    A.  Mayer.    Mathem.  t 
Annal.  XVII,  332.  ^^  y  ..^  ^y  ^  ^.  -<^^^ 
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286.  Zur  Pfaffschen  Lösung  des  PfafTschen  Problems    A.  Mayer.   Matbem.  Annal. 

XVn,  523. 

287.  üeber  eine  Eigenschaft   der  Systeme  von  linearen  homogenen  Differential- 

gleichungen.   Hazzidakis     Grelle  XC,  80 

288.  Ueber  die  Intejirration  eines  Systems  simultaner  Differentialgleichungen.    Ho- 

Cevar     Wien.  Akad.-Ber.  LXXVIII,  47. 

289.  Sur   rintögration   de   IMquation   diffärentielle   de  Lama.     Her  mite.     Grelle 

LXXXIX,  9. 

290.  Zur  Tbeorie  der  partiellen  Differentialgleichung  erster  Ordnung.    B&cklund. 

Mathem.  Annal.  XVII,  285. 

291.  Ueber    eine   Differentialgleichung   zweiter   Ordnung.     Hazzidakis.     Grelle 

XC,  74. 

292.  Eine  merkwürdige  Eigenschaft  des  Integrals  der  Gleichung  -^  =  Vy^-  cos2x. 

M eissei.    Gruu.  Archiv  LXV,  ni. 
298.  On  the  equation  «(l-«)y"+ (J  — Ja;)y'-|-;^y  =  0.     Gockle.     Quart.  Joum. 

math.  XVn,  293. 
294.  On  a  differential  equation.    Harley.    Quart.  Joum   math.  XVÜ,  352. 
295   Geometrische  Interpretation  der  Differentialgleichung  P.dx-^Q.dy^-B.dz=^0. 

Voss.    Mathem.  Annal.  XVI,  556. 
Vergl.  Paraboloid. 

CS. 

Elastieitat 

296.  Distortion  of  an  elastic  sphere.    Graig.    Grelle  XC,  253. 

Elektrodynamik. 

297.  Die  Principien  der  Elektrodynamik.    G.  Neumann.    Mathem.  Annal.  XVII, 

400. 

298.  üeber  Ampäre's  elektrodynamische  Fundamental  versuche,    v.  Ettiugshau- 

sen.    Wien.  Akad-Ber.  LXXVH,  109. 

299.  üeber  das  ponderomotorische  Elementargesetz.    Kortevreg.    Grelle  XG.  49. 

300.  Bemerkung   zu  den  Stefan'schen  Grandformeln  der  Elektrodynamik.    Mar- 

gules.    Wien.  Akad.-Ber.  LXXVHI,  779 

301.  Zur  Theorie  der  elektrischen  Kräfte.    Körte  weg.    Mathem  Annal.  XVI,  533. 
302   Theorie  und  Anwendung  der  elektromagnetischen  Rotationen.     Margules. 

Wien.  Akad.-Ber  LXXVU,  805. 

303.  Ueber  die  Messung  elektrischer  LeitungsfUhigkeiten.  ■  G.  Kirch  hoff.    Berl 

Akad.-Ber.  1880,  6ol.  • 

304.  On  some  problems  in  the  conduction  of  electricity.    Allen.    Quart.  Journ 

math.  XVn,  65. 

305.  üeber   die   Elektricitätsbewegung   im   Kaume   und    die   Nobili^schen   Hinge. 

Ditscheiner.    Wien.  Akad.-Ber.  LXXXVHI,  93. 
Vergl.  Elliptische  Tranacendenten  320.    Potential  475     Wärmelehre  528. 

Ellipse. 

306.  Neuer  Eilipsograph.    Sidersky.    Grün    Archiv  LXV,  420. 

307.  Einschreibung  einer  Ellipse  in  ein  Parallelogramm.    Jefabek.    Grün.  Archiv 

LXV,  215.    [Vergl   Bd.  XXV,  Nr.  339] 
808.  Le   sommet  d'un   angle   droit  d^crit  une  ellipse  tandis  qu'nn  de  ses  cdt^s 

toume  autour  du  centre:  trouver  Tenveloppe  de  Tautre  cöt^.    Bonrguet 

N.  ann.  math.  XXXIX,  236 
309.  Sur  le  cercle  qui  passe  par  les  pieds  des  trois  normales  abaiss^es  d'un  point 

de  l'ellipse  sur  la  courbe     Weill.    N.  ann.  math.  XXXIX,  60. 
810.  Sur  la  construction  des  normales  ä  Tellipse.  E.  Lucas.  N.  ann.  math.  XXXIX, 

279. 
311.  Point  de  rencontre  des  tangentes  communes  h  une  ellipse  et  k  une  circon- 

f^rence  passant  par  deux  points  donnds  de  Tellipee.    Mac^  de  L^pinay. 

N.  ann.  math.  XXXIX,  91.  —  Le  Gointe  ibid.  122.  -  Darboux  ibid.  184. 
Vergl.  Potential  472. 

Ellipsoid. 
812.  Construction  de  la  normale  k  la  surface  de  Glaisher.    Mannheim     Quart 

Joum. math. X VIT,  147.  -«S.  Roberts  ibid.  280.  [Vorgl. Bd. XXV,  Nr. 842.] 
Vergl.  Attraction  254.    Potential  474.  u^yu^^u  ^y  — ^^^.^ 
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EUiptisohe  TraatoendMitoiL. 
318.  A  chapter  in  elliptic  fanctions.    Glaieher.     Quart  Joum.  math.  XVU,  60. 

814.  Zur  Tneorie  der  elliptischen  Modulfunctionen.     F.  Klein.    Mathem.  Annal. 

XVn.  62. 

815.  Ueber  unendlich  viele  Normalformen  des  elliptischen  Integrals  erster  Gattung. 

F.  Klein.    Mathera.  Annal.  XVII,  188. 

316.  üeber  die  Normalformen  dritter  und  fünfter  Stufe  des  elliptischen  Integrals 

erster  Gattung.    Bianchi.    Mathem.  Annal.  XVII,  234. 

317.  Kurze  Ableitung   der  Additionslheoreme  der  elliptischen  Integrale  aus  der 

Gleichung  ^  +  ^  =  Ö-    ö  r  a  e  f  e.    Grelle  XC,  88. 

318.  Ueber  das  Additionstheorem  und  das  ümkehrproblem  der  elliptischen  Func- 

tionen.   Brill.    Mathem.  Annal.  XVII,  87. 

319.  On   the   connezion  between   elliptic  functions  and  spherical  trigonometry. 

Glaisher.    Quart.  Joum.  math.  XVII,  368. 

320.  Solutions  by  means  of  elliptic  functions  of  some  problems  in  the  conduction 

of  electricity  and  of  neat  in  plane  figures.    Greenhill.    Quart.  Joum. 
math.  XVII,  284. 

Enler'tohe  Zahlen. 

321.  Zur  Theorie  der  Euler*schen  Zahlen.    Badicke.    Grelle  LXXXIX,  267. 

822.  Zur  Theorie  der  reciproken  Verwandtschaft.  Bosane  Grelle  XG,  808. 
[Vergl.  Bd.  XXV,  Nr.  360.] 

328.  Die  Lehre  von  den  quadratischen  Formen  mit  positiver  Determinante.  Mor- 
tons.   Grelle  LXXXIX,  832. 

324.  Ueber  die  Glassenzahl  einer  quadratischen  Form  mit  complexer  Determinante. 

6 ach  mann.    Mathem.  Annal.  XVI,  537. 

325.  Ueber  Belatiouen  zwischen  Glassenzahlen  binärer  quadratischer  Formen  von 

negativer  Determinante.    Gierster.    Mathem.  Annal.  XVII,  71,  74. 

326.  Sur  les  formes  quadratiqnes  binaires  ind^finies.    Mark  off.    Mathem.  Annal. 

XVII.  379.    [Vergl.  ßd  XXV,  Nr.  862.] 

327.  Sur  la  r^duction  des  polynomes  du  second  decr^  homogenes  ä  des  sommes  de 

carräs     Laurent.    N.  ann.  math.  XXXlA,  12. 

328.  Das  Doppelverhältniss  und  die  absolute  Invariante  binärer  quadratischer  For- 

men.   Wedekind.    Mathem.  Annal.  XVII,  1. 

329.  Ueber  das  volle  Formensystem  der  ternären  biquadratischen  Form  f^Xx^x% 

•¥x^Xi-^x^Xi,    Gordan.    Mathem.  Annal.  XVII,  217. 

330.  Ueber  die  typische  Darstellung  der  tero&ren  biquadratischen  Form  f~x^^Xt 

•¥Xt^Xz'¥x^X\.    Gordan.    Mathem.  Annal.  XVII,  859. 

331.  Das  vollständige  Formensystem  einer  binären  Form  achter  Ordnung,    v.  Gall. 

Mathem.  Annal.  XVII,  31,  139,  456. 
Vergl.  Invariantentheorie. 

Funotionen. 
382.  Theorie  der  Transformationsgruppen.    S.  Lie.    Mathem.  Annal.  XVI,  441. 
888.  Allgemeine  Bemerkungen  zum  Aberschen  Theorem.    Königsberger.    Grelle 

XG,  109. 
334.  Erweiterung  des  Aberschen  Satzes  von  der  Form  der  algebraisch  logarith- 
misch ausdrückbaren  Integrale  algebraischer  Functionen.    Königsber- 


ffer.    Mathem.  Annal.  XVll,  661. 
Lö  -----       -    - 


335.  Zur  Lösung  des  Jacobi*schen  Umkehrproblems.    H.  Stahl.    Grelle  LXXXIX, 

170. 

336.  Ueber  die  invariante  Darstellung  algebraischer  Functionen.    Noether.    Ma- 

them. Annal.  XVII,  268. 
'337.  Ein   allgemeiner  Satz   der   Integrirbarkeitslehre.     P.   du  Bois-Beymond. 

Mathem.  Anoal.  XVI,  112. 
338.  Geometrische  und  analytische  Untersuchung  der  Weierstrass^schen  Function. 

Wiener.    Grelle  XG,  221. 
389.  Ueber  die  2r-fach  periodischen  Functionen  von  r  Veränderlichen.    Weier- 

strass.    Grelle  LXXXIX,  1. 
840.  Zur  Functionentheorie.    Weierstrass.    Berl.  Akad.-Ber.  1880,  719. 
341.  Ueber  einen  functionentheoretisohen  Satz  des  Herrn  G.  Mittag -Leffler.  Weier^ 

strass.    Berl.  Akad.-Ber.  1880,  707.  ..y,,...  ..y  ^OOglC 
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342.  Zar  Theorie  des  arithmetisch -geometrischen  Mittels  aus  vier  Elementen.  6. 
Hettner.    Grelle  L&XXIX,  221. 

848.  üeber  eine  eigenthfimliche  Bestimmung  einer  Function  durch  formale  Anfor- 
derungen.   E.  Schröder.    Grelle  aC,  189. 

344.  üeber  einen  elementaren  Algorithmus.    Stieltjes.    Grelle  LXXXIX,  843. 

x  —  1 
346.  Liaison  entre  les  reduites  de  la  fonction  e'  et  de  log .    Lagnerre.   Grelle 

LXXXIX,  840.     • 

i_ 

346.  Däveloppement  en  s^rie  entidre  de  (l  +  ao;)'.  Appell.  Grün.  Archiv  LXV,  171. 

Vergl.  bestimmte  Intec^ale.  Gylinderfiinctionen.  Differentialgleichungen  278, 
279,  280.  Elliptiscne  Transcendenten.  Euler^sche  Zahlen.  Gammafimc- 
tionen  Gleichungen  875,  377,  378,  379,  380.  Kugelfunctiouen.  Reihen 
480, 481,  482.  Residuen.  Riemann'sche  Fläche.  Tbetafunctionen.  Ultra- 
elliptische Transcendenten.    Unendlich.    Zahlentheorie  531. 

(Hunmaftmetlonen. 

347.  Sur  rintägrale  Eul^rienne  de  seconde  esp^ce.    Her  mite.    Grelle  XG,  332. 

Yergl.  Reihen  486. 

Geodäsie. 
.S48.  Ueber  die  geodätische  Linie.    Winterberg.    Astr.  Nachr.  XGV,  223,  239,  271. 

349.  Die  geodätische  Uebertragung  geographischer  Goordinaten.   Helmert    Astr. 

Nachr.  XGIV,  313. 

350.  On  the  differential  equation  of  the  elliptidties  of  the  strata  in  the  theory  of 

tbe  figure  of  the  earth.    Greenhill.    Quart.  Joum.  math.  XVII,  203. 

Geometrie  (descriptive). 

351.  Zur  orthogonalen  Axonometrie.    Str  ei  ssler.    Grün.  Archiv  LXV,  208. 

352.  Elementarer  Beweis  des  Pohlke'schen  Fundamentalsatzes   der  Axonometrie. 

Peschka.    Wien.  Akad.-Ber.  LXXVIII,  1043. 
Yergl.  Analytische  Geometrie  der  Ebene  232.    Oberflächen  zweiten  Grades 
450. 

Geometrie  (höhere). 

353.  Ueber  die  geometrische  Definition  der  Projectivität  auf  den  Grundgebilden 

erster  Stufe.    F.  Klein.    Mathem.  Annal.  XVII,  52. 

354.  Sur  le  thäor^me  fondamental  de  lagäomätrie  projective.    Darboux.    Math. 

Annal.  XVII,  55. 

355.  Ueber  die  Erhaltung  des  Geschlechts  bei  zwei  ein-eindeutig  aufeinander  bezo- 

genen Plancurven.    H.  Schubert    MaÜiem.  Annal.  XVI,  180. 
366.  Ueber  aussergewöhnliche  Specialgruppen  auf  algebraischen  Gurven.    Kraus. 
Mathem.  Annal.  XVI,  245. 

357.  Die  trilineare  Beziehung  zwischen  drei  einstufigen  Grundgebilden    H.Schu- 

bert.   Mathem.  Annal.  XVII,  467. 

358.  Ueber  den  Zusammenhang  von  n  beliebigen  Geraden  in  der  Ebene.  S.  Kantor. 

Wien.  Akad..Ber.  LXXVIII,  789.    [Vergl.  Bd.  XXV.  Nr.  76.] 

359.  Ueber  eine  Gattung  merkwürdiger  Geraden   und  Funkte   bei  yoUständigen 

n-Ecken  auf  dem  Kreise.    S.  Kantor.    Wien.  Akad.-Ber.  LXXVIII,  193. 

360.  Ueber  das  vollständige  Viereck  und  das  vollständige  Kreisviereck.  S.  Kantor. 

Wien.  Akad.-Ber.  LXXVIII,  172.    [Vergl.  Bd.  XXV,  Nr.  77.] 

361.  Ueber  das  vollständige  Fünfseit.    S.  Kantor.    Wien.  Akad.-Ber.  LXXVIII, 

165,  797. 

362.  Ueber  ebene  Gurven  dritter  Ordnung.    R.  Sturm.    Grelle  XG,  86. 

363.  Zur  Polarentheorie  der  Gurven  und  Flächen  dritter  Ordnung.    Milinowski. 

Grelle  LXXXIX,  136. 

364.  Die   Tangentengeometrie  an   der  Steiner'schen  Hypocycloide.     S.  Kantor. 

Wien.  Akad.-Ber.  LXXVIII,  204. 

365.  On  quadric  transformation.    Hirst    Quart.  Journ.  math.  XVII,  301. 

866.  Rechercbes  sur  deux  modes  de  transformation  des  figures  solides.    Amigues. 
N.  ann.  math.  XXXIX,  483,  481.    [Vergl.  Bd.  XXV,  Nr.  400.] 
VenrL  Formen  322.  Kegelschnitte.    Kinematische  Geometrie.    Mechanik  441. 
fiiemann*sche  Fläche.    Singularitäten.  u^yu^ov.  ^y  .^^^^^.^ 
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Getehiohto  der  ]büi«matik. 
867.  üeber  die  Sonnenfinsterniss  des  Scha-king.    v.  Oppolzer.    Berl.  Akad.-Ber. 

1880,  166. 
368.  Digression  bistorique  aur  les  quantitäs  negatives.     Dostor.    N.  ann.  math. 

XXXIX,  662. 

869.  Ueber  den  Erfinder  des  negativen  Oculars.    Oudemans.    Astr.  Nachr.  XOV, 

328. 

870.  Ueber  £wei  neu  aofgeftindene  Leibniz'scbe  Manuscripte.    Gerhardt.    Berl. 

Akad-Ber.  1880,  824. 

871.  üeber  Newton*a  Methode  zur  Beschreibung  eines  Kegelschnittes,  welcher  durch 

*  Tier  gegebene  Punkte  geht  und  eine  der  Lage  nach  gegebene  gerade 
Linie  berührt.  Grunert.  Grün.  Archiv  LXV,  1.  [Vergl.  Bd.  XXV, 
Nr.  404.] 

872.  Sur  quelques  lettres  in^dites  de  Lagrange  publikes  par  M.  Balthasar  Boncom- 

pagni.    Govi.    N.  ann.  math.  XXXlA,  421. 

873.  Aper9U  historique  sur  les  propriät^s  les  plus  remarquables  de  T^picyclol'de  h 

qnatre  rebroussements.     Hatou  de   la  Goupilli^re.     N.  ann.  math. 
XXXIX,  94. 
374.  Todesanzeige  von  Johann  von  Lamont,  f  6.  August  1879.    Astr.  Nachr.  XCV, 
268. 
Vergl.  Elektrodynamik  297.    Gleichungen  388. 

Oleiohimgen« 
376.  Ueber  die  symmetrischen  Functionen.  Krön  eck  er.    Berl.  Akad.-Ber.  1880,  936. 

376.  Untersuchungen  über  algebraische  Gleichungen.    Sie  bei.    Grün.  Archiv  LXV, 

894.    [Vergl.  Bd.  XXIV,  Nr.  369.J 

377.  Neue  Ableitung  der  Relationen  zwischen  den  Potenzsummen  der  Gleichungs- 

wurzeln und  den  Gleichungscoefficienten.  Parkas.  Grün.  Archiv  I^XV,  488. 

378.  Zur  Theorie  der  Discriminanten.    Netto.    Grelle  XC,  164. 

379.  Th^ortoes   g^n^raux   sur   les  ^qnations  algäbriques.     Laguerre.     N.  ann. 

math.  XXXIX,  241. 

380.  Propriäte  des  polynömes  de  M.  Laguerre.    Laurant.    N.  ann.  math.  XXXIX, 

880. 

381.  Sur  une  m^thode  pour  obtenir  par  approximation  les  racines  d'une  äquation 

algäbrique  qui  a  toutes  ses  racines  räelles.    Laguerre.    N.  ann.  math. 
XXXIX,  161,  193. 

382.  Sur  quelques  prbpriätes  des  ^quations  alg^briques  qui  ont  toutes  leurs  racines 

reelles.    Laguerre.    N.  ann.  math.  XXX IX,  224. 

383.  Sur  une  classe  d'äquations  algäbriques  dont  toutes  les  racines  sont  räelles. 

Biehler.    N.  ann.  math.  XXXlX,  149. 

384.  Sur  une  classe  d^^quations  qui  a  toutes  ses  racines  reelles.   Laguerre.  Grelle 

LXXXIX,  389. 

385.  Ueber  Gleichungen  dritten  und  vierten  Grades.    Franke.    Grelle  XC,  102. 

886.  Ueber  die  cu bischen  und  biquadratischen  (ileichun^en,  für  welche  die  zu  ihrer 

Auflösung  nöthigen  Quadrat-  und  Cubikwurzelausziehungen  alle  rational 
auszuführen  sind.    Kummer.    Berl.  Akad.-Ber.  1880,  980. 

887.  Zurückführang  der  vollständigen  Gleichung  vierten  Grades  auf  eine  reciproke 

Gleichung  zweiten  Grades.    Ligowski.    Grün.  Archiv  LXV,  426. 
388.  Sur  une  propriät^  de  certaines  ^quations  irr^ductibles  attribn^e  ä  Vincent 

mais  apartenant  k  Legendre.    Realis.    N.  ann.  math.  XXXIX,  668.  - 
380.  Sur  la  dätermination  d*uue  limite  supärieure  des  racines  d'une  Donation  et  sur 

la  Separation  des  racines.     Laguerre.    N.  ann.  math.  XxXIX,  49,  97. 

—  De  Longchamps  ibid.  71.  —  £.  Lucas  ibid.  146.  —  L.  Levy  ibid. 

148.  —  V^nard  ibid.  261.  —  Cand^ze  ibid.  307 

890.  Snr  une  application  de  la  m^thode  de  Sturm.     Biehler.     N.  ann.  math. 

XXXIX,  76. 

891.  Ueber  eine  Eigenschaft  der  Resultante.    Brill.    Mathem.  Annal  XVI,  346. 

892.  Sur  un  proc^dd  d'^limination.    Biehler.    N.  ann.  math.  XXXIX,  202,  382. 
398.  Snr  lee  ^quations  Unfaires.    Biehler.    N.  ann.  math.  XXXIX,  811,  866. 

894.  Dädtiire  les  rapports   -^,   — ,   —   des  deuz  ^quations  ax  +  by  +  cz  =  0  et 
X     y      z 

--f —  -♦■-=:  0.    Lannes.    N.  ann.  math.  XXXIX,  610. 
X      y      e 

Vergl.  Deteradnanten  277.    Zahlentheorie  684.  C^OOCjIp 

HUt.-Ut  Abthlg.  d.  ZoiUohr  f.  M«ih.  u.  Phyi.  XXVI,  6.  ^'  ^^  1^  O 
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Hfdrodfnainlk. 

395.  Some  properties  of  the  equations  of  hydrodynamice.     Hill.     Quart.  Journ. 

math.  XVU,  1,  168. 

396.  On  tJie  motion  of  water  contained  in  certain  cylindrical  veBsels,  and  on  cer- 

tain  analjtical  theoremB  connected  with  that  problem.  Ferrers.  Quart. 
Journ.  matb.  XVII,  227. 

397.  On  the  condition  of  steady  motion  of  two  cy linders  in  a  fluid.  Hicks.   Quart 

Journ.  matb.  XVII,  194.    [Vergl.  Bd.  XXV,  Nr.  436.] 

398.  On  some  cases  of  the  varying  motion  of  a  viscous  fluid.    Stearn.    Quart. 

Journ.  math.  XVII,  90. 

Hyperbel. 

399.  Construction  d'un  point  tel  dans  Pint^rieur  d*un  trian^le  qu^en  abaissant  de 

ce  point  des  perpendiculaires  sur  les  cöt^s  on  divise  le  triangle  en  trois 
quadrilat^res  de  proportion  donnde.  Moret-Blanc.  N.  ann.  math. 
XXXIX,  462. 

400.  Hyperbole  lieu  des  milieux  des  droites  qui  joignent  un  ä  un  les  points  de 

deux  B^ries  homographiques  de  points  situ^s  sur  deux  droites.    Moret- 
Blanc.    N.  ann.  math.  XXXIX,  556. 
401    Probleme  sur  Thyperbole  ^quilat^re.    N.  ann.  math.  XXXIX,  3S7. 

I. 

InTariantentlieorie. 

402.  Ueber  die  simultanen  Invarianten,  aus  denen  sich  die  Resultante  dreier  ter- 

närer  quadratischer  Formen  zusammensetzt.  Igel.  Wien.  Akad.-Ber. 
LXXVn,  783. 

403.  On  the  theorem  of  the  finite  number  of  the  covariants  of  a  binary  quantic. 

Cayley.    Quart.  Journ.  math.  XVü,  137. 

404.  Sur  quelques  theorämes  relatif  au  d^veloppement  des  fonctions  et  aux  cova- 

nants.    Faä  de  Bruno.    Grelle  XC,  186. 
Vergl.  Formen  328.    Functionen  336.    Oberflächen  zweiten  Grades  452. 


Kegelsclmitte. 

405.  Constructions    diyerses    et   Solutions   de  problämes   graphiques  relatifs   aux 

coniques.    Genty.    N.  ann.  math.  XLXXIX,  216. 

406.  Ueber  die  von  Möbius  gegebenen  Kriterien  in  der  Theorie  der  Kegelschnitte. 

Hunyady.    Grelle  LXXXIX,  70. 

407.  Zur  Theorie  der  Kegelschnitte.    Rosanes.    Mathem.  Annal.  XVII^  21. 

408.  Th^or^me  de  M.  Ghasles  concemant  les  coniques  homofocales.    E.  Lucas. 

N.  ann.  math.  XXXIX,  397. 

409.  Sur  trois  coniques  confocales  deux  ä  deux.  E.  Lucas.  N.  ann.  math.  XXXIX, 

401. 

410.  Metrische  Formeln  filr  das  Kegelschnittbüschel  mit  vier  reellen  Grundpunk- 

ten.   S.Kantor.    Wien.  Akad.-Ber.  LXXVIII,  905. 

411.  On   Gaskin  and  Plücker's   properties   of  the   orthocycle.     Taylor.     Quart. 

Journ.  math.  XVII,  134. 

412.  Sur  les  coniqaes  qui  passent  par  trois  points  et  ont  un  double  contact  avec 

un  cercle  donnä.    Laguerre.    N.  ann.  math.  XXXIX,  347. 

413.  Sur  les  foyers  extärieurs  au  plan  d'une  conique.   E.  G.    N.  ann.  math.  XXXIX, 

120. 

414.  Trouver   le   lieu    des   foyers   des   coniques  inscrites   dans   un   quadrilatlre. 

Bourguet.    N.  ann.  math.  XXXli,  289. 

415.  Quadrilat^re  complet  en  relation  avec  une  conique  et  propriät^  analogue  rela- 

tivement  ä  une   surface   du  second  ordre.     Bresson.     N.  ann.  math. 
XXXIX,  476. 

416.  Sur  le  triangle  inscrit  et  circonscrit  a  deux  coniques.    WeilL    N.  ann.  math. 

X3tXIX,263.  .„ozedby  Google 
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417.  £tant  donnäa  une  conique  -r  +  ^  =  ^  rapport^e  ä  ses  azes  et  un  point  üf  aar 

cette  coniqae,  on  fait  paaaer  nn  cerde  par  lea  eztr^mit^  d'un  diam^tre 
qaelcon<][ue  de  la  coaroe  et  le  point  M.  Le  centre  de  ce  cercle  d^crit 
une  conique  paaaant  par  Torigine  dea  azea.    N.  ann.  matii  XXXIX,  5,  381. 

418.  ün  point  d'une  conique,  le  pied  de  la  pei-^endiculaire  abaiaa^e  du  centre  aur 

la  tangente  en  ce  point  et  lea  eztr^mitäa  de  Tun  dea  azea  aont  aur  une 
mßme  circonfärence.    D*Ocagne.    N.  ann.  math.  XXXIX,  805.    [Vergl. 
Nr.  417  und  Bd.  XXIV,  Nr.  427.] 
VergL  Abbildung.    Determinanten  272.   EUipae.    Geachichte  der  Mathematik 
871.    Hyperbel.    Kreia.    Krümmung  428.    Parabel. 

Vergl.  Quadratwurzel.  Kettenbrftche. 

Kinematische  Geometrie. 

419.  üeber  die  Conatruction  von  Normalen  und  Normalebenen  gewiaaer  krummer 

Flächen  und  Linien.    Schönemann.    Grelle  XG,  44. 

420.  üeber  einen  fundamentalen  Satz  aua  der  kinematiachen  Geometrie  dea  Rau- 

mea.    Geiaer.    Grelle  XG,  39. 

421.  Applicationa  de  g^om^trie  cinämatique  plane.     D'Ocagne.    N.  ann.  math. 

XXXIK,  264,  289. 

Kreia. 

422.  Neue  Herleitung  der  Ereiatangentengleichung.   Hain.   Grnn.  Archiv  1X7,112. 

423.  Die   Steiner*ache  *Löaung    der  Malfatti'achen  Aufgabe      Peteraen.     Grelle 

LXXXIX,  127. 

424.  Th^oräme  de  Poncelet  aur  lea  polygonea  qui  aont  k  la  foia  inacrita  k  une  cir- 

Conference  et  circonacrita  ä  une  autre.  Talavrach.  N.  ann.  math. 
XXXIX,  280. 

425.  Polygonea  inacrita  et   circonacrita  ä  la  foia  ik  deuz  drconfärencea.    Weill. 

N.  ann.  math.  XXXIX,  57. 

426.  Th^or^me  aur  le  quadrilat^re  inacrit-circonacrit.     Droz.     N.  ann.  math. 

XXXIX,  470. 

427.  Quadrilat^re  circonacriptible  ä  deuz  ciroonförencea.    Lannea.    N.  ann.  math. 

XXXIX,  508. 
Vergl.  Ellipae  809,  811.    Geometrie  (höhere)  859,  860.    Kegelachnitte  411. 
'  Quadratur  477. 

Krtummisff, 

428.  Sur  le  centre  et  le  rayon  de  courbure  en  un  point  d'une  conique.   De  Long - 

champa.    N.  ann.  math.  XXXIX,  68. 

429.  Synthetiacher  Nachweia  dea  Euler'achen  Satzea  über  Erümmungaradien.  März. 

Mathem.  Annal.  XVII,  110. 

480.  Zur  Theorie  der  Tranaformation  quadratiacher  Differentialaoadrücke  und  der 

Krümmung  höherer  Mannichfaltigkeiten.  Voaa.  Mathem.  AnnaL  XVI,  129. 

481.  Zur  Theorie  dea  Riemann*achen  Erümmungamaaaaea.    Voaa.    Mathem.  Annal. 

XVI,  571. 

482.  üeber  die  Flächen  mit  conatanter  negativer  Krümmung.   Bianchi.    Mathem. 

Annal.  XVI,  577. 
Vergl.  Mannich&ltigkeiten  488. 

Kngelftmotionen. 
438.  Zur  Theorie  der  Kugelftmctionen.    Bruna.    Grelle  XG,  322. 
484.  üeber  die  Kugelfunction  P^coty)  ^^  ^^  unendlichea  n.  Heine.  Grelle  XG,  329. 
VergL  Beatimmte  Integrale  259. 

Lefarithmea. 

435.  Berichtigung  zu  Bruhna*  Logarithmentafeln.   Wright.   Aatr.  Nachr.  XGIY,  95. 

M. 
KaimiehfUtigkeltea. 

436.  üeber  unendliche  lineare  Punktmannichfaltigkeiten.    G.  Gantor.     Mathem. 

Annal.  XVH,  855.    [Vergl.  Bd.  XXV,  Nr.  492.J 
487.  Die  Rechnung   in   den  nicht- euklidiachen  Banmformen.     Killing^  Greller 
LXXXIX,  265.  DigitizedbyVnOOgk 
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488.  üeber  dreifach  gekrüxDmte  Curven  nnd  deren  Parallelen.     Hoppe.    GnuL 
Archiv  LXV,  373. 

439.  Bemerkungen,  betreffend  die  Auflösung  eines  Knotens  in  vierter  Dimension. 

Hoppe.    Qrun.  Archiv  LXV,  423. 
Vergl.  Krümmung  480. 

Meohanik. 

440.  Sur   la   composition   des  forces  dans  le  plan.     D'Ocagne.     N.  ann.  math. 

XXXIX,  116. 

441.  Ueber  das  bifocal-veränderli che  System.  Burmester.  Mathem.  Annal.  XVI,  89. 

442.  On  the  steadv  motion  of  a  top  and  of  a  solid  of  revolution  moving  in  infinite 

liquid.    Greenhill.    Quart.  Joum.  math.  XVII,  86. 

443.  Sur  la  machine  pneumatique.    Bouch^.    N.  ann.  math.  XXXIX,  42. 

Vergl.  Akustik.  Astronomie.  Attraction.  Brachistochrone.  Differential- 
gleichungen 285.  Elasticitat  Elektrodjpamik.  Hydrodvnamik.  Optik. 
Pendel.    Potential.    Schwerpunkt.    Trajectorie.    W&rmelehre. 

M. 
Kormalea. 
Vergl.  Ellipse  309,  810.   Ellipsoid.  Kinematische  Geometrie  419.  Parabel  460. 


Oberfliohen. 

444.  Zur  Untersuchung  der  Fläche  der  Centra.    Voss.    Mathem.  Annal.  XVI,  560. 

445.  Zur  Theorie  der  isostatischen  Flächen.    Weingarten.    Grelle  XC,  18. 

446.  Construction  von  Tangenten  an  die  Berührunffslinie  einer  Rotationsfläche  und 

der  ihr  von  einem  Punkte  aus  umschriebenen  Developpabeln.    Drasch. 
Wien  Akad..Ber.  LXXVll,  174. 

447.  Die  Regelfläche  vierten  Grades  mit  zwei  Doppelgeraden.    Ameseder.   Gnin. 

Archiv  LXV,  78. 

448.  Ueber  rationale  Regelflächen   vierten  Grades.     Ameseder.     Grün.  Archiv 

LXV,  239. 

449.  On  some  forms  of  the  equation  of  the  wave  surface.    S.  Roberts.    Quart. 

Joum.  math.  XVU,  319. 
Vergl.  Abzählende  Geometrie  224,  225.    Differentialgleichungen  295.    Geo- 
däsie.   Krümmung  429,  431,  432. 

Oberflidien  tweiten  Orades. 

450.  Zur  Theorie  der  Flächen  zweiten  Grades.    Hunyady.    Grelle  LXXXIX,  47. 

451.  Ergänzungen  zur  allgemeinen  Bestimmungsart  der  Brennpunkte  von  Contouren 

der  Flächen  zweiten  Grades.     Pelz.     Wien.  Akac[.-Ber.  LXXVU,  259. 
[Vergl.  Bd.  XXHI,  Nr.  577.] 

452.  Sur  certaines  valeurs  constantes  dans  des  surfaces  du  second  degr^.    Moret- 

Blanc.    N.  ann.  math.  XXXIX,  411. 

453.  Ueber  den  geometrischen  Ort  des  Centrums  der  Collineation  zwischen  Biner 

Nichtregelfläche  zweiter  Ordnung  und  einem  System  von  Kugelflächen, 
Jef  äbek.    Grün.  Archiv  LXV,  161. 

454.  Propriät^  des  courbes  et  des  surfaoes  du  second  ordre  bomofocales.   Koenigs. 

N.  ann.  math.  XXXIX,  74. 

455.  Lieu  ddcrit  par  le  point  de  rencontre  d'une  droite  avec  le  plan  radical  de 

deux  sph^res  doDt  une  est  variable.   Gambey.   N.- ann.  math.  XXXIX,  82. 
Vergl.  Ellipsoid.    Kegelschnitte  415.    Paraboloid.    Sphärik. 

Optik. 

456.  Theorie  des  leuchtenden  Punktes.    Voigt.    Grelle  LXXXIX,  288.  -  Kirch- 

hoff  ibid.  XC,  84. 

457.  Zur  FresneVschen  Theorie  der  Diffraction.    Voigt.    Grelle  LXXXIX,  822. 

P. 

Parabel. 

458.  Th^or^mes  sur  la  parabole.    Weill.    N.  ann.  math.  XXXIX,  367,  442. 

459.  Courbes  d^crites  au  mo^en  d'une  droite  qui  pivote  autour  du  sommet  d*ane 

parabole.    Robaglia.    N.  ann.  math.  XXXIX,  468. 

460.  Propri^t^   de  deuz  normales  men^es  d*un  point  ä  une  parabole.    I>ufaur. 

N.  ann.  math,  XXXIX,  479.  ^«.....^  ^OOgle 
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Puraboloid. 

461.  Projections  des  courbea  constraites  sar  nn  paraboloide  dont  leB  tangenteB  fönt 

an  angle   conetant   donn^  avec  Taxe  des  g.     Goarbe.     N.  ann.  maih. 
XXXIX,  86. 

PendeL 

462.  Mittlerer  vertikaler  Druck. des  symmetrischen  Pendels  auf  seine  Axe.  Parkas. 

Grün.  Archiv  LXV,  436. 

Planimetrie. 

463.  Ueber  den  Pantographen.    Hanssner.    Gran.  Archiv  LXV,  836. 

464.  Trois  droites  se  coupant  en  un  mtoe  point.    Faoqaembergae.    N.  ann. 

math.  XXXIX,  667. 
466.  Deux  ihäortoes  sur  le  triangle.    D'Ocagne.    N.  ann.  math.  XXXIX,  804. 
[Vergl.  Bd.  XXIV,  Nr.  427.] 

466.  Ein  Dreieck  aus  den  drei  Höhen,  ein  Sehnenviereck  aus  den  vier  Seiten  zu 

construiren.    Haussner.    Grün.  Archiv  LXV,  334. 

467.  Aire  de  deux  triangles.    Faur^.    N.  ann.  math.  XXXIX,  473. 

Vergl.  Combinatorik  262,  263.    Schwerpunkt  496. 

Potemüal. 

468.  Neue  Sätze  über  das  logarithmische  Potential.    Neumann.    Mathem.  Annal. 

XVI,  409. 

469.  Neue^  Sätze  über  das  Newton*sche  Potential.     Neu  mann.    Mathem.  Annal. 

XVI,  432. 

470.  A  useful  theorem  in  the  theory  of^ttractions.    J.  Roberts.    Quart.  Joum. 

math.  XVII,  149. 

471.  Ueber  äquipotentiale  Massen vertheilungen.  Husmann.  Grün.  Archiv  LXV,  19. 

472.  On  functional  images  in  ellipsee.    Hicks.    Quart  Joum.  math.  XVR,  327. 

473.  Potential  des  sphärischen  Dreiecks.    Hoppe     Grün.  Archiv  LXV,  67. 

474.  On  the  potential  and  attraction  of  an  ellipsoidal  shell  at  an  externa!  point. 

Frost.    Quart.  Joum.  math.  XVII,  46. 
476.  On  the  potential  of  the  electricity  on  two   charged   spherical  conductors 
placed  at  a  given  distance.    Frosi    Quart.  Joum.  math.  XVII,  164. 

Quadratur. 

476.  Sur  le  planim^tre  polaire.    Barberin.    N.  ann.  math.  XXXIX,  212. 

477.  La  courbe  Sf*  =  a*  d^termine  par  ses  points  d'intersection  avec  des  circon- 

f^rences  concentriques  des  secteurs  d*aire  €gale  ä  partir  d'un  diam^tre 
commun  ä  ces  circonf^rences.  Fauquembergue^   N  ann  math.  XXXIX, 
460. 
Vergl  Bestimmte  Integrale  267. 

QvadratwvrseL 

478.  Bechenschema  für  die  Verwandlung  einer  Quadratwurzel  in  einen  Eettenbrach. 

Hermes     Gran.  Archiv  LXV,  438. 


Reihen. 

479.  Note  on  Biemann*s  paper  „Versuch  einer  allgemeinen  Auffassung  der  Inte- 

gration und  Differentiation'^    Cavley.    Mathem.  AnnaL  XVI,  81. 

480.  Bemerkung  aber  trigonometrische  Beinen.   G.  Cantor.   Mathem.  Annal.  XVI, 

113j  267.     [Vergl.  Bd.  XXV,  Nr.  671.] 

481.  Ueber  die  trigonometrische  Beihe  und  die  Darstellung  willkürlicher  Functionen. 

HatnacE.    Mathem.  Annal.  XVH,  123. 

482.  On  Fourier's  theorem.    Sharp.    Quart.  Journ.  math.  XVU,  182. 

483.  Oo  +  ai  ^n^  +  o,  8tn2 7  + . . .  +  On sinntp  kann  für  jedes  m  nur  dann  verschwin- 

den, wenn  alle  a  einzeln  Null  sind.    Eapteyn.    Grün.  Archiv  LXV,  448. 

484.  Ueber  Belationen  zwischen  den  Näherungsbrüchen  von  Potenzreihen.    Fro- 

hen ins.    Grelle  XC,  1. 
486.  Ueber  die  Leibnitz'sche  Beibe  l~ir-|-a:'--a^  +  ...(irs=l).  Frobenius.  Grelle 

LXXXIX,  62. 
486.  Sur  quelques  s^ries  dont  la  somme  est  donn^e  en  fonctions  Eul^riennes.  Morei- 

Blanc.    N.  ann.  math.  XXXIX,  460.  .^y.u...  .y  ^OOgie 
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487.  Sar  les  poisBanceB  semblables  des  x  premiers  nombres.    G.  Henry.    N.  ann. 

matb.  XXXIX,  464.    [Vergl.  Bd.  XXV,  Nr.  689.] 

488.  Die  Bestimmang  der  Summe  Zx^.    Ligowski.    6nm.  Arcbi?  LXV,  329. 

489.  Sur  la  sörie  27 '^ —   ^^  ayant  ^ard  ä  T^quatioD  t^^8  =  UM4.t  +  »it4-i. 

Arnaud,    N.  ami.  math.  XXXIX,  467. 

490.  Algebraical  proof  of  the  fractional  series  for  the  cotangent  and  oosecant. 

Glaisher.    Quart.  Joum.  math.  XYII,  211. 
Vergl.  Cylinderfiinctionen  268,  270.    Functionen  346.    Sph&rik  601.    Taylor's 
Eeihe. 

Battdnen. 

491.  Einige  Anwendungen   der  Bedduenrechnung  von  Cauchy.     Heine.     Grelle 

LXXXIX,  19. 

BieiDAim'iehe  Fläche. 

492.  Ueber  Aufstellung  und  Untersuchung  von  Gruppen  und  Irrationalität  regulärer 

Biemann'scher  Flächen.    W.  Dyck.    Mathem.  AnnaL  XVH,  473. 

493.  Ueber  eine  reguläre  Riemann^sche  Fläche  Tom  Geschlecht  3  und  die  zngeh6- 

rige  Normalcurve  Tierter  Ordnung.  W.  Dy ck.  Mathem.  Aimal.  XVII,  610, 

m. 

Bohwerpimkt. 

494.  Ueber  den  Schwerpunkt  des  Vierecks.    Noeggerath.    Grün.  Archiv  LXV, 

218.  —  Jolmen  ibid.  221.  —  StoU  ibid.  446. 
496.  Determination  alg^brique  tr^s  simpTe  du  centre  de  gravit^  du  trap^ze  et  du 
centre  de  grayitd  du  tronc  de  pyramide  k  base  quelconque.    Do  stör. 
Grün.  Archiv  LXV,  204. 

496.  Extension  du  th^ordme  d^Hyppokrate  et  d^termination  du  centre  de  gravit^ 

de  ses  lunules.    Dostor.    Grün.  Archiv  LXV,  198. 

Singolarltatea. 

497.  Ueber  Singnlaritäten  ebener  algebraischer  Cnryen  und  eine  neue  Gurvenspecies. 
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